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Dienstag, 27. April 04

Satz 2.8 V sei ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum. Fiir jeden Unter-
raum U von V gilt dann

(a) U+U+ =V, UnU*+ ={0}, (U,U) =0.

(b) (UHt =U.

Wir sagen in der Situation (a), dass V' die orthogonale Summe von U
und U+ ist und schreiben dafiir V =U L U*.

Beweis. Zu (a): Es ist U ebenfalls endlichdimensional. Nach Satz 2.6/ hat U dann eine
Orthonormalbasis, so dass wir auf U das Projektionslemma anwenden kénnen. Dasselbe
zeigt U + U+ = V; die iibrigen Eigenschaften von (a) sind offensichtlich.

Zu (b): Nach Definition ist U C (U+)*. Sei v € (U1)L, so ldsst sich v wegen
V =U +U" in der Form v = u + 2 mit u € U und € U™ schreiben. Bilden des
Skalarprodukts mit z fithrt zu 0 = (v, x) = (u,x) + (x,z) = (x,x), woraus = = 0 und
damit v = u € U folgt. ]

Orthonormalbasen lassen sich im Zusammenhang mit Koordinatendarstellungen
sehr gut handhaben.

Satz 2.9 Sei eq,es,...,e, eine Orthonormalbasis des euklidischen Vektorraums V.
Dann gilt:

(1) Firjedesv eV giltv="> 1" (v, ei)e;.
(2) 11207 wiedl| = /207 o3
(8) (3oii wiei, Doy Yiei) = D21y Tili-

Beweis. Die Beweise ergeben sich durch direktes Ausrechnen. O
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5.3 Orthogonale Abbildungen

Definition 3.1 V und W seien euklidische Vektorrdume. Fine lineare Abbildung f :
V — W heifit orthogonal, wenn

(f(v1), f(v2))w = (v1,v2)v

fiir alle vi,vy € V gilt.

Eine orthogonale Abbildung bewahrt insbesondere die Norm, ist daher
stets injektiv. Von besonderem Interesse sind die orthogonalen Selbstab-
bildungen f : V' — V. Dieselben sind fiir einen endlichdimensionalen Vek-
torraum V stets Isomorphismen. Die folgenden Eigenschaften sind leicht
zu iiberpriifen:

(1) Die identische Abbildung 1y ist orthogonal.

(2) Die Komposition von orthogonalen Abbildungen ist orthogonal.

(3) Ist f : V. — W eine bijektive orthogonale Abbildung, so ist auch
f~1: W — V orthogonal.

Insbesondere gilt:

Satz 3.2 Die orthogonalen Selbstabbildungen eines endlichdimensionalen euklidischen
Vektorraums bilden beziglich der Verkniipfung von Abbildungen eine Gruppe O(V'), die
orthogonale Gruppe von V. O

Dabei heiit ein Paar (G, o), bestehend aus einer Menge G und einer Ver-
kniipfung o : G X G — G, (z,y) — x o y — nachfolgend oft Multiplikation
genannt — eine Gruppe, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(G 1) Die Verkniipfung ist assoziativ: ao (boc¢) = (aob)oc.
(G 2) Es gibt ein neutrales Element e mit aoe =a =eoa.

(G 3) Zu jedem z € G gibt es ein Inverses y mit xoy = e =y o .

Freitag, 30. April 04

Durch die Anforderungen sind neutrales Element und Inverses eindeutig
bestimmt:

Nehmen wir an, dass e und ¢’ neutrale Elemente von (G, o) sind, so folgt
e = eo¢e = ¢. Fortan sprechen wir also von dem neutralen Element der

Gruppe (G, o).

Seien ferner y und z zu x inverse Elemente, so folgt

y=yoe=yo(xoz)=(yoxr)oz=eoz =z,
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so dass wir kiinftig von dem zu z inversen Element 27! aus G sprechen
konnen. Es gelten die folgenden Rechenregeln:
el=e, (@) l=a, (zoy =y lozh

Die erste Behauptung folgt aus e o e = e, die zweite folgt aus z o 271 =
e = 71 o x. Fiir die dritte sehen die Gleichung (z oy)o (y~Loa™?1) =
rzo(yoy Hoax™! =2z0x7! = e und die entsprechend nachzuweisende
Gleichung (y oz !)o(zxoy) = e an, aus denen auch hier die Behauptung
folgt.

Die Gruppenaxiome (G 1)—(G 3) sind offensichtlich im Fall O(V) bzgl. der wibli-
chen Verkniipfung von Abbildungen erfiillt. Insbesondere ist die Assoziativitét erfiillt,
weil das Nacheinanderausfithren von Abbildungen dem Assoziativgesetz geniigt. Ferner
iibernimmt 1y die Rolle des neutralen Elements und die zu u inverse Abbildung u~*
die Rolle des zu u in O(V) inversen Elements.

Weitere Beispiele von Gruppen sind uns, ohne das wir sie als solche be-
zeichnet hétten, schon frither begegnet:

(1) Die Gruppe (Z, +) beziiglich der Addition.

(2) Sei K ein Korper. Dann ist (K, +) eine Gruppe, aber auch (K \ {0}, ).
Insbesondere gilt dies fiir Q, R und C.

In diesen Gruppen gilt stets x oy = yoxz. Sie sind kommutativ oder auch
abelsch”.

Ein weiteres Beispiel einer Gruppe wird durch die Gruppe GL(V') der K-Automor-
phismen f : V — V eines K-Vektorraums gebildet. Diese Gruppe heifit die allgemeine
lineare Gruppe oder auch volle lineare Gruppe von V%,

Ist zusétzlich V' ein euklidischer Vektorraum, so ist O(V') in GL(V') gelegen; ferner
stimmen beide Gruppenmultiplikationen fiir Elemente aus O(V) iiberein: es ist O(V)
eine Untergruppe von GL(V).

Sei generell (G, o) eine Gruppe. Wir nennen eine Teilmenge U von G
Untergruppe von G, falls U gegen die Verkniipfung von G abgeschlos-
sen ist und beziiglich der resultierenden Verkniipfung oy : U x U — U,
(z,y) — x oy, selbst eine Gruppe ist.

Es ist nicht schwer nachzuweisen, dass U genau dann eine Untergruppe
von G ist, wenn die folgenden drei Eigenschaften erfiillt sind:

(U 1) Fiir z,y € U gehort auch x oy € U.
(U 2) Das neutrale Element e von G gehort zu U.
(U 3) Fiir jedes z € U gehért auch das in G gebildete 27! zu U.

3Nach dem norwegischen Mathematiker Niels Henrik Abel (1802-1829)
4Dabei steht GL fiir general linear.
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Definition 3.3 FEine n x n-Matriz A heifst orthogonal, wenn die lineare Abbildung
fR*">R" z—A-x
orthogonal ist, d.h. wenn (Axz, Ay) = (x,y) fir alle z,y € R™ gilt.

Aus den Eigenschaften von O(R™) folgt sofort, dass die Einheitsmatrix zu den
orthogonalen n x n-Matrizen gehort, dass dieselben ferner gegen Produktbildung abge-
schlossen sind und schliefilich die zu einer orthogonalen Matrix inverse Matrix wieder
orthogonal ist. Kurz: die orthogonalen n x n-Matrizen bilden beziiglich der Matrixmul-
tiplikation eine Gruppe O(n), die orthogonale Gruppe des Grades n.

Ganz entsprechend bilden die invertierbaren n x n-Matrizen iiber einem Korper K
hinsichtlich Matrixmultiplikation eine Gruppe GL,(K), die als allgemeine oder volle
lineare Gruppe des Grades n bezeichnet wird.

Sind G und H Gruppen, so heifit eine Abbildung v : G — H Grup-
penhomomorphismus, wenn u(z o y) = u(z) o u(y) fir alle z,y € G
gilt. Fiir Gruppen sind diese Abbildungen daher die strukturbewahrenden
Abbildungen.

Falls u zusétzlich bijektiv ist, sprechen wir von einem Isomorphismus
u : G — H von Gruppen. Es ist nicht schwer zu sehen, dass in diesem Fall
auch die Umkehrabbildung u=! : H — @ ein Gruppenhomomorphismus
und dann ebenfalls ein Isomorphismus ist. Falls es einen Isomorphismus
u: G — H gibt, nennen wir die Gruppen G und H isomorph, Schreibweise
G = H. Wir verbinden mit diesem Begriff die Vorstellung, dass isomorphe
Gruppen iiber “dieselben” mathematischen Eigenschaften verfiigen.

Es sind GL,(K) und GL(K™) isomorphe (aber nicht gleiche) Gruppen. Es ist ndmlich
durch

¢:GL,(K) — GL(K"), A~ (x— A-x)
ein Isomorphismus definiert mit Umkehrabbildung
Y : GL(K") —» GL,(K), fw[f(e1),...,f(en)]

Mit gleichlautenden Abbildungsvorschriften sind fiir den mit Standardskalarprodukt
versehenen R™ die orthogonalen Gruppen O(n) und O(R") ebenfalls isomorph.
Der néchste Satz gibt eine konkrete Beschreibung der orthogonalen Matrizen.

Satz 3.4 Fiir eine reelle n X n-Matriz A sind dquivalent:
(1) A ist orthogonal.
(2) A" - A=E, (bzw. A- A" = E,).

(3) Die Spalten (bzw. Zeilen) von A bilden ein Orthonormalsystem.
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Beweis. Wir betrachten die Abbildung f : R™ — R", x +— A - z. Fiir die folgenden
Argumente merken wir zunichst an, dass A" - A = E, zu A~! = A" und somit zu
A - A" = E, #quivalent ist. Wir kénnen uns beim Nachweis der Aquivalenz von (2)
und (3) daher anschliefend auf die Spaltenversion von (3) beschrénken.

(1) = (3): Esist A = [f(e1), f(e2),..., f(en)], wenn ey, ez, ..., e, die Standardbasis
von A bezeichnet. Da f als orthogonale Abbildung Skalarprodukte bewahrt, ist mit

e1,€,...,en auch f(er), f(e2),..., f(en) ein Orthonormalsystem.
tr
ay
(3) & (2): Ist A =ay,as,...,a,], soist A" = : und daher
antr
<a17a1> te <a/laa/n>
AT A= :
<ana CL1> T <ana an>

3) = (1): Sei wieder A = [aj,a9,...,a,]. Fir z = Y " . ziei, y = >~ yie; ist
( i=1 Y i=1Y
x) =Y " xa; und f(y) =Y " yia;. Da ay,as,...,a, ein Orthonormalsystem ist,
=1 1=1
folgt die Orthogonalitéit von f aus

(@,y) = miyi = (f(2), f(y)).
=1

Zur letzten Gleichheit haben wir Satz 2.9 (3) benutzt. O

Es gibt somit eine natiirliche Bijektion zwischen (geordneten) Orthonormalbasen
(a1,a2,...,a,) des R™ einerseits und orthogonalen n x n-Matrizen aq, as, . . ., a, ande-
rerseits.

Jede orthogonale Matrix A € O(n) erfiillt wegen A - A" = E, die Bedingung
|A|? = 1, hat also die Determinante +1. Hier gehen ein der Determinantenproduktsatz
und die Invarianz der Determinante unter Transponieren.

Die orthogonalen Matrizen mit Determinante 1 bilden — wegen des Determinan-
tenproduktsatzes — eine Untergruppe

SO(n) ={A€O(n) |[A] =1},
von O(n), die spezielle orthogonale Gruppe des Grades n.

Beispiel 3.5 (Drehmatrizen) Fiir jeden Winkel « liegt

Dla) - [ cosa —sinoz]

sina  cosa
in SO(2). Es gelten die folgenden Eigenschaften:

(1) D(a+8) = D(a) - D(B).

(2) D(0) = Es.
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(3) D(~a) = D(a)~".

(4) [D(@)] = 1.
Ferner ist A = [ (1) _01 } in O(2)\ SO(2) gelegen. Allgemeiner sind alle Matrizen der
Form '
A-D(a) = [ cosa —sina
—sina  —cosa

orthogonale Matrizen mit Determinante —1.

Es ist nicht schwer zu zeigen, siehe das Argument im nachfolgenden Beispiel, dass jede
orthogonale 2 x 2-Matrix entweder eine Drehmatrix D(«) oder eine Matrix von der
Form A - D(«) ist. Mit anderen Worten

SO(2) ={D(a) | e R}
und mit obiger Bedeutung von A gilt
0(2)=SO2)U{A- X | X e€0(2)}.

Wie ihr Name sagt, bewirken die Matrizen D(«) in der Ebene R? eine Drehung R? —
R?, z — D(a) -z, um den Winkel a. Dagegen bewirken die Matrizen A - D(a) eine
Drehspiegelung, d.h. eine Drehung verkniipft mit einer Spiegelung.

Beispiel 3.6 Die komplexen Zahlen U = {z € C | |z| = 1} vom Betrag 1 bilden beziiglich
der Multiplikation komplexer Zahlen eine Gruppe. Hierzu beriicksichtigen wir, dass U
ersichtlich gegen Multiplikation abgeschlossen ist, dass 1 in U liegt und dass schlieflich
fiir jede komplexe Zahl z vom Betrag 1 auch 1/z den Betrag 1 hat.

Die Gruppen U und SO(2) sind isomorph, denn die Abbildung

¢ :U— SO(2), a—i—bib—)[z _ab]

ist ein Isomorphismus mit Umkehrabbildung

a ¢

¥ :S0(2) — U, [b y

]b—>a—|—bi.

Z ccl } € SO(2) impliziert, dass ¢ = —b und

a = d ist. Den Nachweis lassen wir als Ubungsaufgabe.

Zu zeigen ist hier nur, dass [



