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Kapitel 1

Anschauliche Vektorrechnung
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Montag, 13. Oktober 03

Einordnung

Dieses erste Kapitel hat motivierenden Charakter. Es fithrt — an die geome-
trische Anschauung ankniipfend — die zentralen Begriffe der Linearen Algebra
unmittelbar und ohne pedantische Vorreden ein, was uns erlaubt, ohne Umwege
mit diesen Konzepten zu arbeiten. Ein gewisser Nachteil dieses Vorgehens ist die
— nach heutigem Standard — mangelnde begriffliche Prazision. Es sei daher —
dieses erste Kapitel betreffend — an Sie appelliert, sich durch diese Unschérfe
nicht irritieren zu lassen und den vorgestellten Betrachtungen mit Begeisterung
zu folgen.

Eine saubere begriffliche Fundierung, die heute in den meisten Darstellungen
der Linearen Algebra am Anfang steht, fufit auf einer axiomatischen Einfithrung
des Vektorraumbegriffs. Trotz der begrifflichen Schérfe, die mit diesem Vorgehen
verbunden ist, haben Anfianger/innen — bedingt durch den hohen Abstraktions-
grad — erfahrungsgeméfl Schwierigkeiten, sich bei einer solchen Art des Vorge-
hens ein inhaltliches Verstédndnis zu erwerben. Ein weiteres Problem liegt darin,
dass bei einem axiomatischen Vorgehen der Zusammenhang zur iibrigen mathe-
matischen Erfahrung nur schwer herzustellen ist und daher die Vorgabe eines
solchen Axiomensystems (zunédchst jedenfalls) recht kiinstlich erscheint.

Es ist daher eine Aufgabe dieses Vorspanns, fiir gentigend Anschauungsmate-
rial zu sorgen und die fiir die Lineare Algebra grundlegenden Begriffshildungen
des Vektorraums und der linearen Abbildung herzuleiten. Die zunéchst
vorhandene begriffliche Unschérfe nehmen wir dabei in Kauf; sie wird durch die
am Wege mitgenommenen Einsichten mehr als kompensiert.
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1.1 Vektoren und ihre Linge

Wir arbeiten im 3-dimensionalen Anschauungsraum, den wir nicht weiter
erkldren wollen (und konnen). Die erwihnte begriffliche Unschérfe hat ihre Wurzel
im hier notwendigen Riickgriff auf die Anschauung.

Ein geordnetes Punktepaar (A, F) definiert einen Vektor AE

E

f}/

Vektor, dargestellt als gerichtete Strecke

A nennen wir den Anfangspunkt, B den Endpunkt der gerichteten Strecke
von A nach B.

Hinsichtlich der Gleichheit von Vektoren treffen wir die Vereinbarung,
dass zwei Vektoren a und b iibereinstimmen, wenn sie durch eine Parallelver-
schiebung auseinander hervorgehen®. Ist somit

C a D
/ /
-
A a B

Gleichheit von Vektoren

ein Parallelogramm, so ist AC = BD und natiirlich auch AB = CD.
Es ist iiblich, Vektoren mit kleinen deutschen Buchstaben zu bezeichnen

a=AB=CD
b= AC = BD.
Wir kénnen — wie in der Physik iiblich — auch die Schreibweise

@ =AB, b =AC

usf. verwenden.
Fassen wir zusammen: Fin Vektor ist die Gesamtheit (Menge) aller Strecken
von gleicher Richtung und gleicher Ldinge.

'Diese Vereinbarung zieht nach sich, dass wir — streng genommen — nicht mehr vom
Anfangspunkt bzw. Endpunkt eines Vektors sprechen konnen. Gleichwohl werden wir diese Re-
deweise im folgenden verwenden. Gemeint sind dann Anfangs- und Endpunkt einer gerichteten
Strecke, die wir zur Représentation des Vektors gewéhlt haben.
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Die Linge eines Vektors a = AB , d.h. den Abstand der beiden Punkte A,
B bezeichnen wir mit
ai

und nennen diese Zahl > 0 den Betrag von a.
Falls A = B nennen wir zﬁ den Nullvektor. Schreibweise

o= AA.

Natiirlich ist a = 0 genau dann, wenn |a| = 0.
Wir kiirzen diesen Sachverhalt wie folgt ab:
a=0 <& J|a|=0.

Wir beachten, dass hier zwischen der Zahl 0 und dem Vektor o deutlich zu un-
terscheiden® ist.

2Spiter werden wir diese bezeichnungsméiBige Unterscheidung zwischen Nullvektor o und
Zahl 0 als zu pedantisch aufgeben, aber natiirlich an der begrifflichen Verschiedenheit festhalten.
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1.2 Die Addition von Vektoren

Der Vektor a4+ b wird gebildet, indem der Anfangspunkt von b an den Endpunkt
von a gefiigt wird.

C a D
|y

b a+b f

-
A a B

Addition von zwei Vektoren

Ist alsoa:z@, b:B?, dann ist a + b = AC.

E_sdist aber auch b = E, a = DC und folglich b+ a = AD + DC =
A

Damit haben wir die Kommutativitit
(A1) a+b=>b+a firallea, b

der Vektoraddition nachgewiesen.
Um die Summe von drei Vektoren a, b, ¢ zu bilden, betrachten wir die folgende
Figur:

Assoziativitat der Vektoraddition

Hieraus erhalten wir sofort die Assoziativitat der Vektoraddition

(A 2) (a+b)+c=a+(b+c) fiirallea,b,c.



8 KAPITEL [: ANSCHAULICHE VEKTORRECHNUNG

Ista:@,soisto:M:B—B).Esfolgtu—F(J:zﬁ%—B—B):@:a,

entsprechend (A 1) auch o + a = a. Folglich gilt

(A 3) a+o=o0+a=a firallea.
’Donnerstag, 16. Oktober 03

Erklaren wir fiir a = f@ den Vektor —a als 37

Negativer Vektor

so erhalten wir a+ (—a) = AB+ BA = AA = 0. Somit unter erneuter Beachtung
von (A 1) als charakterisierende Eigenschaft des additiven Inversen

(A 4) a+(—a)=o0=(—a)+a fir alle a.

Schliefflich erklaren wir die Differenz a — b von Vektoren a, b durch
a—b=a+(-b).

Im Bild:

Differenz zweier Vektoren

Merkregel. a — b ist der Vektor, der vom Endpunkt von b zum Endpunkt von a
weist, falls a und b so gelegt sind, dass ihre Anfangspunkte zusammenfallen.
Es gilt natiirlich
(a—b)+b=nua.
Sie konnen dies direkt am obigen Bild ablesen, aber auch aus den bisher schon
gewonnenen Rechenregeln herleiten:

(a—b)+b ™" I (g (b)) b X ak (<b) 4 5) I a0 P

Es handelt sich bei der Subtraktion von Vektoren somit tatsachlich um die Um-
kehrung der Addition.
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1.3 Multiplikation eines Vektors mit einem Ska-
lar

Ist a eine reelle Zahl ( Skalar) und ist a > 0, so verstehen wir unter aa denjenigen

Vektor, der die gleiche Richtung hat wie a, aber a-mal so lang ist: |aa| = a|a|.
Wir setzen Oa = o und erkléren fiir @ > 0 (—a)a als denjenigen Vektor, der die

entgegengesetzte Richtung von a, aber seine a-fache Lénge hat: |(—a)a| = ala.
Allgemein haben wir daher

(3.1) |aa] = |al[a|

falls a ein Skalar und a ein Vektor ist.
Hierbei ist

a fallsa > 0
(3.2) ja] = { =

—a fallsa <0

der Abstand der reellen Zahl a vom Nullpunkt auf der reellen Zahlengeraden, der
sog. Absolutbetrag von a.

Man verifiziert leicht die folgenden Rechenregeln fiir die Multiplikation von
Vektoren mit Skalaren:

1) ala+b) = aa+ab
2) (a+ba = aa+ba
3) a(ba) = (ab)a
4) a.

—_
a
Il

Verabredung: Anstelle von %a (fiir einen Skalar a # 0) schreiben wir haufig 2.
Insbesondere erhalten wir mit a = |al, falls a # o, mittels (3.1), dass ¢ die Lange
Eins hat. Fiir jeden Vektor a # o ist daher

e
al

stets ein Einheitsvektor, ein Vektor der Lange Eins, der zudem die selbe Rich-
tung hat wie a. Den Ubergang von a # o zum Einheitsvektor ﬁ nennt man

normieren.
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1.4 Die Axiome eines reellen Vektorraums

Aus den bisherigen Betrachtungen lésst sich leicht ein Axiomensystem fiir den
grundlegenden Begriff des reellen Vektorraums gewinnen. R bezeichnet hier
und im folgenden die Menge der reellen Zahlen”.

Definition 4.1 Fine Menge V' zusammen mit zwei Zuordnungsvorschriften

+  VxV —V, (vw)—v+w
RxV —V, (a,v)—av

heifst ein reeller Vektorraum, wenn gilt:

(A1)v+w=w+v firalev,w e V.

(A 2)u+ (v+w) = (u+w)+v fir aleu,v,weV.

(A 83) Esgibt0€V mitv+0=v=0+v firalevelV.
(A 4) Zu jedem v € V gibt esw € V mit v+ w=0=w+ v.
(M 1) a(v+w) =av+ aw fir allea € R, v,w € V.

(M 2) (a+b)v =av+bv fir alle a,b e R, veV.

(M 3) (a-b)v=a(bv) fir alle a,b e R, v e V.

(M 4) lv =wv fir allev e V.

Die Elemente v eines Vektorraums V' nennen wir dann Vektoren, die Elemente
von R Skalare. Dabei — und dies macht dieses Vorgehen so abstrakt — spielt
es keine Rolle mehr, welche Natur die Elemente v des Vektorraums V' haben. Ein
Vektor — fiir sich genommen — hat auf diesem Definitionsniveau keine Existenz™:
ein Element v wird — anders als in der anschaulichen Vektorrechnung — dann
erst durch seine Mitgliedschaft in einem Vektorraum zu einem Vektor.

Wer unsere vorangehenden Betrachtungen mit Aufmerksamkeit verfolgt hat,
wird in der obigen Definition das Auftreten der Linge von Vektoren vermissen.
Dieses Manko werden wir spéter beseitigen. Lassen wir dieses Phénomen einmal
beiseite, konnen wir sagen, dass eine Aussage iiber Vektoren genau dann gilt,
wenn sie sich mittels giiltiger Schlussregeln der Logik aus den Axiomen (A 1) —
(A 4)und (M 1) — (M 4) herleiten lésst.

3Es hat sich in der mathematischen Grundausbildung eingebiirgert, die Einfithrung und
genauere Behandlung der reellen Zahlen der Analysis zu iiberlassen
4Dies ist ein wesentlicher Unterschied zur anschaulichen Vektorrechnung.
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1.5 Beispiele

Fiir die Betrachtungen dieses Abschnitts erweist es sich als bequem, einen Punkt
N des Raumes auszuzeichnen (als “Bezugspunkt”, “Nullpunkt” oder “Ursprung
des Koordinatensystems”). Jeder Punkt P des Raumes ist dann relativ zu NV
durch seinen Ortsvektor a = NP eindeutig bestimmt. In den folgenden Unter-
suchungen werden wir ohne weiteren Kommentar die Punkte des Raumes durch
ihre Ortsvektoren beschreiben.

1.5.1 Der Mittelpunkt M der Strecke AB

A B
0 o

Mittelpunkt einer Strecke

Esist AB = b — a, folglich AM = 1/2(b — a), somit
1 1
NM :a+§(b—a): §(a+b).
Damit 1
m = §(a+ b)

1.5.2 Gerade, gegeben durch Punkt und Richtung
G A b

| ®

Gerade, gegeben durch Punkt und RichtungDie Gerade GG durch den Punkt a mit

Richtungsvektor b besteht aus allen ‘Punkten r, welche die Form

r=a+tb miteinem Skalar ¢
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haben. In Mengenschreibweise ist
G={r|r=a+tbfireintecR}.

Wir werden fiir diese einfithrenden Betrachtungen — im Interesse einer knappen
Redeweise — jedoch haufig von der ‘Geraden’ r = a + tb reden oder ¢ = a + tb,
t € R, als Parameterdarstellung der Geraden bezeichnen.

Fassen wir zusammen: FEin Punkt ¢ liegt genau dann auf der Geraden G durch
a mit Richtung b (also ¢ € G) wenn es eint € R gibt mit ¢ = a + tb.
Der Richtungsvektor b muss natiirlich verschieden von 0 sein, damit wirklich eine
Gerade vorliegt.

’Montag, 20. Oktober 03

Es ist leicht zu sehen, dass verschiedene Daten (a, b) dieselbe Gerade bestimmen
konnen. Es ist sehr lehrreich, sich in diesem Zusammenhang folgendes klar zu
machen.

Gleichheit von Geraden: Die durch

r = a-+tb
ro = ap+tobo

gegebenen Geraden G und Go stimmen genau dann dberein, wenn

(1) b=aby mit0#aeR
und
(2) a—ap=>bby mitbeR
qgilt.

Ubung 5.1 Wann sind die beiden Geraden (im Raum) parallel?

1.5.3 (Gerade, gegeben durch zwei Punkte
G

Gerade, gegeben durch zwei Punkte a # bDie gesuchte Parameterdarstellung ist

r=a+tb—a).
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1.5.4 Ebene, gegeben durch einen Punkt und zwei Rich-
tungen

Wir nennen zwei Vektoren a und b parallel (vgl. auch Ubung [5.1), wenn a ein
skalares Vielfaches von b oder b ein skalares Vielfaches von a ist”. Falls a # 0 ist,
folgt aus a = ab, dass notwendig a # 0. In diesem Fall ist dann b = %a seinerseits
ein skalares Vielfaches von a.

Seien jetzt ein Vektor a und zwei nicht parallele Vektoren by # o, by # o
gegeben. Die Menge aller ‘Punkte

(1) r=a+s1by + s2by

mit Skalaren s, sy ist die Ebene durch a mit den ”Richtungen” b; und
b,.

Ebene, gegeben durch Punkt und zwei Richtungen
Die Formel (1) nennen wir auch eine Parameterdarstellung der Ebene.

1.5.5 Ebene durch 3 nicht auf einer Geraden liegende
Punkte

Seien ag, a;, as derartige Punkte. Dann sind a; — ag und as — ag nicht parallel und
r=ag+ si(ag —ag) + s2(ay — ap)

ist eine Parameterdarstellung der gesuchten Ebene.

Eine Ebene E hat ersichtlich verschiedene Parameterdarstellungen. Bei zwei
in Parameterform gegebenen Ebenen ist es zudem schwieriger als im Geradenfall
zu entscheiden, ob sie zusammenfallen oder zueinander parallel sind.

®Nach dieser Erklirung ist der Nullvektor zu jedem Vektor parallel.
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1.5.6 Schnitt der Schwerlinien eines Dreiecks im Schwer-
punkt

Die Schwerlinien eines Dreiecks verbinden definitionsgeméf die Ecken mit der

Mitte der jeweils gegeniiber liegenden Seite. Wir wollen zeigen, dass sich die

Schwerlinien in einem Punkt, dem Schwerpunkt des Dreiecks, schneiden und
dieser — von den Ecken aus gesehen — die Schwerlinien im Verhéltnis 2 : 1 teilt.

(b+¢)

D=

(a+¢)

N[

a O O
L(a+b) b

Schwerlinien und Schwerpunkt eines Dreiecks

Es ist namlich

a+§[é(b+c)—a}
_ b+§[%(a+c)—b]
— c+§{%(a+b)—c}
= L(atb+0)

Der Schwerpunkt s des Dreiecks mit den Eckpunkten a, b, ¢ ist somit durch die
Formel

1
s=3 (a+b+r¢))
gegeben, die in offensichtlicher Weise die Formel fiir den Mittelpunkt einer Strecke
verallgemeinert.
Es ist jetzt leicht, die Formel fiir den Schwerpunkt einer Pyramide (Te-
traeder) mit den Eckpunkten a, b, ¢, ®
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b

Schwerpunkt eines Tetraeders

zu erraten und zu beweisen:

Ubung 5.2 Die Schwerlinien eines Tetraeders, die jeweils eine Ecke mit dem
Schwerpunkt der gegeniiberliegenden Dreiecksseite verbinden, schneiden sich in
einem Punkt s, dem Schwerpunkt des Tetraeders. Ferner schneidet s die Schwer-
linten — jeweils vom Eckpunkt aus gesehen — wm Verhdltnis 3 : 1.
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’Donnerstag, 23. Oktober 2003

1.6 Lineare Unabhingigkeit, Dimensionsaxiom

6.1 FEin System von Vektoren ai,as,...,a, heifit linear abhdngig, wenn es
Skalare aq, as, . .., a, gibt, die nicht simtlich 0 sind, so dass die Linearkombi-
nation

(1) a10q + asts + -+ +a,a, =0

ist. Gibt es solche Skalare a1, as, . .., a, nicht, so heiffen die Vektoren ay,as, ..., a,
linear unabhdngig.

Die lineare Unabhéngigkeit von Vektoren konnen wir — im Einklang mit
obiger Erkldarung — wie folgt kennzeichnen:

6.2 Die Vektoren aj, as,...,a, bilden genau dann ein linear unabhingiges
System, wenn Gleichung (1) nur fir a; = as = - -+ = a,, = 0 moglich ist. Anders
formuliert, wenn aus dem Bestehen der Gleichung (1) folgt, dass a3 = ag =+ =
a, = 0 gelten muss.

Wir erldutern diese Begriffe an einer Reihe von Beispielen.

6.3 |n = 1| Ein Vektor a ist genau dann linear abhingig, wenn a = o. Somit
ist a genau dann linear unabhdingig, wenn a # o ist.

Beweis. 1. Falls a = o ist, so folgt 1la = a = o, also ist a linear abhingig.
2. Falls a linear abhéngig ist, gibt es nach (6.1) eine Zahl a # 0 mit

aa — 0.

Weil a # 0 konnen wir 1/a bilden und erhalten

O

6.4 . Zwei Vektoren ay, ay sind nach Definition genau dann linear abhéngig,
wenn es Skalare aq, as gibt, die nicht beide 0 sind und fiir die

a1y + astyg =0
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gilt. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei a; # 0. Durch Auflésen obiger
Beziehung nach a; folgt dann

ay = ——ds.
a1

Zwei linear abhéngige Ortsvektoren a;, as liegen daher auf einer Geraden durch
den Nullpunkt N.

Mit etwas mehr Sorgfalt zeigt man, dass folgende Aussagen gleichbedeutend
(&quivalent) sind:

(1) a1, as sind linear abhdingig.

(2) Es gibt ein a € R, so dass a; = aay oder ay = aay, d.h. a; und ay sind
parallel.

(3) Die Ortsvektoren ay und ay liegen in einer Geraden durch den Nullpunkt N.

6.5 . ap, ao, as sind genau dann linear abhéngig, wenn es Skalare a1, as, az
gibt, von denen mindestens einer nicht 0 ist und fiir die

a;fy + a9 + azds = 0
gilt. Ohne Einschréinkung kénnen wir durch Umnummerieren erreichen, dass ag #

0 gilt. Wir kénnen die obige Gleichung nach a3 auflésen und erhalten

ai a2
3 = ——0a1 — —0ao.
as as

Somit ldsst sich a3 aus ay, as linear kombinieren, liegt somit in der durch ay, as
aufgespannten Ebene durch o. Dieser Schluss lisst sich umkehren und fithrt zur
Aquivalenz der folgenden Aussagen

(1) a1, as, az sind linear abhdingig.

(2) Es gibt Zahlen ¢y, ca, so dass

a; = ciay + cyaz  oder
ay = 101 + Co03 oder
a3 = cC1aq + C209 gllt

(3) Die Ortsvektoren ay, as, as liegen siamtlich in einer Ebene durch den Null-
punkt N.

6.6 Wir kénnen nun das Dimensionsaxiom der anschaulichen Vektorrechnung
formulieren:

Dimensionsaxiom. Es gibt 3 linear unabhingige Vektoren ay, as, as. Aber je 4
Vektoren sind linear abhdngig.
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Wir wéhlen jetzt 3 linear unabhéngige Vektoren by, bo, b3 aus, eine sogenannte
Basis. Dann gilt:

Satz 6.7 Jeder Vektor a ldsst sich auf genau eine Weise als Linearkombination
a= albl + a2b2 + agbg
der Basisvektoren by, by, bs darstellen.

Beweis. Existenz. Wegen des Dimensionsaxioms sind die Vektoren by, bs, b3, a
linear abhéngig. Es gibt daher eine Linearkombination

(*) blb1+bgbg+b363+aa: 0,

wobei mindestens einer der Skalare by, by, b3, a von 0 verschieden ist. Nehmen wir
an, dass a = 0 ist, so folgt aus (*), dass die Vektoren by, by, b3 ein linear abhéngi-
ges System bilden, was der vorausgesetzten linearen Unabhéngigkeit widerspricht.
Folglich muss a # 0 sein, und es folgt, dass

by by

st (- 2yp, 4 (-2

a=( a)[’s

eine Linearkombination der drei Basisvektoren ist.

Eindeutigkeit. Wir nehmen nun an, dass

a = a1[11~|—agbg+a3b3
a = blbl+b2b2+b353

zwei Darstellungen von a als Linearkombination von by, by, bs sind. Bilden der
Differenz fiihrt zur Gleichung

0 = (a3 — b1)by + (ag — by)by + (a3 — b3)bs,

woraus — die lineare Unabhéngigkeit von by, by, b3 beriicksichtigend — das Ver-
schwinden der Koeffizienten, also a; — by = 0, as — by = 0, a3 — b3 = 0 folgt.
Wir haben damit a; = by, as = by, a3 = b3 und folglich die Eindeutigkeit der
Darstellung gezeigt. 0

6.8 Im Umgang mit linearer Abhéingigkeit bzw. Unabhéngigkeit erweisen sich
die nachfolgend aufgelisteten — und leicht zu beweisenden — Eigenschaften als
sehr niitzlich:

(1) Ist das System aq, as, ..., a; linear abhéngig, so auch jedes groflere System
Ay, A2, ... Ok, Ok41, .-+, Op.

(2) Jedes System ay, ag, . . ., a,, welches den Nullvektor enthélt, ist linear abhéngig.

(3) Ist das System ay, as, ..., a, linear unabhéngig, so ist auch jedes Teilsystem

ay, s, ..., 0 linear unabhéngig.
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1.7 Inneres Produkt (Skalarprodukt)

| Montag, 27. Okt. 2003

7.1 Wir erinnern zunéchst an die Winkelfunktionen sin und cos, deren Wir-
kung wir am Einheitskreis veranschaulichen:

Sinus und CosinusWinkel messen wir hier im Bogenmaf, in mathematisch posi-

tiver Richtung mit positivem, in entgegengesetzter Richtung mit negativem Vor-
zeichen.

7.2 Das innere Produkt (a,b) (oder auch a-b) der Vektoren a, b ist die durch

(a,b) = |a| - [b] - cos(<t(a, b))
erkldarte reelle Zahl.

Dabei wéhlen wir hier den Winkel ¢ = <(a, b) zwischen a und b stets
im Intervallbereich 0 < ¢ < 7. Falls a und b nicht Null sind, ist
¢ in diesem Intervallbereich eindeutig bestimmt. Falls a oder b der
Nullvektor ist, lassen wir fiir ¢ jeden der Werte 0 < ¢ < 7 zu.

Fiir das innere Produkt gelten die folgenden GesetzméBigkeiten:
(S1) (a,b) = (b,q).
(S2) (aa,b) =a(a,b).
(S3) (a+b,¢c) = (a,c) + (b,c).

(S4) (a,a) = \a|2.
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Beweis. Zu (S 1):

<a7 b> = |a| ) |b| ) COS(<{([1, b))
= [b]-[a] - cos(<(b, a))
= (b,a).
Zu (S 2): Fiir a = 0 ist alles klar. Sei nunmehr a > 0, so folgt
(aa,b) = |aal-|b|-cos(<t(aa,b))
= ala| - [b] - cos(<t(a, b))
= a(a,b).

Es folgt ferner (immer noch a > 0 voraussetzend)
(—aa,b) = |—aal-|b|-cos(<t(—a,b))
= ala| - |b| - cos(m — <t(a, b))
= (=a)la]-|b] - cos(<(a, b))
(—a)(a, b).
Zu (S 3): Mit Hilfe von (S 2) konnen wir uns auf den Fall |¢| = 1 beschrénken.

In diesem Fall ist (a, ¢) die Lange der Projektion von a auf die Gerade mit Rich-
tung c:

|«<— (0,¢) ————|
Berechnung von (a,¢) fiir |¢| = 1.

Betrachte nun:

- <Cl, C> >|<— <ba C>

<—— (a+b,0)
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Die Formel (a+ b,c) = (a,c) + (b, c).
Zu (S 4): Wir beachten <(a,a) = 0 und cos0 = 1. O

7.3 Mit Hilfe des Skalarprodukts kénnen wir erkennen, ob zwei Vektoren auf-
einander senkrecht stehen oder einen spitzen bzw. stumpfen Winkel bilden:

b b .
a a a
(a,b) >0 (a,b) =0 (a,b) <0

Spitze, rechte bzw. stumpfe Winkel.

Falls (a,b) = 0 sagen wir, dass a und b zueinander orthogonal sind.Der Null-
vektor ist nach dieser Erklarung zu jedem Vektor orthogonal.

7.4 Ein System ay,aq,...,a, von paarweise orthogonalen (d.h. (a;,a;) = 0 fiir

i # j) Vektoren ungleich o nennen wir ein Orthogonalsystem. Falls die a;
zusdtzlich Finheitsvektoren sind, sprechen wir von einem  Orthonormalsy-
stem.

Satz 7.4 Jedes Orthogonalsystem ist linear unabhdingig.

Beweis. Sei ay, as, ..., a, ein Orthogonalsystem und aa;+- - -+a;a;+- - -+a,a, =
0. Durch ‘Multiplikation” mit a; folgt

ap{ay, a;) + -+ a;{a;, a;) + - - + ap(a,, a;) =0,
somit unter Beachtung der Orthogonalitét
ai|ai|2 = CLZ'<ClZ‘, Cli> = 0.

Da a; # o, folgt hieraus a; = 0. O

’Donnerstag 30. Okt. 2003

7.5 Hessesche Normalform einer Ebene Gegeben seien ein Punkt p der
Ebene E und ein auf E senkrecht stehender Einheitsvektor e. (Es gibt de-
ren zwei, ndmlich ¢ und —e. Die Auszeichnung einer der beiden Moglichkeiten
ermoglicht die Ebene zu orientieren. Wir wollen diesen Gedankengang hier je-
doch nicht weiterverfolgen.)
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Ebene, gegeben durch Punkt und Stellungsvektor.

Die “in der Ebene liegenden” Vektoren wie ¢ — p sind dadurch gekennzeichnet,
dass sie zum Stellungsvektor e orthogonal sind. Also ist |e|] = 1 und

(1) (x—p,e)=0
eine Gleichung, der genau die Punkte ¢ von E geniigen. D.h.
E={r|(x—p,e)=0}.

Wir kénnen Gleichung (1) umformen zu

(2) (£, ¢) = (p.e)

oder indem wir die Gréle d = (p, ¢) einfithren zu

(3) (t,¢) = d.

Fiir le] = 1 sind (1) bzw. (3) Darstellungen der Ebene E in Hessescher Nor-
malform. Wir bemerken, dass in (3) der Punkt p nicht mehr erscheint. Die
Bedeutung der Zahl d ergibt sich aus der folgenden Skizze:

I ;

o >

s}
I
—~

[~
«~

Der Abstand des Nullpunkts von der Ebene.
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Die Grole d = (p,e) ist somit der orientierte Abstand des Nullpunkts NV
von der Ebene E. (Im skizzierten Fall ist d = (p,e) > 0. Wir beachten hier,
dass Ersetzen von ¢ durch —e die Ebene E nicht, wohl aber das Vorzeichen des
Abstands édndert.

Achtung: Fiir diese Interpretation ist wichtig, dass ¢ ein Einheitsvektor ist.

7.6 Abstand Punkt-Ebene.
Die Ebene E sei in Hessescher Normalform (r — p,e) = 0 mit |e| = 1 gegeben.

Abstand eines Punktes von einer Ebene.

Somit ist [(a — p,e)| der Abstand und entsprechend (a — p,e¢) der orientierte
Abstand des Punktes a von der Ebene E. Die Punkte des durch F bestimmten
Halbraumes, in welchen der Stellungsvektor e weist, haben positiven Abstand,
die des anderen Halbraumes haben negativen Abstand von F.

Halten wir fest: Den orientierten Abstand eines Punktes a zu einer in Hesse-
scher Normalform (r — p, ¢) = 0, beziehungsweise (z, ¢) —d = 0, gegebenen Ebene
E erhalten wir durch Einsetzen von a in die linke Seite der Ebenengleichung.
Warum ist hier auf die Normierung des Stellungsvektors e zu achten?



24 KAPITEL [: ANSCHAULICHE VEKTORRECHNUNG

1.8 AuBeres Produkt (Vektorprodukt)

8.1 Das duflere Produkt a x b (oder auch [a,b]) von zwei Vektoren a, b ist
wieder ein Vektor und wird bestimmt durch die folgenden FEigenschaften:

(1) a x b steht senkrecht auf a und auf b.
(1) |a x b| = |a] - [b] - sin(<t(a, b))".
(1) a, b und a x b bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem.

A

3-Fingerregel oder Schraubenregel
Man priift nach, dass die Regeln
(V1) axb=—bxa,
(V2) (aa) x b =a(a x b),

(V3) (a+b)xec=axc+bxc
b |b| - sin <(a, b)

|

Hinweis: |a x b| ist die Flidche des von a, b aufgespannten Parallelogramms.
Insbesondere ist @ x b = 0 genau dann, wenn a und b parallel sind. Somit: Die
folgenden drei Bedingungen sind dquivalent:

gelten.

L
a

(1) a, b sind linear abhingig.
(2) a, b sind parallel.
(3)axb=o.

SWir erinnern an die Vereinbarung, den Winkel zwischen a und b im Intervall von 0 bis 7
zu wihlen. Daher ist sin(<(a, b)) > 0.



AussErRES PRODUKT (VEKTORPRODUKT) 25

Wie das Skalarprodukt ist daher auch das Vektorprodukt in jedem Argument
linear”.

8.2 Von Parameter- zur Hesseschen Normalform.
Die Ebene E sei in Parameterform

r=a+sb; +tby mit by X by £ o0

gegeben. Offensichtlich steht der Vektor

e — bl X bQ
|51X52‘

sowohl auf b; wie auf by senkrecht und hat die Léange 1. Damit ist

(x,¢) = (a,¢)
die zugehorige Ebenengleichung in Hessescher Normalform.
8.3 Schnitt zweier Ebenen.

Sei
o <I> el) = dy, ‘21’ =1
(r,e0) = do, eo| =1

die Gleichungen fiir zwei Ebenen F;, F5. Wir nehmen an, dass F; und Es nicht
parallel sind und somit e; X ey # o0 gilt. Ferner nehmen wir an, dass wir einen
Punkt a kennen, der beiden Ebenen gemeinsam ist, fiir den also

<aael> = dl
(a,e9) = do

gilt®. Der Vektor e; x ey steht senkrecht auf e¢; und e,. Alle Punkte der Form
r = a+ te; X ey liegen daher sowohl in F; als auch in FE,. Die resultierende
Schnittgerade

G:ElﬁEzz{g ’IeEl undeEQ}
erhalten wir somit als die Menge aller

r=a+te Xe, mittelR.

"Summen und Skalare lassen sich somit aus jedem Faktor herausziehen.
8Wie man einen solchen Schnittpunkt bestimmt, werden wir spiter sehen.



26 KAPITEL [: ANSCHAULICHE VEKTORRECHNUNG

1.9 Das Spatprodukt

9.1 Unter dem Spatprodukt der Vektoren a, b, ¢ verstehen wir die Zahl

(a,b,¢) = (ax b,c) = (c,a x b).

Somit ist (a,b,¢) = |a x b| - |c| - cos a, wobei o = <((a X b, ¢) ist.

Volumen eines Spats

Im skizzierten Fall ist |a x b| die Grundfliche F' des von a, b aufge-
spannten Spats. Weiter ist h = |¢| - cosa (fiir 0 < o < 7/2) die Hohe
des Spats, somit V' = F'-h = |a x b||c| - cos(a) sein  Volumen. Sollte
/2 < a < sein, soist V = —(a, b, ).

Das Spatprodukt (a, b, ¢) interpretieren wir geometrisch als das orientierte
Volumen des von a, b, ¢ aufgespannten Spats. Dabei ist (a,b,¢) > 0, falls
a, b, ¢ ein Rechtssystem bilden. Das Spatprodukt dndert sich folglich nicht bei
zyklischer Vertauschung der Faktoren

(Sp 1) (a,b,¢) = (b,c,a) = (c,a,b).
Aber
(Sp 2) (b,a,¢) = (a,c,b) =(c,b,a) = —(a, b, ¢).

Ferner folgt aus den Rechenregeln fiir inneres und &ufleres Produkt:

(Sp 3) (a+d',b,¢) = (a,b,¢)+ (a',b,¢).
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(Sp 4) (aa,b,¢c) =a(a,b,c).

Insbesondere ist das Spatprodukt in jedem Faktor linear.

‘Montag,S. November 2003

Satz 9.2 Drei Vektoren ay, a9, a3 sind genau dann linear abhdngig, wenn ihr
Spatprodukt (ai,as,a3) = 0 ist.

Beweis. 1. Falls (a;, as,a3) = 0, ist das Volumen des von a4, as, az aufgespannten
Spats gleich 0 und ay, as, az liegen in einer Ebene durch 0.
2. Falls ay, as, ag linear abhéngig sind, ist ohne Einschréankung

a; = afy + ba3
mit geeigneten Zahlen a, b. Es folgt

(C(l, as, Clg) = (CLCLQ + ba3, Ao, a3)
= a(ag, ag, az) + b(as, az, az)
= 04+0=0. U
9.3 Sei ay, as, ag ein System von 3 linear unabhéngigen Vektoren, also eine Basis.
Wir haben gesehen (6.7), dass man jeden Vektor a eindeutig als Linearkombina-
tion
a = a10; + a20s + asas

darstellen kann. Die Eindeutigkeit der “Koordinaten” (ay, as, as) legt den Versuch
nahe, sie formelméaflig aus a, a;, as, ag zu ermitteln:

Satz 9.4 (Cramersche Regel) Fulls (a1, as,a3) # 0 und
a = a0y + a0y + asds (11)
qilt, berechnen sich die Koeffizienten ay,aq,as mittels der Formeln

a, as, a a,a,a a,as, a
a, = ( ) B2, 3) : ay = ( 1,4, 3) : as = ( 1,42, ) ) (12>
(Clb ag, a3) (Cll, az, a3) (ah az, as)

Beweis. Wir multiplizieren Formel (I.1) von rechts im Sinne des skalaren Pro-
dukts mit ay X as:

(a,a9,a3) = ay(ay,ag,a3) + as(ag, as, as) + as(as, az, az)

= a1(01>a2,03)-

Es folgt der behauptete Ausdruck fiir a;. Entsprechend ermitteln wir as und asz. [
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1.10 Mehrfache Produkte

10.1 Was lésst sich iiber a x (b x ¢) sagen? Ohne Einschriankung kénnen wir
b x ¢ # 0 annehmen. Da a x (b x ¢) auf b x ¢ senkrecht steht, muss a x (b x ¢) in
der durch a und b aufgespannten Ebene durch den Nullpunkt liegen, daher die
Form

ax(bxc)=bb+cc

haben.

Zur Bestimmung der Koeffizienten b und ¢ sind zusitzliche Uberlegungen
erforderlich, die wir hier nicht im Einzelnen schildern. Wir beschrénken uns aus
Zeitgriinden vielmehr auf die nachtrigliche Verifizierung des Ergebnisses.

Satz 10.2 (Gralmannscher Entwicklungssatz) Fir je drei Vektoren a, b
und ¢ gilt:
ax (bxc)=(a,c)b— (a,b)c. (1.3)

Beweis. Wir beachten zunéchst, dass beide Seiten der Gleichung (1.3) in jedem
der drei Argumente a, b und ¢ linear sind. Es reicht daher die Formel fiir den Fall
nachzuweisen, dass a, b und ¢ unabhéingig voneinander die Vektoren einer Basis
e1, e, e3 durchlaufen. Von dieser Basis konnen wir zuséitzlich annehmen, dass sie
orthonormal ist. Die verbleibende Uberpriifung von Formeln wie

e1 X (e3 X ¢1) = <31,€1>€3 - <61, €3>31

ist dann offensichtlich. O
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1.11 Koordinatendarstellungen

‘Donnerstag,G. November 2003‘

11.1 Wir fixieren fiir die folgenden Betrachtungen eine Orthonormalbasis
€1, ¢€2,¢€3 (14)

des Anschauungsraumes. Damit verlangen wir

1 fallsi=~k
(eir 6 = 0 1= { 0 falls i # k.

[Das hier eingefiihrte Kronecker-Symbol 6;; wird Thnen noch héufig begegnen.]
Ferner setzen wir voraus, dass e, ¢s,¢3 in dieser Reihenfolge ein Rechtssy-
stem bilden, also

€3 = €1 X €9

gilt.
FEine solche Orthonormalbasis ey, e, e3, welche zugleich ein Rechtssy-
stem ist, konnen wir leicht herstellen: Wir starten mit zwei linear

unabhéngigen Vektoren a und b, die wir ohne Einschrankung nor-
miert annehmen und bilden

b’ =b— (a,b)a.
Es ist b’ # o (warum?) und ferner (a, b’) = 0. Wir setzen nun
b/
¢ = a, QQZW, €3 = €1 X €9

und haben damit eine Orthonormalbasis gefunden.

11.2 Wir halten weiterhin die Orthonormalbasis e, o, ¢35 fest. Nach Satz 0.7
— oder auch unter Verwendung der Cramerschen Regel Satz 9.4 — koénnen wir
jeden Vektor a eindeutig als Linearkombination

a = ai¢1 + ases + ases (15)

schreiben. Nebenbei ist leicht zu sehen, dass im behandelten Kontext a; = (a, ¢;)
gilt. Wir nennen das Tripel aj, as, a3 die Koordinaten von a und schreiben
anstelle von (1.5) auch
3]
a= a9
as

Mit dieser Ubereinkunft gilt insbesondere

1 0 0
€1 = 0 R €y = 1 s €3 — 0
0 0 1
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11.3 Rechenregeln.

aq b1 a; + b1
a9 + bQ = 6L2+bg (16)
as bg CL3+63
aq aaq
al as = aas (1.7)
as aas
ax ai
< (05} s (05} > = albl + (lgbg + a3bg (18)
as as
(05} bg
b
ay by as b3
a9 X bQ = — a1 bl (19)
as bs as 03
aq b1
a9 bQ
aq by C1 ap b o
(| a2 |,| b2 |,| 2 |) = |az by co (1.10)
as b3 C3 az by c3
. a9 bQC—al blc+a1 blC
~ |asz b ! az bs ? as by >

wobei wir fiir die letzten beiden Eigenschaften von der Determinantenschreibweise
Gebrauch machen. Die 2 x 2-Determinante wird durch die Festsetzung

a b
c d

‘::ad—bc

erklart und die 3 x 3-Determinante wie in Formel (I.10) durch — wie man
sagt — Entwicklung nach der letzten Spalte auf die Berechnung von 2 x 2-
Determinanten zuriickgefiihrt. Die auch im folgenden verwendete Bezeichnung :=
weist darauf hin, dass das neu eingefithrte Symbol auf der linken Seite durch den
Ausdruck auf der rechten Seite erklart wird.

Beweis. Zu (1.6): Es ist

aie1 + asex + ases
b = blel + bgeg + 6363,

woraus
a+b= (a1 + bl)el + (CLQ + bg)eg + (CL3 + bg)eg
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folgt.
Zu (1.7): Es ist

31

a(alel + agey + a383) = (aal)el -+ (aag)eg + (aag)eg.

Zu (1.8):

a1e1 + ases + ases
b = Dbieg + baes + bses

impliziert wegen (e;, ex) =

<a7 b) =

3 3
<Z a;e;, Z bk€k>
i=1 k=1

3

Z Gz’bk<%, €k>

ik=1

3
Z albz

Zu (1.9): Mit obigen Bezeichnungen ist

3 3
axb = <Z CLZ‘QZ‘> X <Z kak)
i=1 k=1

n

E aibk ¢; X €L

i,k=1

+
= Cllbgeg — &1b3 €y — aleeg
+ agbseq + agby ex + asby ey
a9 bg aq
= el —
az by as
Zu (1.10): Es ist
(a,b,¢c) = (axb,c)
(05} b2
as b3
= (| = ar b
ag b3
aq b1
a9 bg

a1b2 ¢1 X ey + a1b3 ¢ X e3 + agbl o X €1

CLng ¢o X €3 + a3b1 e3 X e + a3b2 e3 X €9

(Clng — a3b2> el — (a1b3 — a3b1) ¢o + (albg — agbl) €3
b
bs

a; by
€3.
as by
C1
Co >
C3



32 KAPITEL I: ANSCHAULICHE VEKTORRECHNUNG

ap by
az by

a; by

as bg Co +

C3.

O

Bemerkung 11.4 Dass ¢q, ¢, e3 ein Orthonormalsystem ist, fand bereits in (1.8))
Verwendung. Dass es sich zudem um ein Rechtssystem handelt

€1 X €g = €3 €2 X € = —¢3
€o X €3 = €1 €3 X €y = —¢1
€3 X €1 = €2 €1 X €3 = —¢9y

ist wichtig fir (1.9) und folglich auch fiir (1.10).

Riickblick und Awusblick 11.5 Wir haben mit dem Nachweis der Rechenregeln
(1.6) — (L.10) einen wichtigen Punkt erreicht:

1. Wir kénnen von nun an mit Vektoren ohne Riickgriff auf die rdumliche
Anschauung umgehen, und sowohl Vektorrechnung wie geometrische Ei-
genschaften direkt auf das Rechnen mit reellen Zahlen zuriickfiihren.

2. Durch die Darstellung als Zahlentripel liegt eine fiir Rechnungen geeignete
zugleich kompakte wie elegante Bezeichnung von Vektoren vor.

3. Das Rechnen mit Spalten ist offensichtlich nicht auf 3 Koordinaten be-
schrankt”. Durch Bildung von n-Tupeln reeller Zahlen werden wir auto-
matisch auf das Konzept eines n-dimensionalen Vektorraums aufmerksam
gemacht.

4. Aus diesem erweiterten Blickwinkel erscheint die der anschaulichen Vektor-
rechnung zugrunde liegende Dreidimensionalitit eher zuféllig.

Wir beachten jedoch, dass die Auswahl von Koordinaten ein Element der Willkiir
enthélt: die Koordinatendarstellung von Vektoren erfordert die kiinstliche Aus-
wahl einer Basis (hier sogar Orthonormalbasis). Die fritheren Uberlegungen zei-
gen iiberdies, dass das Wechselspiel zwischen Geometrie einerseits und Algebra
andererseits auch basisfrei und damit koordinatenunabhéngig funktioniert.

9Vektor- und Spatprodukt nehmen wir von dieser Feststellung vorliufig aus, erst Determi-
nantentheorie und &duflere Produktbildung erlauben die korrekte Generalisierung von Vektor-
und Spatprodukt auf héherdimensionale Félle.
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2.1 Vorbetrachtungen

An spéterer Stelle werden wir lineare Gleichungssysteme vom hoheren Stand-
punkt behandeln. Hier wollen wir einsehen, dass schon mit geringem begrifflichen
Aufwand die praktische (d.h. algorithmische) Losung solcher Gleichungssysteme
gelingt. Wir machen zugleich den Sprung von den 3-er-Spalten der anschaulichen
Vektorrechnung zu n-Vektoren des R™.

1.1 Ist ein Gleichungssystem

a11r1 + a12Te + -+ + A1, = b1
a1T1 + QT2 + -+ + ATy = by (2.1)
Am1T1 + A2l + - -+ + GppTy = bm
aus m Gleichungen in den n Unbekannten x1, 2o, ..., x, vorgelegt, so nennen wir

das m x n-Zahlenschema

ay; - Qi
A=
m1 *° Amn

die Koeflizientenmatrix und die Spalte

b
b= : die rechte Seite
bm

des Gleichungssystems. Durch Zusammenfassen der m x n-Matrix A mit der m-
Spalte b erhalten wir die sog. erweiterte Matrix

ayy Qi | b

Amn  *°° A1n bm

welche das lineare Gleichungssystem (2.1) vollstindig beschreibt. Losungen des
Gleichungssystems schreiben wir als Spaltenvektoren mit n Eintridgen (n-Vektoren)

X1
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Beispiel 1.2 Im Fall m = n nennen wir A eine quadratische Matrix. Die

n X n-Matrix
1 --- 0

E=|: -
0 --- 1
ist ein Beispiel einer quadratischen Matrix und heifit Einheitsmatrix. Zur Her-

vorhebung des Formats n x n werden wir sie manchmal auch mit E,, bezeichnen.
Fir A = E, hat das zugehorige Gleichungssystem die Form

11’1+01’2++01’n = b1
0$1+1$2+“'+0$n = b2
Ozy + 0z +---+ 12, = by,

Dieses Gleichungssystem ist offensichtlich eindeutig 16sbar mit der Losung

by

Montag, 10. November 2003

Satz 1.3 Die Ldésungsmenge eines linearen Gleichungssystems dndert sich
nicht be:i einer der folgenden Operationen

(1) Vertauschen zweier Gleichungen.
(2) Multiplikation beider Seiten einer Gleichung mit einem Faktor # 0.

(3) Addition eines Vielfachen einer Gleichung zu einer anderen Gleichung.

Ein gegebenes System werden wir spiter mit solchen Umformungen solange ver-
einfachen, bis wir die Losungsmenge des vereinfachten — und damit auch des
urspriinglichen — Systems ablesen konnen.

Beweis. (1), (2) sind klar, nur (3) bedarf der Begriindung. Seien also ¢ # k aus
dem Bereich 1,...,m. Wir betrachten die i-te und die k-te Gleichung

;11 + @ipxo + - + i, = bl (22)

a1 T1 + agaTo + - + Qg Ty, = by
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Jede Losung der beiden Gleichungen ist auch eine Lésung von
(ain + aag)r1 + (ai2 + aarg)xs + - - + (Ain + agn) T, = b +aby  (2.3)
und damit der Gleichungen

(ail + aak1)1’1 + ((Iig + Cl(lkg)xz + -+ (am + aakn)xn = bl + Clbk (2.4)

ap1T1 + AQgoTo + - -+ + AT, = bk

Halten wir fest: Jede Losung von (2.2)) ist auch eine von (2.4). Aus (2.4) erhalten
wir aber (2.2)) zuriick, indem wir das (—a)-fache der zweiten Gleichung von (2.4)
zur ersten Gleichung von (2.4) addieren. Mit obigem Schluss ist jede Losung von
(2.4) dann auch eine von (2.2).

Somit haben (2.2) und (2.4) dieselbe Losungsmenge. O

1.4 Fiir die zugehorige erweiterte Matrix [A|b] eines linearen Gleichungssystems
liest sich das so:
Jede Operation einer der folgenden drei Typen

e Vertauschen zweier Zeilen,
e Multiplikation einer Zeile mit einem Faktor # 0,
e Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile

macht aus [A, b] eine neue “erweiterte” Matrix [A'|b'], fir welche das zugeordnete
Gleichungssystem dieselbe Losungsmenge hat wie das Ausgangssystem.

1.5 Die Schritte 1.2 und [1.4, die beide fiir sich genommen ganz naheliegend"
sind, fithren zu folgendem Lésungsversuch fiir ein lineares Gleichungssystem
mit quadratischer Matrix A:

Idee 1.5 Forme [A|b] solange durch elementare Zeilenumformungen um
bis die Form

[Elc]

erreicht ist, wobei E die n X n-FEinheitsmatriz ist. In diesem Fall ist
r=c¢
die eindeutig bestimmte Losung von ().

Héaufig klappt’s:

'Mathematiker haben es sich angewohnt stattdessen “trivial” zu sagen.
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Beispiel 1.6 Das lineare Gleichungssystem

lzy + 229 + Ox3

2$1 + 3ZE2 + OZL‘3 =
3r1 +4xy + 1y =

fihrt zur erweiterten Matrix

1 2 0|1

2 3 011 —

34 1]3 i
1 2 0] 1 ] [
0 -1 0|-1 —
0 -2 1] 0 | ]
1 0 0|-1 [
0O 1 0] 1 —
0 -2 1] 0 | I

SO = OO~ WO

(]

_ o o = OO

37

und den markierten elementaren Zeilenumformungen. Folglich ist das Gleichungs-

system eindeutig losbar mit Losung

T -1
) = 1
T3 2

Mitunter klappt’s nicht:

Beispiel 1.7 Das lineare Gleichungssystem

3x1 + lxg + 623

201 + lag + 423 =
1551 -+ 1.1’2 -+ 21’3 =

fihrt zur erweiterten Matrix

3 1 6|18 ]
2 1 4113 —
1 1 2]10 |
1 1 2] 10 ]
0 —1 0| =7 —
0 -2 0]—12 |
1 0 2] 3 ]
01 0|7
00 0]-2]

18
13
10

[ e T e

SO O =N

10 ]

13
18

10 |

12
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und den markierten elementaren Zeilenumformungen. Das zur letzten erweiterten
Matrix gehorige Gleichungssystem ist ersichtlich nicht l6sbar, da seine letzte
Gleichung 0x; + 0xy 4+ 0z3 = —2 keine Losung besitzt.

‘Donnerstag, 20. November 2003 ‘

Bisher haben wir Beispiele fiir eindeutig l6sbare und fiir unlésbare lineare Glei-

chungssysteme gesehen. Es kommt auch vor, dass ein Gleichungssystem mehrfach
16sbar ist:

Beispiel 1.8 Das lineare Gleichungssystem

3r1+ 1z + 63 = 18
2!131 + 11‘2 —I— 4[L‘3 = 13
1.731 + 0132 + 21’3 = 5

fiihrt zur erweiterten Matrix

3 1 618 [1 0 2|5 1 0 2|5
21 4(13| — [ 21 4|13 —1]0 1 0]3
1 0 2|5 3 1 618 0103
(1 0 215
— |0 1 0|3
(0000

Die Losungen des Ausgangssystems stimmen daher mit den Losungen des umge-
formten Gleichungssystems xy + 2x3 = 5, x5 = 3 iiberein. Setzen wir abkiirzend

r = —x3, so sind die Losungen durch die Menge aller
5—2x 5 2

3 = 3 | +=x 0
T 0 —1

gegeben, wobei z ein beliebiger Skalar ist. Wir haben hier somit unendlich viele
Losungen.
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2.2 Die Struktur der L6sungsmenge

2.1 Motiviert durch die obigen Beispiele fithren wir einige Uberlegungen zur
Losbarkeit und zur Losungsstruktur eines linearen Gleichungssystems durch. Sei
— wie im letzten Abschnitt — ein lineares Gleichungssystem (*)

1121 + A2 + - + ATy, = b1
a1 + AgaTg + -+ + G2pTp, = by
Am1%1 + ApaXe + -+ Qpp®y, = bm

mit der Koeffizientenmatrix

@11 - Aip
A=
Am1 - Amn
und der rechten Seite
by
b= :
b,
gegeben. Wir nennen
a11 a12 A1n
a; = , Ao = Y
am1 Am?2 Amn

die Spalten der Matrix A. (*) lisst sich dann umschreiben zur Linearkombina-
tionsaufgabe

() T1ay + ToGg + -+ - + 0, = b.

Wir nennen das zur erweiterten Matrix [A|o] gehorige Gleichungssystem (**),
dquivalent die Linearkombinationsaufgabe

() 104 + Tolo + - -+ 2,4, =0

das zugehorige homogene Gleichungssystem und nennen (*) oder auch das
gleichbedeutende (*7) ein inhomogenes Gleichungssystem®.

2Strikt gesprochen ist fiir die Inhomogenitit b # o vorauszusetzen. Fiir uns ist es nachfolgend
jedoch bequemer, inhomogenes Gleichungssystem als Oberbegriff zu interpretieren, der den
Begriff hogenes Gleichungssystem mitumfasst.
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L1
Die Menge : aller n-Spalten mit reellen Eintrégen bildet einen Vek-

xn
torraum, den wir mit R™ bezeichnen. Fiir n = 3 haben wir uns davon im Detail
iiberzeugt, fiir allgemeines n gelten die fiir n = 3 durchgefiihrten Beweisfiihrun-

gen ganz analog. Die Losungen von (*) oder (***) sind daher gewisse Elemente
des R".

Satz 2.1 (Struktursatz) (a) Das System (x) ist genau dann losbar, wenn sich
b als Linearkombination der Spalten as,as, ..., a, von A schreiben ldisst.

(b) Sind ¢ und vy Liosungen des homogenen Gleichungssystems, so auch jede
Linearkombination ag + by.

(c) Ist vy eine Lisung von (x), so gilt:

3 ist genau dann ebenfalls eine Lisung von (*), wenn

d=ntre
fiir eine Losung ¢ des homogenen Gleichungssystem ().

Beweis. (a) folgt sofort aus (*’).
(b) rechnet man leicht nach; verwende hierzu Form (*’).
(¢) Nach Voraussetzung ist

Y101 + Yoty + - +y,a, = b.

Es gilt somit
2101 + 2909 + + - - + 2p0, = b

genau dann, wenn

(z1 —vy1)a + (22 —y2)ag + -+ + (2, — Yn)ap, = 0,

T Z1 — Y1 Z1 U1
=def : =1 )
I Zn — yn Zn yn
eine Losung des homogenen Systems (**) ist. O

Den vorstehenden Satz kénnen wir wie folgt formulieren:

(1) Die Losungen des homogenen Gleichungssystems (*) bilden einen
Unterraum H des R™.

(2) Falls das inhomogene Gleichungssystem (**) eine Losung, sagen wir
To, hat?, so ist die Losungsmenge L des homogenen Gleichungssystems gerade

L=yx+H:={w+h|beH}.

3Wir sprechen dann auch von einer speziellen Losung.
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In Worten: Se: rog eine spezielle Losung des inhomogenen linearen Gleichungs-
systems. Jede Liosung r des inhomogenen Gleichungssystems hat dann die Form
r = o+ b, wobei b eine Lisung des homogenen Gleichungssystems ist. Umge-
kehrt ist jeder Vektor der Form r = to+ b, fir den by eine Losung des homogenen
Gleichungssystems ist, eine Losung des inhomogenen Gleichungssystems.
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2.3 Umformung auf Zeilenstufenform

‘Montag, 17. November 2003

Wir sehen hier ein typisches Beispiel einer m x n-Matrix in Zeilenstufenform.

00 1« 0 % % 0 % 0 =x
00 0 0 1L x =« 0 % 0 =
00 00 000 |l x 0 =«
A=1 00 00 000 0 0 |l «
00 00 000 00 0 0
le i2 ig i4

Eine Treppenlinie trennt einen unteren Bereich ab, der nur aus Nulleintrigen
besteht.
In unserem Fall haben wir » = 4 Stufen an den Positionen

1<y <tg <+ <t <.
Eine Matrix hat per Definition genau dann Zeilenstufenform, wenn die folgen-
den Eigenschaften erfiillt sind:
(S1) In den r Stufen, d.h. an den markierten Stellen iy,1s, ..., stehen der
Reihe nach die Einheitsvektoren ¢, ¢s,. .., ¢,.

(S2) Die iibrigen Eintrdge des oberen Bereichs kénnen beliebig gewihlt werden.
Im Bereich unterhalb der Treppenlinie gibt es nur Eintriage gleich Null.

(S3) Jeder Spaltenvektor ist Linearkombination vorangehender Stufenvektoren.
(S4) Kein Stufenvektor ist Linearkombination vorangehender Spaltenvektoren.
Es ist leicht zu sehen, dass (S2) aus den iibrigen Anforderungen folgt. Warum?

Die Anzahl der Stufen nennen wir den Rang” von A.
Dabei verstehen wir hier unter den Einheitsvektoren die Vektoren der Form

1 0 0
0 1 0
e = 0 , €9 = 0 s, Eyy =
: : 0
0 0 1

“Momentan macht dieser Begriff nur Sinn fiir Matrizen in Zeilenstufenform. Erst spiiter
werden wir den Rang beliebiger Matrizen erkldren.
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Satz 3.1 (Zeilenstufenform) Jede m x n-Matriz lisst sich durch elementare
Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform bringen.

Wir behandeln zunéchst ein Beispiel, bevor wir die Behauptung beweisen.

Vorschau: Es wird sich herausstellen, dass die entsprechende Umformung in
Zeilenstufenform genau die Technik ist, die wir zur vollstdndigen Losung eines
linearen Gleichungssystems bendtigen.

Beispiel 3.2 (Umformung in Zeilenstufenform)

11111 1 11 11 1 11 11
1 2111 010 0O 010 00O
— —
11101 000 -1 0 01 0 -1 0
2 3 2 1 2 010 —-10 000 —-10
1 01 11 1 01 11 1 01 01
01 0 0O 010 0O 0L 0 00
— — =
000 -1 0 000 10 0 00 1L O
000 -1 0 000 —-10 0 00 0O

Die letzte Matrix ist in Zeilenstufenform mit drei Stufen in den Spalten 1,2 und 4. Sie
hat daher den Rang drei.

Beweis von Satz [3.1. Wir starten mit einer m x n-Matrix A = (a;;) mit
dem Spaltenaufbau [a;,as,...,a,]. Falls alle Spalten Null sind, sind wir fertig.
Andernfalls sei i; der kleinste Index, fiir den die zugehorige Spalte ungleich Null
ist. Durch Vertauschen von Zeilen konnen wir erreichen, dass der erste Eintrag von
a;, ungleich Null und nach Multiplikation der ersten Zeile mit einem geeigneten
Faktor sogar a;,;, = 1 gilt.

Die iibrigen Eintrédge dieser Spalte konnen wir durch elementare Zeilenumfor-
mungen zu Null machen. Es ergibt sich dann eine Matrix der Form

0 --- 0 1 % --- %
0 --- 0 0

: : B

0 --- 0 0

Hierbei ist B eine (m—1) x (n—1;)-Matrix. Durch Induktion® nach der Zeilenzahl
m konnen wir daher annehmen, dass sich B durch elementare Zeilenumformungen
auf Zeilenstufenform B’ bringen lasst. Diese Zeilenumformungen wenden wir auf
die ganze Matrix an.

Fiir jede Stufe von B’ konnen wir wegen des dort vorhandenen Eintrags 1 er-
reichen, dass durch elementare Zeilenumformung auch der Eintrag der ersten Zeile
der groflen Matrix Null wird. Das Ergebnis ist eine Matrix in Zeilenstufenform.[]

°Die Induktionsverankerung fiir m = 1 bereitet kein Problem. Wir konzentrieren uns hier
auf den Induktionsschritt.
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2.4 Der Gaufl-Algorithmus

Wir lassen uns in der folgenden Darstellung vom frither behandelten Struktur-
satz 2.1/ leiten und behandeln der Reihe nach die Fragen

e Losbarkeit
e Finden einer speziellen Lésung
e Bestimmung des Losungsraum des homogenen Systems

e Zusammensetzen zur ‘allgemeinen Losung’.

Losbarkeit

Durch Umformung auf Zeilenstufenform lasst sich die Losbarkeit schnell entschei-
den.

Satz 3.1 (Losbarkeitskriterium) Das lineare Gleichungssystem zur erweiter-
ten Matriz [A|b] ist genau dann losbar, wenn nach der Umformung von [A|b] in

Zeilenstufenform [A’'|b'] die letzte Spalte b’ kein Stufenvektor ist.

Beweis. Da sich die Losungsmenge durch elementare Zeilenumformungen nicht
verdndert, ist das lineare Gleichungssystem zu [A|b] genau dann lésbar, wenn
dasjenige zu [A’|b'] 16sbar ist. Dies ist dquivalent dazu, dass sich b’ aus den Spal-
tenvektoren von A’ linear kombinieren lasst.

Nach (S3) und (S4) ist dies genau dann der Fall, wenn b’ kein Stufenvektor
ist. 0

Finden einer speziellen Losung

Wir behalten die obigen Bezeichnungen bei. Die Matrizen A und A’ seien m X n-
Matrizen und b sowie b’ seien entsprechend m-Spalten. Wir nehmen an, dass das
System ldsbar ist, also b’ kein Stufenvektor ist. Weglassen aller Nullzeilen® fiihrt
zu einer r X (n + 1)-Matrix, mit » < n und gleicher Losungsmenge, wobei r der
Rang von A ist.

Wir fiillen nun die resultierende Matrix solange mit Nullzeilen auf bzw. 16schen
“liberfliissige” Nullzeilen, bis in der i-ten Stufe stets der Einheitsvektor e; steht
(fiiralles = 1,...,r) und wir insgesamt n Zeilen haben. Dies liefert eine erweiterte
Matrix [A”|b"], wobei A” das Format n x n hat.

6Weglassen bzw. Hinzufiigen von Nullzeilen einer erweiterten Matrix veréindert die Losungs-
menge nicht.
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Satz 3.2 (Spezielle Losung) Mit obigen Voraussetzungen und Bezeichnungen
ist b” eine Losung des Gleichungssystems zu [A|b].

Beweis. Wenn der i-te Eintrag von b” von Null verschieden ist, so ist nach Kon-
struktion die i-te Spalte von A” ein Stufenvektor, also gleich dem Einheitsvektor
¢;. Interpretation des Gleichungssystems zu [A”|b”] als Linearkombinationsaufga-
be zeigt, dass b” eine Losung ist. O

Wir fithren die Uberlegungen an einem Beispiel durch.

Beispiel 3.3 (Spezielle Lésung) Die erweiterte Matriz

oo o=

~1
=1

coRm o

[Alb] =

o= oo

O O
S IW N
(@)

befindet sich schon in Zeilenstufenform. Die letzte Spalte ist keine Stufe, daher
st das System losbar. Auffillen mit Nullzeilen liefert das dquivalente System:

10 1 0 1 3
0L 2 0 2 |-1
[A”6"]=1] 0 0 0 |0 2 | 0
00 0 |1 3|1
00 0 0 01 0

Wir beachten, dass Nullen in der Hauptdiagonalen von A” in derselben Zeile einen
Nulleintrag in 6" hervorrufen. Grund?
Es folgt: 6" ist eine spezielle Losung des Gleichungssystems zu [A|b].

Hinweis: Dieses einfache Rezept zum Finden einer speziellen Losung darf
nicht zum Schluss verleiten, b” sei die einzige Losung dieses Gleichungssystems.

Homogene Systeme in Zeilenstufenform

Wir nehmen jetzt an, dass A eine Matrix in Zeilenstufenform ist. Durch Streichen
und Neueinfiigen von Nullzeilen sei schon erreicht, dass A quadratisch, vom For-
mat n xn ist und die Stufenvektoren ihre Eins in der Hauptdiagonalen haben. Wir
sprechen dann von erweiterter Stufenform. Die Anzahl der Stufen(vektoren),
also der Rang von A, sei gleich r. Es seien ay, as, ..., a, die Spalten der Matrix
A.
Jeder Nichtstufenvektor von A hat als Hauptdiagonaleintrag eine Null. Abéande-

rung dieser (diagonalen) Nullen zu -1 fiithrt zu Vektoren

blv th e hn—r'
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Satz 3.4 (Losungsraum des homogenen Systems) Die vorstehend konstru-
terten Vektoren b1, b, ..., b, sind linear unabhdngige Losungen des homogenen
Gleichungssystems. Ferner ist jede Ldosung b des homogenen Gleichungssystems
eine Linearkombination von by, ba, ..., 0, und umgekehrt.

Beweis. Wir erinnern daran, dass die Losungen des homogenen Systems einen
Unterraum H von R” bilden, der aus allen n-Spalten

X1

besteht, fiir die
r10y + Tolg + -+ + 2,0, =0

gilt. Es liegt daher der n-Vektor o in H. Ferner ist H gegen Summenbildung
und gegen Multiplikation mit Skalaren abgeschlossen. Folglich ist H auch gegen
Bildung von Linearkombinationen abgeschlossen.

Wir haben noch die folgenden Eigenschaften zu zeigen:
(a) Jedes bh; gehort zu H.
(b) Die Vektoren by, ba, ..., b,_, sind linear unabhéngig.
(c) Jedes h aus H ist darstellbar als Linearkombination 7"} a; b;.

Durch Umnummerieren der Variablen z1, zs, . .., x,, (und synchrones Umnum-
merieren der Spalten aj,das,...,a, von A) kénnen wir annehmen, dass die Stu-
fenvektoren der Reihe nach in den Positionen 1 bis r stehen und danach die
Nichtstufenvektoren kommen. Also gilt mit diesen Vereinbarungen:

(1) ay=e; fiiri=1,...,7.
(2) Jedes a,4;, j=1,...,n —r, ist eine Linearkombination von ey, ez, ..., ¢,.
(3) Es ist hj = Opyj — €pgyj.

Zu (a): Wegen (2) haben a,,; und b, die Form

aq aq

Qy (079

0 0
Qrij = : und hj = : )

0 -1

0 0
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wobei der Eintrag -1 von b; in der Position r + j steht. Es folgt wegen (1)
(@101 +---+ara.) + (—1)a,4; = apy; — appj = 0.

Interpretation des homogenen Gleichungssystems als Linearkombinationsaufgabe
zeigt uns, dass b; zu H gehort.

Zu (b): Es gilt

* * *
* * *
b= -1 |, o= 0 |,.... bo=]| 0
0 -1 0
0 0 -1

Nehmen wir nunmehr aqby + ashs + -+ + @b, = 0 an, so folgt

* 0

* 0

—Q = 0

— Q9 0

— Qs 0
und somit oy = ag = -+ = a,,_,, = 0. Damit ist die lineare Unabhéangigkeit der

b; gezeigt.

Zu (c): Es sei der Spaltenvektor ¢ mit den Eintragen xq,xs, ..., z, in H gelegen.
Es gelte also Z;;l x;a; = 0. Wir setzen o := —x,4; fir j =1,...,n —r und

n—

zeigen, dass = > " a;b; gilt.
Es ist ndmlich unter Beriicksichtigung von (1) und (3)

T n—r
0 = E x;a; + E TrijOptj
i=1 i=1
r n—r n—r
= E Tie + E Tryjlrij | — E ajh;
J=1 Jj=1 Jj=1
n—r
= =) ajb;
i=1

Damit ist der Beweis von Satz 3.4 abgeschlossen. 0
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Die drei Schritte des Gauf3-Algorithmus

Wir haben jetzt alle Bausteine fiir den Gauf3-Algorithmus zur Losung eines li-
nearen Gleichungssystems (*) beisammen, den wir nachfolgend zusammenfassen.

Schritt 1 (Losbarkeit): Die erweiterte Matrix [A|b] des linearen Gleichungs-
systems (*) wird durch elementare Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform [A’|b’]
gebracht. Falls die letzte Spalte b’ ein Stufenvektor ist, ist das System nicht losbar,
andernfalls ist es losbar.

Schritt 2 (Spezielle Lésung): Durch Streichen bzw. Einfiigen von Nullzei-
len wird [A’|b] so zu [A”|b"] umgeformt, dass A” eine quadratische Matrix ist und
die Einsen der Stufenvektoren in der Hauptdiagonale von A’ stehen (erweiterte
Stufenform). Im lésbaren Fall ist dann b” eine spezielle Losung des Gleichungs-
systems zu [A|b].

Schritt 3 (Losungsraum des homogenen Systems): Fiir jeden der Nicht-
stufenvektoren von A” ersetzen wir den Hauptdiagonaleintrag Null durch —1 und
erhalten ein System von n — r (r=Anzahl der Stufenvektoren) Spaltenvektoren
1,02, ..., H,_r, welches eine Basis” des Losungsraums H des homogenen Glei-
chungssystems zu [A|o] bildet.

Die ’allgemeine Losung’ des Gleichungssystems zu [A|b] hat dann die Form
=" Z «;.h;,  mit beliebigen Skalaren «;.
i=1

Die letzte Aussage erhalten wir aus dem Struktursatz 2.1.

Anwendungsbeispiel

Schritt 1: Losbarkeit

11101 2
.- . . 0101 0] -2
Gegeben sei die erweiterte Matrix [A[b] = 000 10! -1
1 21 2 1] -1
Umformung in Zeilenstufenform: ©
11101 2 1 1 1 0 1 2
01 01 0] -2 . 0 L 01 0] -2
000 10| -1 0 0 0 |1 0] —1
121 2 1] -1 0 00 0O 0

"Unter einer Basis von H verstehen wir dabei ein linear unabhiingiges System von Vektoren
von H, aus denen sich jeder Vektor von H linear kombinieren l&sst.
8Beachten Sie, dass die Summe der ersten drei Zeilen gleich der vierten ist.
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1 0 1 -1 1| 4 1 01 0 1

0 L0 1 0| —2 0 L0 0 0f —1
— —

00 0 L 0] =1 0 0011l o0f =1

000 0 0] 0 000 0O0| 0

Wir lesen ab: Das System ist 16sbar!

Schritt 2: Streichen/Einfiigen von Nullzeilen

Aus
1 0 1 0 1
0O L 0 0 O 1
00 01 0] =1
0O 0 0 0 O 0
wird die Matrix
10 1 0 1 3
01 0 0 O -1
00 0 0 O 0
00 0 1 0 -1
00 0 0 O 0

Wir lesen ab: Die rechte Seite” rg = (3, —1,0,—1,0) ist eine spezielle Losung .

Schritt 3: Losungsraum des homogenen Systems

Die im Diagonaleintrag modifizierten Nichtstufen-Vektoren

1 1
0 0
br=1| -1 |, b2=1] O
0 0
0 -1

bilden eine Basis des Losungsraums des homogenen Systems .

Das lineare Gleichungssystem (*) ist durch Angabe von [ro; b1, ha] vollsténdig
gelost! Die ‘allgemeine Losung’ des Gleichungssystems zu [A|b] hat namlich die
Form

r =10+ a1bhy + ashs mit beliebigen Skalaren aq, as.

9Aus Platzgriinden schreiben wir hier 1o als Zeile, nicht als Spalte.
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Carl Friedrich Gauf3 (1777-1855)

./Bilder/gauss5. jpg

Als 19-jahriger 16ste Gauf} ein seit der Antike offenes Problem. Er zeigte wahrend
eines Ferienaufenthalts “durch angestrengtes Nachdenken iiber den Zusammen-
hang der Wurzeln” (der Gleichung z'7 = 1), wie er spéter schrieb “noch ehe ich
aus dem Bette aufgestanden war”, dass sich das regulére 17-Eck allein mittels Zir-
kel und Lineal konstruieren lésst, ein Ereignis, das ihn bestimmte, Mathematik
zu seinem Beruf zu machen.

Gaufl entwickelte sich zum grofiten Mathematiker seiner Zeit. Nicht nur der
GauBsche Algorithmus, auch die komplexe Zahlenebene (Gauflsche Zahlenebene)
und die Gaufische Normalverteilung, dargestellt auf dem 10-DM-Schein, sind nach
ihm benannt. Gearbeitet hat er auf allen Gebieten der Mathematik und ihrer
Anwendungen.



Kapitel 3

Vektorraiume und Lineare
Abbildungen

o1
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Die Thematik “Vektorrdume und Lineare Abbildungen” bildet den Kern die-
ser Veranstaltung. Lineare Techniken sind zentral fiir weite Bereiche mathe-
matischen Argumentierens. Die in der Analysis thematisierte Lineare A pproxi-
mation ermoglicht sehr hiufig, komplizierte mathematische Fragestellungen auf
Lineare Probleme zu reduzieren.

Lineare Probleme, ihrerseits, fithren meist auf das Loésen Linearer Glei-
chungssysteme. Dieselben genieflen in der Mathematik entsprechend einen ho-
hen Stellenwert. Losungstechniken fiir lineare Gleichungssysteme (Struktursatz
und GauB-Algorithmus) haben wir schon im vergangenen Kapitel untersucht.
Als weitere méchtige Technik wird die Matrizenrechnung hinzutreten.

Gemeinsame Basis aller linearen Techniken bildet der Begriff des Vektor-
raums und der im engen Zusammenhang stehende Begriff der Linearen Ab-
bildung. Wir starten demgeméaf; mit dem Begriff eines abstrakten Vektorraums,
untersuchen seine elementaren Eigenschaften und unterlegen den Begriff mit einer
Fiille von Beispielen. Im abstrakten Kontext dieses Kapitels ist es dabei hilfreich,
die frither behandelte anschauliche Vektorrechnung wo immer moglich zum Ver-
gleich heranzuziehen.

3.1 Der Vektorraumbegriff

Vektorraume und Beispiele

Wir greifen die im Rahmen der anschaulichen Vektorrechnung isolierten “Ge-
setzméBigkeiten” (A1)—(A4), (M1)—(M4) erneut auf und definieren den Begriff
des (abstrakten) Vektorraums durch axiomatische Forderung dieser Bedingungen:

Definition 1.1 (Reller Vektorraum) Eine Menge V versehen mit zwei Ope-
rationen

+ VXV —V (vwm—ovt+w
RxV —V, (a,v)—av

heiffit Vektorraum, genauer reeller Vektorraum oder R-Vektorraum, wenn gilt:
(A1) v+w=w+0o fir allev,we V.

(A2) ut+ (v+w) = (u+w)+v firaleu,v,weV.

(A3) Esgibt0eV mitv+0=v=0+v firalevelV.

(A 4) Zujedemv eV gibtesweV mitv+w=0=w+0.

(M 1) a(v+w) =av+aw fir alea € R, v,we V.

(M 2) (a+b)v=av+bv firalea,be R, veV.
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(M 3) (a-b)v =a(bv) fir allea,be R, veV.
(M 4) lv=w firalevelV.
Elemente aus V' heiffen Vektoren, die aus R Skalare

Wir beachten, dass andere in der Diskussion des ersten Kapitels aufgetrete-
ne Strukturen des Anschauungsraumes (Skalarprodukt, Vektorprodukt, Spatpro-
dukt) nicht Bestandteil dieser Definition sind. Hinsichtlich des Skalarprodukts
werden wir in Kapitel 7?7 sogenannte Euklidische Vektorrdume einfiihren, die mit
einem Skalarprodukt ausgestattet sind.

Ein anderer Punkt verdient Hervorhebung. In der anschaulichen Vektorrech-
nung haben wir Vektoren individuell definiert (als Klassen zueinander paralleler
gerichteter Strecken) und den Anschauungsraum als Menge aller dieser Vektoren
aufgefasst. Fiir die anstehende abstrakte Behandlung von Vektorraumen miissen
wir umdenken. Ein Vektor ist jetzt nichts anderes als ein Mitglied eines Vektor-
raums. Ohne diesen macht es keinen Sinn mehr, von Vektoren zu sprechen.

Noch eine Anmerkung zur Schreibweise: Anders als in der anschaulichen Vek-
torrechnung werden wir Vektoren in der Regel durch kleine lateinische Buch-
staben wie v, w, usw. bezeichnen; entsprechend werden wir nunmehr weder die
Schreibweise b noch ¥ verwenden. Ebenfalls entfillt bezeichnungsméfliig — nicht
jedoch begrifflich — die Unterscheidung zwischen Nullvektor und Skalar Null.

Beispiel 1.2 (Anschauungsraum und R?) (i) Die Vektoren des Anschauungs-
raumes bilden mit den Operationen Vektoraddition und Multiplikation mit Ska-

laren einen R-Vektorraum.
(17) Die Menge

o]
RSZ To T1,T9,T3 GR
T3
bildet mit den Operationen
1 Y1 1+ X1 axy
To |+ | Y2 | =| T2F+y2 |, a| 2 | =] ax
T3 Ys T3+ Y3 T3 azrs

ebenfalls einen R-Vektorraum.

Beispiel 1.3 (Losungsmenge einer linearen Gleichung) Wir fizieren vier re-
elle Zahlen ay,as, a3, b. Dann ist die Menge

T1
L= T | £1, 29,23 € R, a1x1 + agwy + azxs = b
T3

bzgl. der Operationen von!|1.2 (ii) genau dann ein R-Vektorraum, wenn b = 0.
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Satz 1.4 (Unser Standardbeispiel) Fir jedes n > 0 bildet die Menge

I
K" = : | z1,..., 2, €K
Tn
mit den Operationen
x (2 T1+ U 1 ary
+ : = : ;@ : =

einen K-Vektorraum.

Beweis. Koordinatenweises Rechnen in K zeigt die Giiltigkeit von (A1) — (A4)
sowie (M1) — (M4). O

Das folgende Beispiel zeigt die vereinheitlichende Kraft und Denkdkonomie
des abstrakten Vektorraumbegriffs, der — wie sich an dem Beispiel ablesen lésst
— auch fiir die Analysis sehr niitzlich ist.

Beispiel 1.5 (Vektorrdume von Funktionen) Sei
V= {f I f: 0.1~ R}

die Menge aller reellwertigen Funktionen, welche auf dem reellen Finheitsintervall
0,1] ={z |z € R, 0 < x <1} definiert sind. Wir erkliren f+g unda.f (a € R,
f, g € V) durch

(f +9)(@) = f(x) +9(z), (a.f)(x)=a- f(z).

Es ist leicht zu sehen, dass V' bzgl. dieser Operationen ein reeller Vektorraum ist.
Das Beispiel gestattet offensichtliche Variationen: “Polynomfunktionen auf
0,17, “differenzierbare Funktionen auf [0,1]”.

’Montag, 1. Dezember 2003‘

Der Korperbegriff

Bemerkung 1.6 In die Definition eines Vektorraums — und die nachfolgende
Behandlung — gehen nur die grundlegenden Eigenschaften der Addition und
Multiplikation der reellen Zahlen ein, die man zu den gleich zu besprechen-
den Korperbegriff zusammenfasst. Wir werden daher spéter allgemeiner Vek-
torrdume iiber einem beliebigen Korper K betrachten.
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Definition 1.7 (Korper) Eine Menge K versehen mit zwei Operationen

+ : KxK—K, (r,yy—x+y
KxK—K, (zry)—z-y

heifst  Korper, wenn gilt:
Azxiome der Addition

(A1) Kommutativitit: x+y =y +x
(A2) Assoziativitat: (x+y)+z=z+ (y+ 2)

(A3) Euxistenz der Null: Es gibt 0 € K mit x+0=x fir allex € K

(A4) Existenz eines additiv Inversen: Zu jedem x € K gibt es y € K mit
z+y=0.

Axiome der Multiplikation
(M1) Kommutativitit: ©-y=1y-x

(M2) Assoziativitat: (z-y)-z=x-(y-2)
(M3) Euzistenz einer Eins: Es gibt 1 € K mit x-1=x fir alle x € K.

(M4) Ezistenz eines multiplikativ Inversen: Zu jedem x € K, x # 0, gibt es ein
yeKmit x-y=1.
Distributivgesetz

Addition und Multiplikation sind verkoppelt durch die Distributivitit
MD)(x+y)-z=x-2+y-2z firalez,y,zec K.

Beispiele 1.8 1. Beziiglich der Addition und Multiplikation reeller Zahlen bilden
die Mengen R aller reellen Zahlen einen Korper, ebenfalls die Menge Q aller
rationalen Zahlen ™ mit ganzzahligen m,n und n # 0.

2. Die Menge Q(v2) = {a+bv2 | a,b € Q} bildet — beziiglich der Addition
und Multiplikation reeller Zahlen — e ebenfalls einen Kérper'

3. Die Menge C = {a+bi | a,b € R} aller komplexen Zahlen bildet bzgl.
(a+bi)+(a'+b'i) = (a+a')+(b+b")i und (a+bi)-(a'+V'i) = (aa’—bb' )+ (al +a'b)i
— wie wir spéter zeigen werden — gleichfalls einen Korper.

4. Es gibt auch endliche Korper. So gibt es fiir jede Primzahl p einen endlichen
Koérper F,, mit genau p Elementen.

5. N und Z sind bzgl. der gewthnlichen Addition und Multiplikation keine
Korper. Grund?

!Der Nachweis von (M 4) ist in diesem Beispiel nicht offensichtlich. Er erfordert Riickgriff
auf die Irrationalitit von /2.
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Bemerkung 1.9 Wie vorher angemerkt, gehen nur die Korpereigenschaften von
R in die Definition eines Vektorraums iiber R ein. Es macht daher Sinn, allge-
meiner einen Kérper K zugrundezulegen und fiir Operationen

+ . VXV —V, (vyu)—v+w
KxV —YV, (av)—av,

genannt Addition und Multiplikation (mit Skalaren), die Eigenschaften (A 1) —
(A 4) und (M 1) — (M 4) zu verlangen. Wir sprechen dann von einem Vektor-
raum iiber dem Korper K, kurz von einem K-Vektorraum.

Wir kénnen daher insbesondere von Vektorrdumen iiber Q, R und C sprechen.
Beispielsweise ist Q™ ein Vektorraum iiber Q.

Wir werden diese Erweiterung des Vektorraumbegriffs jetzt noch nicht benéti-
gen und bleiben momentan bei Vektorrdumen iiber R. Es ist jedoch niitzlich zu
verfolgen, dass die folgenden Argumente nicht von speziellen Eigenschaften der
reellen Zahlen Gebrauch machen®.

Das Rechnen in Vektorrdumen
(1) Das Nullelement 0 € V ist eindeutig bestimmdt.

Beweis. Seien 0 und 0’ Nullelmente von V', dann gilt
0=0+0=0. 0

(2) Das additive Inverse zu x ist eindeutig bestimmdt.

Beweis. Sei  +y = 0 und = + ¢ = 0. Dann folgt
y=y+0=y+@+y)=@y+o)+y=(+y)+y=0+y =y DO
Verabredung: Fiir das additive Inverse y zu = schreiben wir .

(3)ax=0 < (a=0oder x=0).

Beweis. “<": Es ist a.0 = a.(0 4+ 0) = a.0 + .0 und Addition mit —(a.0) liefert
0 = a.0. Entsprechend ist 0.z = (0 + 0).x = 0.x + 0.z, hier liefert Addition mit
—(0.x) das gewiinschte Resultat 0 = 0.z.

“=” a.x =0 und a # 0 impliziert z = 1.o = (2 - a).x =

(ax)=20=0.0

-
-

2Davon ausgenommen ist die spitere Behandlung von Vektorrdumen mit Skalarprodukt, wo
es wesentlich ist, reelle Vektorrdume zugrunde zu legen und auf die Ordnung der reellen Zahlen
zuriickzugreifen.
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Subtraktion in Vektorrdumen

Wir setzen ‘x —y:=x+ (—y) ‘ Dann gilt

(4) ~(—r) =2

Beweis. Nach Definition von —z gilt = + (—x) = 0 = (—x) + z. Damit ist x zu
—z invers, folglich x = —(—x). O

(5) —(r+y)=(=2)+(-y)
Beweis. Unter Verwendung von Kommutativitdt und Assoziativitét folgt
(@ +y) +((=2) + (=) = @+ (=2)) + (y + (=y)) =0+ 0 =0,
Somit ist (—z) + (—y) das additiv Inverse zu x + y. O
(6) —(r-y) =y—-z

Beweis. Man kombiniere (5) und (6). [(7) Die Gleichung z +b=c (b,c €V
gegeben) ist eindeutig losbar mit Losung .
Beweis. Ezistenz: Esist (c—0)+b=c+(—b+b) =c+0 = ¢, somit ist = c—b
eine Losung.

Eindeutigkeit: Falls x eine Losung von x + b = ¢ ist, so folgt durch Addition
von —b auf beiden Seiten, dass x = ¢ — b ist. O

(8) (—a).z = —(a.x) = a.(—x).
Beweis. Es ist a + (—a) = 0, somit 0 = 0.2 = (a + (—a)).z = a.x + (—a).x, und
die Behauptung folgt. 0

Erzeugendensysteme und Basen

Definition 1.10 (Linearkombination) V' sei ein Vektorraum.
(a) Ein Element der Form

V=0a;.01 + -+ Qp.Up,

mit Skalaren ay, as, . .., a, heifst Linearkombination der Elemente vy, vs, ..., v, €
V' mit den Koeffizienten aq,as, ..., ay.

(b) Ein System von Vektoren (vi,vq,...,v,) von V heifst Erzeugendensy-
stem von V, wenn sich jedes v € V' als Linearkombination

V=0a;.01 + -+ Qp.Up,

mit geeigneten Skalaren aq,as, ..., a, schreiben ldsst.
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Definition 1.11 (Lineare Abhingigkeit) V' sei ein Vektorraum. Ein System
(v1,v9,...,0,) von Vektoren aus V heifit linear abhdngig, wenn es Skalare
(ay,ag,...,a,) # (0,...,0)" gibt mit

a,.v1 + as.vg + - -+ a,.v, = 0.
Andernfalls heifit das System (vy,vs, ..., v,) linear unabhédngig'.

Definition 1.12 (Basis) Fin System (b1, bs, ..., b,) vonn Vektoren aus V' heifst
eine Basts von V', falls das System by, bs, ..., b, zugleich linear unabhdngig und
ein Erzeugendensystem von V' ist.

Beispiel 1.13 (Die Standardbasis des K™) Im K" ist das System

O =
)
o O

€1 = 0 , €2 = 0 5 y En =
: : 0
0 0 1
ein Erzeugendensystem, denn
ai ai 0 0
as 0 az 0
— : + + .o _|_
ap, 0 0 an
1 0 0
0 1 0
= a| . [ta] . |+ Fan ]| .
0 0 1
Aus der obigen Formel folgt zugleich die lineare Unabhingigkeit von ey, ey, . .., e,.
(Weshalb?) O
Folglich ist (eq, ea,. .., ¢e,) eine Basis von K™, welche wir die Standardbasis * des

K™ nennen. Insbesondere liegt fiir n = 1 mit e; = 1 eine Basis des Vektorraums
K = K vor. Aber auch jedes andere Element 0 # b € K ist eine Basis von K.

3Dies bedeutet: mindestens ein a; ist ungleich Null.

4Wir werden — iiblichem Sprachgebrauch folgend, davon sprechen, dass die Vektoren
ai,as,...,ap linear abhingig (bzw. linear unabhingig) sind, obwohl dies missverstindlich ist:
Sind sédmtliche v; # 0, so ist vy, va,...,v, ein System von Vektoren, die einzeln jeweils linear
unabhéngig sind, aber als Folge vy, vs, ..., v, durchaus linear abhéngig sein kénnen.

5 Die Basis eines Vektorraums V' # 0 oder auch des Vektorraums K", n > 1 gibt es nicht,
da es in jedem dieser Félle mehrere (sogar unendlich viele) Basen gibt. Der bestimmte Artikel
fiir die Bezeichnung der Standardbasis des K™ macht dagegen Sinn!
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Satz 1.14 Ist (by,bs,...,b,) eine Basis von V', so besitzt jeder Vektor v € V
eine eindeutige Darstellung

v = aiby + agsby + - - + ab,

als Linearkombination von by, by, ..., b,.

Beweis. Vgl. auch (6.7). Die Existenz einer Linearkombination
v = aiby + asby + - - - + a,b,

folgt, weil by, bo, ..., b, ein Erzeugendensystem von V ist.
Zum Nachweis der Eindeutigkeit dieser Darstellung nehmen wir an, dass

v = al.bl+a2.b2—|—---+an.bn
v o= a’l.bl+a’2.b2+-~-+a;.bn

zwei Darstellungen von v als Linearkombination von by, bs, . . ., b, sind. Bilden der
Differenz fiihrt zur Gleichung

0= (a; —a}).by + (ag — ab).by + -+ + (a, — a,,).by,

woraus — die lineare Unabhéngigkeit von vy, vs, ..., v, beriicksichtigend — das
Verschwinden der Koeffizienten, also a; —a} = 0, as—a), = 0,. .., a,—al, = 0 folgt.
Wir haben damit a; = a}, as = dl,. .., a, = a,, und folglich die Eindeutigkeit der
Darstellung gezeigt. 0

Wenn wir eine Basis von V' haben, kennen wir daher den Vektorraum V
vollsténdig, da wir seine Elemente als eindeutige Linearkombinationen seiner Ele-
mente darstellen konnen. Im allgemeinen wird ein Vektorraum allerdings meh-
rere, hiufig — siehe Anschauungsraum — sogar unendlich viele Basen haben.

Folgerung 1.15 Ist by, bs, ..., b, eine Basis von V', so ist die Abbildung

T

h: K" —V, e ) i
T, i=0
bijektiv, d.h. zu jedem v € V gibt es genau ein x € K™ mit h(x) = v. O
Bemerkung 1.16 (a) Die Vektoren einer Basis (b, ba, ..., by,) sind immer paar-

weise verschieden. Ferner kommt es fiir die Basiseigenschaft nicht auf die Rei-
henfolge an, in der die Vektoren einer Basis aufgezdihlt werden. Immer, wenn
es daher bequem ist, werden wir anstelle von (by,bs, ... b,) von der Basis B =

{b1,bs,...,b,} sprechen.
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(b) In K = K" liefert jeder Vektor ungleich Null, also jede reelle Zahl b # 0,

eine Basis.
(c) Im K? bilden — wie wir in Kapitel I gesehen haben — zwei Vektoren

(o) ()

== Clle — a261 7£ 0 ngt

1
(05} bg ‘
(d) Im K3 bilden — wie wir in Kapitel I gesehen haben — drei Vektoren

genau dann eine Basis, wenn

a1 by &
a9 s b2 s Co
a3 b3 C3

genau dann eine Basis, wenn die Determinante

ap by
ay by c
as by c3

nicht Null ist.

Die vorstehenden Kriterien liefern eine formelméflige Ermittlung der linearen
Abhéngigkeit bzw. Unabhéngigkeit. Spéater wird uns generell die Determinan-
tentheorie fiir n x n-Matrizen (Kapitel [5) und ein entsprechendes Kriterium fiir
die lineare Unabhéngigkeit von n Vektoren des K™ zur Verfiigung stehen. Die
Berechnung von Determinanten ist fiir grofe Formate jedenfalls zeitaufwendig.
Andere Verfahren zur Bestimmung der linearen Unabhéngigkeit — etwa Varian-
ten des Gauf3-Algorithmus — fiihren fiir Spaltenvektoren in der Regel sehr viel
schneller zum Ziel und sind entsprechend vorzuziehen.
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3.2 Unterrdume und Lineare Hiille

Definition 2.1 Fine Teilmenge U eines R-Vektorraums V' heifit Unterraum
von V', wenn gilt:

(U1l) 0eU.
(U2) U+UCU, dh z,ycU=z+ycl.
(U2) KUCU, dh. x €U und a € K impliziert a.x € U.

Dabei verwenden wir die folgenden abkiirzenden Bezeichnungen:

U+U = {ug+wus |uy €Uyund us € Uy},
KU = {ru|reKundueU},
-U = {-u|uelU}.

’Donnerstag, 11. Dezember 03

Satz 2.2 Der Name Unterraum ist gerechtfertigt, denn jeder Unterraum U von
V' ist bzgl. der Verkniipfungen

+  UxU—U, (uv)—u+v
KxU—U, (au)—au

wieder ein Vektorraum.

Beweis. Wegen (U 1) und (U 2) machen beide Verkniipfungen Sinn, sie sind
also — wie man sagt — wohldefiniert. Die Bedingungen (A 1), (A 2) eines
Vektorraums sind offensichtlich und (A 3) ist wegen (U 1) erfiillt. Wegen (U 3)
ist insbesondere —U C U, d.h. € U impliziert —z € U. Somit gilt auch (A 4).
SchlieBlich gelten (M 1) — (M 4) in U, da sie im umfassenden Vektorraum V'
gelten. 0

Beispiele 2.3 (a) Fiir jeden Vektorraum V sind stets V' selbst und {0} Un-
terrdume von V.

(b) Ist ferner v ein beliebiger Vektor aus V', so ist K.v := {a.v | a € K} ein
Unterraum von V. Wir nennen ihn den von v erzeugten Unterraum.

(b) V sei der Anschauungsraum. Die nur aus 0 bestehende Teilmenge {0}, eine
Gerade G durch 0 oder eine Ebene E durch 0 sind Beispiele fiir Unterrdume von V.
Im Zusammenhang mit der Diskussion des Dimensionsbegriffs werden wir spéter
sehen, dass mit dieser Aufzédhlung alle Unterrdume U des Anschauungsraumes
(gleichbedeutend des R3) erfasst sind.

Weitere Unterrdume eines K-Vektorraums V' konnen wir uns nach folgendem
Muster verschaffen:
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Satz 2.4 Sind vy,v9,...,v; €V, so ist

(V1,09 ..., vp) == {ay. vy + -+ + ap.v, | ar,a9,...,a, € K}
ein Unterraum von V', welchen wir den von vy, vs, . .., v, aufgespannten’ Un-
terraum oder auch die lineare Hiille von vy, vy, ..., v oder {vy,va, ..., v}

nennen.

Beweis. Es ist klar, dass 0 = 0.v1 + 0.vg + -+ 4+ 0.0y in H = (vy, 09, ..., v;) liegt
und dass H ferner wegen

(ar.v1 + -+ apv) + (brvg + -+ brvy) = (ag+b1).vg + -+ + (ap + by).vy

a. (ap.v1+ -+ apvy) = (aar).vg + -+ aay).vy

gegen Bildung von Summen und von Produkten mit Skalaren abgeschlossen ist.
H ist somit ein Unterraum von V. U

Satz 2.5 Es ist (vi,vq,...,v) der beziglich Inklusion “C” kleinste Unterraum
von V', welcher vy, vy, ..., vy enthdlt.

Beweis. Wir wissen schon, dass H = (vy, vy, ..., 1) ein Unterraum ist. Da v; =
0vy + -+ 1L+ -+ 0.0, gilt, liegen die Elemente vy, vs, ..., v, sémtlich in H.
Ist nun U irgendein Unterraum von V', welcher vy, vo, . .., v, enthélt, so liegen alle
Linearkombinationen ay.v1 + - - - + a;.v; ebenfalls in U, woraus H C U folgt. [

Fiir spatere Verwendung notieren wir noch:

Satz 2.6 Sind U; und Uy Unterrdume von 'V, so auch ihr Durchschnitt UyNUy =
{u | u € Uy und u € Uy} und ihre Summe U1+Us = {ug + ug | ug € Uy, ug € Us }.

Beweis. Wir zeigen, dass U = U; N Uy ein Unterraum von V ist. Da 0y sowohl
in U; als auch in U, liegt, so folgt Oy € U und (U 1) ist erfiillt. Seien nun z und
y Elemente aus U. Insbesondere sind dann = und y Elemente von U; und folglich
liegt auch ihre Summe x + y in U;. Entsprechend liegt « 4+ y in U,. Es folgt, dass
x4y in U liegt und somit (U 2) erfiillt ist. Seien schlieBlich 7 ein Skalar und u
ein Mitglied von U. Dann liegt mit u auch r.u in U;. Entsprechend folgt r.u € Us,
folglich liegt r.u in U, womit auch (U 3) gezeigt ist.

Mit analogen Argumenten behandelt man den Fall Uy + Us. U

Bemerkung 2.7 Es seien Uy und Uy Unterrdume von V. Im allgemeinen ist
die Vereinigung U, U Uy nicht wieder ein Unterraum von V. Beispielsweise sind
im R? die Koordinatenachsen Uy = {(x,0) |z € R} und Uy = {(0,y) |y € R}
Unterriume, aber ihre Vereinigung Uy U Uy ist kein Unterraum des R?.

6Auch die Bezeichnung ‘von vy, vs, ..., v; erzeugter Unterraum’ ist gebrauchlich.
"Genauer gilt hier: Die Vereinigung U; U U, ist genau dann ein Unterraum, wenn U; C Us
oder Uy C Uy gilt.
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Einschub: Vollstindige Induktion

Wir werden im folgenden héufig Beweise durch vollstédndige Induktion fithren und
schieben daher einen Exkurs iiber das Prinzip der vollstdndigen Induktion ein.
Wir werden dabei sehen, dass es sich bei demselben um eine besondere Eigen-
schaft der natiirlichen Zahlen handelt, die wir nachfolgend herausarbeiten.

Die natiirlichen Zahlen

Fiir uns reicht die Vorstellung, dass die natiirlichen Zahlen diejenigen sind, die
man zum Zahlen und daher zur Anzahlbestimmung endlicher Mengen verwendet.
Es sind dies also die Zahlen

0,1,2,3,4,5,...

Wie schon gelegentlich zuvor, bezeichnen wir mit N die Menge aller natiirlichen
Zahlen®. Wir setzen als bekannt voraus, wie man hinsichtlich Addition und Mul-
tiplikation mit natiirlichen Zahlen umgeht und wie man dieselben der Grofle nach
vergleicht (m < n, m <n).

Das Prinzip der kleinsten natiirlichen Zahl

Die bei weitem wichtigste Eigenschaft der natiirlichen Zahlen ist das sehr an-
schauliche, und daher hier nicht weiter begriindete

Prinzip der kleinsten natiirlichen Zahl: Gegeben sei irgendeine nichtleere
Menge M von natiirlichen Zahlen (M darf dabei endlich oder unendlich sein,
muss aber, wie verlangt, mindestens ein Mitglied enthalten). Dann gibt es unter
allen Zahlen von M eine kleinste.

FormelmiBig ausgedriickt: Falls ) # M C N, so existiert eine Element mg €
M mit mg < m fiir jedes m € M.

Die Problemstellung

Wir wollen auf einen Streich unendlich viele Behauptungen (Aussagen) zu be-
weisen. Wir stellen uns dazu vor, dass wir jeder natiirlichen Zahl n > 1 eine
Aussage A(n) zugeordnet haben, etwa die Behauptung

1
An) - 1+2+3+~--+n:@.
Den Beweis von A(1), A(2),... wollen wir mit einem einzigen Beweis erledi-

gen! Dies gelingt mit dem Prinzip der vollstédndigen Induktion, das wir gleich aus
dem Prinzip der kleinsten natiirlichen Zahl gewinnen werden.

8Eine andere Tradition reserviert das Symbol N fiir die Menge der natiirlichen Zahlen > 1.
In diesem Fall wird das Symbol Ny verwendet, um die 0 einzubeziehen.
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Prinzip der vollstindigen Induktion

Satz (Vollsténdige Induktion) Fiir jede” natiirliche Zahl n sei eine Behaup-
tung A(n) vorgelegt. Es gelte

(I1) A(0) ist wahr.
(I 2) Immer, wenn A(n) wahr ist, ist auch A(n + 1) wahr.

Dann ist A(n) wahr fir jede natirliche Zahl n.

Beweis. Wir fithren einen sogenannten Widerspruchsbeweis. Dazu nehmen
wir an, dass es eine natiirliche Zahl m gibt, fiir die A(m) falsch ist und zeigen
anschliefend, dass diese Annahme zu einem Widerspruch fiihrt!

Nach Annahme ist die Menge V" aller “Verbrecher” v, fiir die A(v) falsch ist,
nicht leer. Sie enthélt ndmlich mindestens das Element m. Nach dem Prinzip der
kleinsten natiirlichen Zahl hat V folglich ein kleinstes Mitglied vg; es gibt somit
einen kleinsten Verbrecher.

Wegen (I 1) ist vy # 0, daher vy > 0. Somit ist n = vy — 1 > 0 eine natiirliche
Zahl, die kleiner ist als vy und daher nicht in V liegt. Folglich ist A(n) wahr.
Wegen der Richtigkeit von A(n) ist dann wegen (I 2) auch die Aussage A(n+1) =
A(vg) wahr, Widerspruch!

Unsere urspriingliche Annahme ist daher falsch, das behauptete Induk-
tionsprinzip damit bewiesen. 0

Anwendungsbeispiel

Wir zeigen durch vollstdndige Induktion, dass fiir jedes n > 1 die Behauptung

n(n+1)

Am): 1+243+---+n= 5

richtig ist.

Induktionsverankerung: Es gilt A(0)'".

Induktionsschritt von n auf n + 1: Wir nehmen an, dass A(n) richtig ist, d.h.
wir nehmen an, dass (fiir dieses n) die Formel

1
1+2+3+---+n=@ gilt.

9Es ist auch moglich, die Behauptungen A(n) nur fiir alle natiirlichen n > ng zu betrachten.
In diesem Fall ist (I 1) zu “A(ng) ist wahr” zu modifizieren.
10Hier verwenden wir die Vereinbarung, dass eine Summe von null Summanden gleich 0 ist.
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Wir zeigen, dass unter dieser Voraussetzung auch A(n + 1) gilt:

I.V. n(n + 1)

(1+2+3++n)+(n+1) = ———+{m+1)
o onn+1)+2(n+1)
N 2
 (n+1)(n+2)
B 2
Dies ist gerade die Aussage A(n + 1). 0

Variante des Induktionsprinzips

Fiir praktische Zwecke ist hédufig die folgende Fassung des Induktionsprinzips
niitzlich:

Satz 3.1 (Induktion, Variante) Fiir jede natirliche Zahln > ng sei eine Aus-
sage A(n) gegeben. Es gelte

(I 1)* A(ng) ist wahr.

(I 2)* Esseim > ng. Falls A(k) fir alle ng < k < m wahr ist, so ist auch A(m)
wahr.

Dann ist A(n) fir jedes n > ng wahr.

Beweis. Wir nehmen an, unsere Behauptung sei falsch. Die Menge V' aller
natiirlichen Zahlen (Verbrecher) n > ng, fiir die A(n) falsch ist, ist dann nicht
leer. Nach dem Prinzip der kleinsten natiirlichen Zahl hat V' ein kleinstes Mitglied
v (einen kleinsten Verbrecher). Wegen (I 1)* ist v > ng. Fiir alle k mit ng < k < v
ist daher A(k) wahr, wegen (I 2)* ist dann auch A(v) wahr, Widerspruch!
Damit ist unsere urspriingliche Annahme falsch und die obige Behauptung
bewiesen. 0

Riickblick: Widerspruchsbeweis

Sie haben bemerkt, dass das generelle Beweisschema beider Induktionsprinzipien
ziemlich &hnlich ist: in beiden Féllen haben wir zudem einen Beweis durch
Widerspruch gefiihrt.

Dasselbe beruht darauf, dass jede Aussage entweder wahr oder falsch ist und
ferner sich aus einer wahren Aussage durch zulissige logische Schliisse stets wieder
eine wahre Aussage ergibt.

Nehmen wir hypothetisch an, eine zu beweisende Aussage A sei falsch und
ferner, dass sich aus dieser Annahme durch zuldssige Schliisse eine Aussage B
ergibt, die falsch ist. Dann kann unsere Annahme (A sei falsch) nicht wahr sein;
A ist somit wahr.
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3.3 Austauschsatz, Basiserginzungssatz und Di-
mension

’ Montag, 15. Dezember 2003‘

Es sei V' ein Vektorraum. Jedes Teilsystem eines linear unabhéngigen Systems
von V' ist dann wieder linear unabhéngig in V. Ferner fiihrt jede Erweiterung ei-
nes Erzeugendensystems von V' wieder zu einem Erzeugendensystem von V. Wir
nennen ein Erzeugendensystem vy, vs,...,v, von V unverkiirzbar, falls kein
echtes Teilsystem von vy, v, ..., v, ein Erzeugendensystem von V' ist. Entspre-
chend nennen wir eine linear unabhéngiges System vy, vy, . . ., v, maximal linear
unabhingig, falls jede echte Erweiterung linear abhéngig ist.

Um die Unverkiirzbarkeit eines Erzeugendensystems vy, vs, . . ., v, einzusehen,
reicht dabei der Nachweis, dass jedes durch Weglassen eines einzigen Mitglieds
v; entstehende System vy, v, ..., v;, Vi, Vg1, -, U, kein Erzeugendensystem von
V ist. Fiir den Nachweis der maximalen lineare Unabhéngigkeit von vy, vy, ..., v,
reicht es zu zeigen, dass jedes Hinzufiigen eines einzigen Vektors v zu einem linear
abhéngigen System vy, vo, ..., v,,v fiihrt.

Satz 3.1 (Kennzeichnung von Basen) Fiir ein System vy, v, ..., v, von Vek-
toren von V' sind dquivalent:
(a) (v1,v2,...,v,) ist eine Basis von V.
(b) (v1,v9,...,v,) ist ein unverkiirzbares Erzeugendensystem*
(¢) (v1,ve,...,v,) ist maximal linear unabhéngig in V.
(d) Jedes v € V ldsst sich aus vy, v, ..., v, eindeutig linear kombinieren.

T von V.

Beweis. Wir orientieren den Nachweis am folgenden Schema

(b)

Dabei ist uns die Implikation (a) = (d) schon aus Satz .14 bekannt. Wir setzen
nun (d) voraus. Ersichtlich ist dann vy, vs, ..., v, ein Erzeugendensystem von V.
Ferner besitzt der Nullvektor wegen (d) nur die Darstellung 0 = 0.v; + 0.v9 +
--- 4+ 0.v,, woraus die lineare Unabhéangigkeit von v, vs,...,v, und dann auch
die Basiseigenschaft, somit (a), folgt.

(a) = (c): Als Basis ist vy, vs, ..., v, natiirlich linear unabhéngig. Ist dann v
irgendein ein Vektor aus V', so kénnen wir v als Linearkombination v = a;.vq +
-+ + a,.v, schreiben, woraus sich wegen a;.v1 + -+ + a,.v, + (—1).v = 0 die li-
neare Abhéngigkeit von vy, v, ..., v,, v ergibt. Das System vy, vg, . .., v, ist daher
maximal linear unabhéngig.

1 Auch die Bezeichnung minimales Erzeugendensystem ist gebriuchlich.
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(¢) = (a): Wenn vy, vs,...,v, ein maximal linear unabhéngiges System in
V' ist, so ist zur Basiseigenschaft noch zu zeigen, dass sich jeder Vektor v aus
V1, Vs, . .., U, linear kombinieren lasst. Nach Voraussetzung ist vy, vs, ..., v,, v li-

near abhéngig. Es gibt daher eine lineare Relation ay.vy + - -+ + a,.v, + a.v = 0,
bei der nicht alle Koeffizienten verschwinden. Dabei kann a nicht gleich Null sein,
da sonst die Vektoren vy, vs, ..., v, linear abhéngig wiren. Wegen a # 0 lasst sich
die obige Beziehung daher nach v auflésen, was die Behauptung zeigt.

(a) = (b): Als Basis ist zunéchst vy, ve, ..., v, auch ein Erzeugendensystem.
Wir nehmen an, dass es verkiirzbar ist, also durch Weglassen sagen wir des i-ten
Mitglieds ein Erzeugendensystem vy, ..., %;, ..., v, verbleibt’?. Wir kénnen dann
den ausgelassenen Vektor v; als Linearkombination v; = ay.v1 + ...+ a;_1.v;_1 +
G;41.Vipr1 + - + a,.v, der iibrigen Vektoren darstellen. Bringen wir alle Terme
auf eine Seite, so erschliefit sich die lineare Abhéngigkeit von vy, vs, ..., v,, Wi-
derspruch. Damit ist v, vs, ..., v, ein unverkiirzbares Erzeugendensystem.

(b) = (a): Wir miissen noch die lineare Unabhéngigkeit eines unverkiirzbaren
Erzeugendensystems vy, v, . .., v, zeigen. Wir nehmen dazu a;.v; + - - - + a;.0; +
co+ 4+ ap.v, = 0 und a; # 0 an. Durch Auflésen dieser Gleichung nach v; er-
gibt sich, dass v; eine Linearkombination von vy, ..., 7;,...,v, ist. Die Vektoren
V1, Vg, ...,V, — und damit alle Vektoren aus V' — liegen somit sédmtlich in der
linearen Hiille (vy,...,0;,...,v,). Dies widerspricht der vorausgesetzten Minima-
litdt des Erzeugendensystems vy, vo, ..., Uy. [l

Bemerkung 3.2 Es reicht nicht, nur eine einzige der vier Kennzeichnungen von
Basen zu kennen.

Je nach Sachlage ist die eine oder die andere von ihnen — oft sogar sehr viel —
vorteilhafter; wir sollten daher alle vier Kennzeichnungen kennen und sachgerecht
anwenden kénnen.

Donnerstag, 18. Dezember 2003

Folgerung 3.3 Jedes endliche Erzeugendensystem eines Vektorraums V' enthdlt
eine Basis von V.

Beweis. Wir lassen solange Elemente eines endlichen Erzeugendensystems weg,
bis ein minimales Erzeugendensystem entsteht'”. O

Wir machen hier auf eine weit verbreitete Fehlinterpretation von Satz 3.1 auf-
merksam. Die dort angefiihrte Kennzeichnung einer Basis B = {vy, vq,...,v,} als

12 Auch spiter werden wir — wo dies nicht zu Mifiverstindnissen fithrt — durch ~ das Weg-
lassen des Elements aus einer Folge bezeichnen.

13Tm Einklang mit den getroffenen Definitionen ist die leere Menge Basis jedes nur aus dem
Nullvektor bestehenden Vektorraums {0}.
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minimales (unverkiirzbares) Erzeugendensystem bezieht sich nicht auf die An-
zahl der Basiselemente, sondern auf die Minimalitdt von B beziiglich Inklusion
C. Entsprechendes gilt fiir Eigenschaft einer Basis mazimal linear unabhéngig
zu sein. Der Satz taugt daher nicht zu einer Begriindung, dass je zwei Basen B
und B’ von V dieselbe Mitgliederzahl haben. Dieses zutreffende Faktum herzu-
leiten, erfordert weitere Argumente (Austauschsatz), die wir gleich im Anschluss

behandeln.

Lemma 3.4 (Austauschlemma) Seivq, vy, ..., v, eine Basis von V und w ein
von Null verschiedener Vektor aus V', den wir als Linearkombination

(%) w=a;.v;+ -+ a0+ apv,

der Basis vy, v, ...,v, darstellen. Falls a; # 0, entsteht durch Austausch von
w mit v; aus der Basis vi,vs, ..., v, eine neue Basis v1,...,Vi_1, W, Vit1,...,Un
von V.

Beweis. Wegen a; # 0 lisst sich (%) nach v; auflésen. Es ergibt sich v; als Linear-

kombination von vy, ..., v;_1, W, Viy1,. .., vy. Folglich liegen alle v;, 7 =1,...,n,
im Unterraum (vy,...,0;—1, W, Vi1, .., 0,) und damit auch V' = (vy,vq, ..., vy,).
Das System vy, ..., v;_1, W, V11, ..., v, ist folglich ein Erzeugendensystem von V.

Um die lineare Unabhéngigkeit des Systems zu zeigen, nehmen wir nun an,
dass
1.1+ -+ 11+ cwAcip1 V4 + -+ v, =0

ist. Falls ¢ = 0 ist, erhalten wir aus der linearen Unabhéangigkeit von vy, v, ..., v,
das Verschwinden aller ¢;. Falls ¢ # 0 ist, kénnen wir w als Linearkombination
w=ajvy+---+ 0.v+ -+ al v, darstellen, was der Eindeutigkeit der Dar-

stellung von w in der Basis vy, vo, ..., v, widerspricht. O
Satz 3.5 (Austauschsatz) Es seivy,vs,...,v, sei eine Basis von V. Ist zudem
Wiy, Wa, ..., w, ein in V linear unabhdingiges System, so kénnen wir durch Um-
nummerierung der vy, Vs, . . ., v, erreichen, dass durch Austausch von wy,ws, . .., w,
mit den ersten r Elementen der Basis vi,vs,...,v, eine neue Basis

W1, W2y -« sy Wry Upg1y...,Un

von V' entsteht. Insbesondere ist r < n .

Beweis durch Induktion nach r.

Induktionsverankerung: Der Fall » = 0 ist klar.

Induktionsschritt: Nun sei r > 1 und per Induktionsannahme der Satz fiir jedes
System von r — 1 auszutauschenden Vektoren giiltig. Wir kénnen daher — nach
Umnummerierung der v; — das linear unabhéngige System w;, ..., w,_; zu einer
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Basis der Form wy, ..., w,_1,v,,...,v, von V ergidnzen, und insbesondere w, in
der Form
Wy = Q1. W1 + -+ Qp—1.Wp_1 + Qp.Up + +++ + Qp. Uy,

darstellen. Dabei konnen a,., ..., a, nicht alle 0 sein, da andernfalls die Vektoren
wy, Wa, . .., w, linear abhéngig wiren. Nach erneutem Umnummerieren kénnen
wir daher a,, # 0 annehmen. Per Austauschlemma kénnen wir dann den Vektor v,
der aktuellen Basis gegen w, austauschen. Es folgt, dass wq, wo, ..., Wy, Vpiq, ..., Up
eine Basis von V ist. [

Folgerung 3.6 (Invarianz der Dimension) Je zwei endliche Basen von V ha-
ben dieselbe Anzahl von Mitgliedern.

Beweis. Sind vy, v, ...,v, und wy,ws, ..., w,, endliche Basen von V', so folgt
aus dem Austauschsatz n < m und m < n, also n = m. OJ

Dieses Faktum erst ermdoglicht die Definition der Dimension von Vektorrdum-
en, die sich {iberhaupt als wichtigste FEigenschaft eines Vektorraums herausstellen
wird.

Definition 3.7 (Dimension) Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum. Die
Anzahl der Mitglieder einer Basis von V' heifit die Dimension von V. Schreib-
weise: dimg V' oder dim V.

Beispiel 3.8 Im K™ bilden die “Einheitsvektoren” ey, e,,..., e, die Standard-
basis. Somit ist dim K™ = n.

Einen Spezialfall der folgenden Aussage haben wir mit dem Dimensionsaxiom der
anschaulichen Vektorrechnung (6.6) schon kennengelernt.

Satz 3.9 Ist V ein Vektorraum der Dimension n, so sind je n + 1 Vektoren
X1, T2, ..y Ty, Ty linear abhdngig. O

Satz 3.10 (Basiserginzungssatz) V sei ein endlichdimensionaler Vektorraum.
Jeder Unterraum U von V' ist dann ebenfalls endlichdimensional. Ferner ldsst sich
jede Basis wy, ws, ..., w, von U zu einer Basis

W1, W2y -« sy Wry Upyg1y...,Un
von V' ergdinzen.

Beweis. Sei n = dim V', Wegen des Austauschsatzes hat jedes (endliche) line-
ar unabhéngige System wy, ws, ..., w, von U hochstens r < n Mitglieder. Wir
konnen daher annehmen, dass r maximal gewihlt ist. Als maximal linear un-
abhéngiges System von U ist wq, ws, ..., w, nach Satz 3.1 eine Basis von U.

Per Austauschsatz (3.5 lédsst sich ferner das in V' linear unabhéngige Sy-
stem wq,ws, ..., w, zu einer Basis der Form wy,ws, ..., w,,v,11,...,v, von V
ergénzen. 0



70 KAPITEL III: VEKTORRAUME UND LINEARE ABBILDUNGEN

Satz 3.11 (Dimension von Unterrdumen) IstU ein Unterraum des endlich-
dimensionalen Vektorraums V so folgt dimU < dim V. Gleichheit dimU =
dim V' qilt genau dann wenn U = V.

Beweis. Sei wq, ws, . .., w, eine Basis von U. Mittels Basisergénzungssatz kénnen
wir dieselbe zu einer Basis wy, ws, ..., w,, Vpy1,...,v, von V ergdnzen. Aus r =
dim U = dim V = n folgt dann, dass wy, ws, . . ., w, zugleich eine Basis von U und
von V ist, woraus durch Ubergang zur linearen Hiille U = (wy,we, ..., wyy =V
folgt. U

Satz 3.12 (Dimensionsformel fiir Unterrdume) Sind Uy, Uy Unterrdume des
endlichdimensionalen Vektorraums V', so gilt

Beweis. Wir veranschaulichen die Verhéltnisse durch das Hasse-Diagramm

Uy + U,

Ul/ \UQ,
N

Ui NUy

wobei die Verbindungslinien die vorhandenen Inklusionen angeben. Zum Beweis
der Dimensionsformel starten mit einer Basis eq, es, . . ., e, von Uy NU,, dem klein-
sten der beteiligten Unterrdume. Wir konnen dann e, es, ..., e, sowohl zu ei-
ner Basis ey, €z,...,¢€s, fi1, f2,..., fp von U; als auch zu einer Basis e, eq, ..., ¢€;,
g1,92, - - -,Gq von Uy ergénzen. Wir behaupten nun, dass die in dieser Konstruk-
tion insgesamt auftretenden Vektoren

(*) €1,€2,...,€, fl)f?a"')fp? 91,92,---,9q

eine Basis von U; + U, bilden, woraus sich die behauptete Formel sofort ergibt.

’ Montag, 5. Januar 2004‘

Jedes Element aus Uy (bzw. Us) ldsst sich aus ey, e, ..., es und fi, fo, ..., fp
(bzw. aus ey, es,...,es und g1, ga, .. ., g,) linear kombinieren. Jedes x € Uy + Uy
ist daher eine Linearkombination der Elemente ei,eq,..., €, fi, f2,..., f, und

91,92, - - -, gy Damit ist (x) ein Erzeugendensystem von U; + Us.
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Zum Nachweis der linearen Unabhéngigkeit von (x) betrachten wir eine ver-
schwindende Linearkombination

s p q
Zai.ei + Z bj.fj + Z Ck.-gr = 0.
j=1 k=1

=1

Es folgt, dass das Element

s p 4q
Z a;.e; + Z bj-fj = Z(—Ck>gk
J=1 1

=1 j= k=

sowohl in U; (betrachte dazu die linke Seite des Ausdrucks) als auch in Uy (be-
trachte dazu die rechte Seite) und folglich in U; N Uy gelegen ist. Daher ist
zundchst ¢, = 0 fiir £ = 1,...,q und dann wegen der linearen Unabhéngig-
keit der Basis ey, es,. .., €5, f1, fo,..., f, von Uy auch a; = 0 (i = 1,...,s) und
bj =0 (j = 1,...,p). Dies zeigt die lineare Unabhéngigkeit von ej,es,...,es,
Ji S oy 915,925+ Gg- O

Anwendung 3.13 (Schnitt von Ebenen) (a) U; und U, seien zweidimensio-
nale Unterrdume des K3, also Ebenen durch 0. Falls die beiden Ebenen
nicht {ibereinstimmen, ist ihr Schnittgebilde eine Gerade durch 0. Wegen
der Dimensionsformel sind nédmlich nur die Méglichkeiten U; = Us bzw.

(b) In hoheren Dimensionen, so dem K* kann es dagegen vorkommen, dass
zwei Ebenen durch 0 nur den Nullpunkt gemeinsam haben. Als Beispiel
betrachten wir die zweidimensionalen Unterrdume U; = K.e; + K.e; und
Uy = K.e3+ K.ey mit dem Durchschnitt U; NU, = {0}. Wie friiher bezeich-
net hier ey, s, €3, e4 die Standardbasis des K*.
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3.4 Das kartesische (direkte) Produkt

Satz 4.1 Sind Vi, Vo Vektorrdume, so ist das kartesische Produkt Vi x Vo =
{(v1,v2) | vy € Vi,u9 € Vo '} bzgl. der komponentenweisen Definition

(v1,v2) + (w1, w2) = (V1 + wy, vz + wy)
a.(v,v2) = (a.vy,a.vq)
von Addition und Multiplikation mit Skalaren wieder ein Vektorraum.

Beweis. durch einfaches Nachrechnen. O

Der Vektorraum V; x V5 heif3t das kartesische Produkt oder gleichbedeutend
das direkte Produkt von V; und V5.

Entsprechend bilden wir das direkte Produkt V; x V5 x --- x V,, fiir mehrere
Faktoren Vi, Vs, ..., V,. Gilt zusétzlich noch V; =V, = ... =V, =V, so ist
hierfiir die Potenzschreibweise V' x - .- x V = V™ gebriuchlich.

Der schon frither besprochene K™ ist somit ein Spezialfall des direkten Pro-
dukts von Vektorrdumen'.

Satz 4.2 (Dimensionsformel direktes Produkt) Sind Vi, Vo Vektorrdume,
so gilt dim V; x V5 = dim V; 4 dim V5.

Beweis. Wir zeigen etwas mehr: Sind ey, es,...,¢e, und fi, fo,..., f,, Basen von
Vi (bzw. von V5), so ist das System

(%) (1,0),...,(€n,0),(0, f1),..., (0, f)

eine Basis von V] x V5. Sind ndmlich v; € V; und vy € V3, so gibt es Darstellungen

v = ai.e1+---+ay.e,
Vo = b1f1++bmfm

von v; und vy als Linearkombinationen, woraus

(Ul,UQ) = (U1,0)+(0,U2)
= (ar.ey+ -+ ap.€,,0) + (0,b1.f1 + -+ b firn)
= aj.(e1,0) + -+ an.(€,,0) + 01.(0, f1) + -+ + b (0, fin)

folgt. Das System (*) ist folglich ein Erzeugendensystem von Vi x V5.
Das System (*) ist auch linear unabhéngig. Aus einer linearen Relation

al-(elao) +ee &n'<€n>0) + bl-(ovfl) +e+ bm(oafm) =0

14 Es kommt fiir die jetzige Betrachtung ersichtlich nicht darauf an, ob wir Elemente als Zeilen
oder Spalten schreiben.
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folgt ndmlich unter Verwendung der obigen Formeln
(arer + -+ ap-en,bi.fi + -+ b fin) = (0,0),
woraus sich die beiden Gleichungen

ai.eg+---+aye, = 0
ergeben. Da eq,es,...,¢e, und fi, fo,..., f,, linear unabhéngig sind, folgt dann

ag = ay = -+ =a, = 0und by = by = --- = b,, = 0, somit die lineare
Unabhéngigkeit von (x). O
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3.5 Lineare Abbildungen

’ Donnerstag, 8. Januar 2004

Lineare Abbildungen benotigen wir, um Vektorrdume zu vergleichen. Es sind
dies diejenigen Abbildungen zwischen Vektorrdumen, die die Vektorraumstruktur
reprasentieren. Eigentlich sind lineare Abbildungen sehr viel wichtiger als die Vek-
torrdume selbst! Der Gehalt dieser Aussage wird mit fortschreitender Vorlesung
zunehmend klarer ins Blickfeld riicken.

Definition 5.1 V und W seien Vektorriume. Eine Abbildung f :V — W heifit
linear, wenn qilt:

flor+v9) = f(v1)+ f(vy) fiir alle vy, v € V, und
flaw) = a.f(v) furallea€e K undveV.

Rechenregeln 5.2 Fiir eine lineare Abbildung f : V — W gelten folgende Re-
chenregeln:

(1) f(Oy) = Ow,
(2) f(=v)=—f(v), fir allev eV,
(3) flay.v1+as.ve) = ay.f(v1)+as. f(v2), fir alle Skalare a; und Vektoren v; € V,

(4) fOC av) =>"0  a;.f(v;) fiir alle Skalare a; und Vektoren v; € V.

Beweis. Zu (1): Auf die in V giiltige Beziehung 0+ 0 = 0 wenden wir f an und
erhalten in W die Beziehung f(0) + f(0) = f(0), aus der durch Subtraktion von
f(0) auf beiden Seiten die Behauptung f(0) = 0 folgt™”.

Zu (2): In V gilt v + (—v) = 0, woraus sich f(v) 4+ f(—v) = f(0) = 0 ergibt.
Es folgt f(—v) = —f(v).

Zu (3) und (4): Dies ergibt sich sofort aus der Linearitéit von f. O

Beispiele 5.3 (1) Die Abbildung f : V — W mit f(v) = 0 fiir alle v € V ist
linear. Schreibweise f = 0.

(2) Die identische Abbildung 1y : V — V mit 1y (v) = v fiir alle v € V ist
linear.

15Wir leiten hier die Eigenschaften (1) und (2) allein aus der Additivitit f(z+y) = f(x)+f(y)
einer linearen Abbildung her. Heranziehen der Vertriiglichkeit f(a.v) = a.f(v) mit der skalaren
Multiplikation liefert wegen 0.0 = 0 und (—1).v = —v natiirlich erhebliche Beweisabkiirzungen
fiir (1) und (2).
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ay
(3) Die Abbildung f: K* — K? | ay | — ( 2 ), ist linear.

as @3
aq

(4) Die Abbildung f: K* — K, | as | — ai + ay + a3 ist linear.
as

(5) Die Abbildung f: K — K3 t+ | t |, ist nicht linear.
t2
t
(6) Die Abbildung f: K — K3, t+— t , ist nicht linear.
1+1¢

Weitere Eigenschaften 5.4 Die Abbildung f : V' — W sei linear. Dann gilt

(1) Ist U ein Unterraum von V', so ist f(U) ein Unterraum von W, den wir das
Bild von U unter f nennen.

(2) Esist f(V) ein Unterraum von W, den wir das Bild von f nennen und mit
Bild(f) bezeichnen.

(3) Ist U ein Unterraum von W, so ist f~1(U) ein Unterraum von V. Wir nennen
f~1(U) das Urbild von U unter f.

(4) Insbesondere ist f~'({0}) ein Unterraum von V, den wir als Kern von f
bezeichnen.

(5) Sind vy, vy, ..., v, linear abhéngigin V', sosind f(vy), ..., f(v,) linear abhéngig
in W.

(6) Sind f(v1),..., f(v,) linear unabhéingig in W, so sind vy, v, ..., v, linear
unabhéngig in V. Die Umkehrung gilt nicht!

Beweis. Zu (1) und (2): Wegen f(0) = 0 liegt 0 in f(U). Sind ferner zwei
Elemente z = f(u1), u1 € U, und y = f(uz), ug € U, in f(U) gelegen, so gilt dies
auch fiir x4+y = f(u; + uz). Analog liegt fiir jeden Skalar a mit z = f(u), u € U,
auch a.x = f(a.u) in f(U). Folglich ist f(U) ein Unterraum von W.

Zu (3) und (4): Wegen f(0) =0 € U liegt 0 in f~!(U). Sind ferner x und y
Elemente aus V mit f(z) € U und f(y) € U, so folgt f(z+y) = f(x)+ f(y) € U.
Es ist damit f~'(U) gegen Bildung von Summen abgeschlossen. Schlieflich gilt
fiir jeden Skalar a und jedes z € f~'(U) die Beziehung f(a.x) = a.f(z) € U, so
dass auch a.z im Urbild von U gelegen ist. Damit ist f~(U) ein Unterraum von
V.
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Zu (5): Sind vy, v9,...,v, linear abhingig in V', so gibt es nicht sdmtlich
verschwindende Skalare ay, as, ..., a, mit ", a;.v; = 0. Aus der Linearitét von
f folgt dann

}:% (v;) = (E:%%>: ) =0.

Damit sind die Vektoren f(v1), f(v2),..., f(v,) in W linear abhéngig.

Zu (6): Bei der ersten Aussage handelt es sich um eine Umformulierung von
(5). Schliefllich macht die Nullabbildung, die bekanntlich linear ist, aus jedem
linear unabhéngigen System vy, v, .. ., v, ein linear abhéngiges System. Dies zeigt
auch die zweite Behauptung. U

Satz 5.5 (1) Sind f : U — V und g : V. — W lineare Abbildungen, so ist die
durch

gof:U—=W, uw g(f(u)

erklirte Verkniipfung™ oder auch Komposition von f und g wieder eine
lineare Abbildung.

(2) Sind f, g : V. — W linear, so ist auch die Abbildung f+g : V — W,
v— f(v) + g(v), linear.

(3) Ist f: V. — W linear, so ist fir jeden Skalar a auch die Abbildung a.f :V —
W, v a.f(v) linear.

Beweis. Zu (1): Sei h = go f, also h(u) = g(f(u)) fir alle u € U, so folgt

h(up +uz) = g(f(ur +ug)) = g(f(wr) + f(uz)) = h(u1) + h(uz)
h(ru) = g(f(ru))=g(rf(w) =r.(9(f(u) = r.h(u)

fiir alle u, uy,us € U und r € K.
Zu (2): Sei h = f + g, also h(v) = f(v) + g(v) fiir alle v € V| so folgt

h(vi +v2) = f(vr+v2) + g(vr +v2) = f(v1) + f(v2) + g(v1) + g(v2)
(f +g)(v1) + (f + g)(v2) = h(v1) + h(v2).

Entsprechend folgt fiir alle Skalare a und Vektoren v € V/

h(av) = f(av)+ g(av) =a.f(v)+ a.g(v)
— a(f) + 9(v) = ah

16Wir werden spiter an Stelle von g o f hiufig einfach gf schreiben.
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Zu (3): Sei h = a.f, so folgt

| |
/\
~
—
=
S~—
+
-
~—
<

DN
SN~—
SN~—

h(vy +v9) = a.f(vq + vg)

h(bv) = a.f(bw)=

= (a-0).f(v) = (b-a).f(v)
b.(a-f(v)) = b.h(v)

Wir beachten, dass im letzten Argument die Vertauschbarkeit von Skalaren (Kom-
mutativitit) verwendet wurde. O

Ist f : V — W eine bijektive Abbildung, so gibt es zu jedem w € W ein
eindeutig bestimmtes v € V mit f(v) = w; Schreibweise: v = f~!(w). Durch die
Zuordnung w +— v mit f(v) = w wird eine Abbildung f~' : W — V erklért,
welche Umkehrabbildung zu f oder auch die zu f inverse Abbildung heift.
Wir beachten, dass die Beziehungen

foft=lwund fof=1y

Y(w) die Eigenschaft f(v) = w hat, folgt nimlich w =
J(w) fir alle w € W und damit 1y = f o f~!. Fiir
Nach Definition von f~! gilt daher f~'(w) = v, also
= f~Yw) = v fiir alle v € V, folglich wie behauptet

gelten”. = f-
f(fJ(w)) o
v €V liegt w = f(v).
fTho flv) = f7H(f(v) =
frof=1v.

Satz 5.6 (Linearitit der inversen Abbildung) f : V — W sei eine bijek-
tive lineare Abbildung. Dann ist die Umkehrabbildung = : W — V ebenfalls
linear.

Beweis. Seien wy, wy € W und vy = f~'(wy), va = [~ (wy). Es gilt somit
f(v1) = wy und f(vy) = wo, folglich f(v; +vy) = f(v )—l—f(w) = wy + wy, woraus
7wy +wy) = v vy = fHwr) + [ (wy) folgt.

Entsprechend gelten fiir jeden Skalar a und jedes w € W mit v = f~(w) die
Beziehungen f(v) = w, somit f(a.v) = a.f(v) = a.w, woraus f~'(a.w) = a.v =

a.f~(w) folgt. O

Definition 5.7 Fine bijektive lineare Abbildung f : V — W heifst Isomorphis-
mus von V nach W. Wir nennen die beiden Vektorraume V und W in diesem
Fall isomorph. Bezeichnung V = W.

st f: V — W eine bijektive Abbildung und U eine Teilmenge von W, so hat f~1(U) zwei
mogliche Interpretationen, einerseits die als Urbild von U unter f und andererseits die als Bild
von U unter f~!. Beide Interpretationen liefern dasselbe Ergebnis!
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Es ist dann f~!: W — V ein Isomorphismus von W nach V. Fiir jeden Vektor-
raum V ist die identische Abbildung 1, : V' — V ein Isomorphismus. Schliellich
ist die Komposition von zwei Isomorphismen stets wieder ein Isomorphismus.
Die Isomorphiebeziehung 22 ist daher reflexiv (V' = V), symmetrisch (V = W
impliziert W = V') und transitiv (U =V und V = W impliziert U = W).

Etwas pauschal formuliert, haben isomorphe Vektorrdume iibereinstimmende
mathematischen Eigenschaften. Wir werden uns schrittweise von der Giiltigkeit
dieser Behauptung iiberzeugen.

Montag, 13. Januar 2004

Satz 5.8 Isomorphe Vektorrdume haben dieselbe Dimension.

Beweis. Sei f : V. — W ein Isomorphismus und vy, vs,...,v, eine Basis von
V. Wir zeigen, dass (x) f(v1),..., f(v,) eine Basis von W ist, woraus durch
Anzahlvergleich folgt, dass V und W dieselbe Dimension n haben.

(%) ist ein Erzeugendensystem: Jedes w aus W hat die Form w = f(v). Da
V1, Vs, ..., U, eine Basis von V ist, ist v eine Linearkombination von vy, v, ..., v,
und folglich w = f(v) eine Linearkombination von f(vy), f(ve), ..., f(v,).

(*) ist linear unabhingig: Sei > " | a;.f(v;) = 0, so folgt dass f(D_ | o;.0;) =
0 = f(0) gilt. Wegen der Bijektivitdt von f erzwingt dies > | a;.v; = 0, woraus
sich wegen der Basiseigenschaft oy = -+ = «a,, = 0 ergibt. 0

Satz 5.9 (Klassifikation endlichdimensionaler Vektorriume)
(a) Hat ein Vektorraum V' die Dimension n, so ist V = K".
(b) Es gilt K™ = K™ genau dann, wenn m = n.

Beweis. Zu (a): Sei vy, vy, ..., v, eine Basis von V. Wir betrachten die schon in
Folgerung 1.15 betrachtete Abbildung

X1

n
h:K"—V, : — E ;U5
T, i=1
Wir wissen, dass h bijektiv ist, da es sich bei vy, vq, ..., v, um eine Basis von V'

handelt. Nachrechnen zeigt ferner, dass h linear ist. Somit ist h ein Isomorphis-
mus.

Zu (b): Falls m = n ist gilt K™ = K", damit sind beide Vektorrdume erst
recht zueinander isomorph. Wir nehmen nun umgekehrt an, dass K™ und K"
zueinander isomorph sind. Nach Satz 5.8 haben dann beide Vektorraume dieselbe
Dimension m = n. [
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Folgerung 5.10 Die endlichdimensionalen Vektorrdume V und W sind genau
dann isomorph, wenn dim V = dim W ist.

Beweis. Falls V und W isomorph sind, haben sie nach Satz 5.8 dieselbe Dimensi-
on. Falls V und W andererseits dieselbe Dimension n haben, folgen K™ = V und
K™= W aus Satz 5.9, Unter Beriicksichtigung von Symmetrie und Transitivitat
der Isomorphiebeziehung ergibt sich dann V' = W. U

Bemerkung 5.11 (Isomorphie und Gleichheit) Wir miissen aufpassen, die
Begriffe Gleichheit und Isomorphie von Vektorrdumen trotz ihrer Ahnlichkeit
nicht durcheinander zu bringen.

Zwei Vektorrdume V und W sind gleich, wenn V und W aus denselben Ele-
menten bestehen und zusétzlich Addition und Multiplikation mit Skalaren fiir
V und W iibereinstimmen.

Andererseits sind beispielsweise die Vektorrdume

T
K? und Ty | 1+ 22 +23=0
x3

zueinander isomorph, da sie beide die Dimension zwei haben.
Aber natiirlich sind diese Vektorrdume nicht gleich.
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3.6 Matrizen und lineare Abbildungen

Wie konstruiert man lineare Abbildungen von V' nach W7 Eine Antwort auf
diese Frage gibt der Satz iiber lineare Fortsetzung. Wir sehen schon an seiner
Formulierung die wichtige Rolle von Basen.

Satz 6.1 (Satz iiber lineare Fortsetzung) V und W seien Vektorrdaume.

(a) Stimmen die linearen Abbildungen f,g:V — W auf einem Erzeugendensy-
stem von V dberein, so folgt f = g.

(b) Ist by, by, ..., b, eine Basis von V und wy,ws, ..., w, ein System von n Vek-
toren aus W, so gibt es genau eine lineare Abbildung f:V — W mit

f(br) = wy, f(b2) = wa, ..., f(bp) = wy.
Es gilt dabei f (> 1 ri.bi) = > 1 rw; fir jede Auswahl der Skalare ;.

Es reicht somit vollig aus, eine lineare Abbildung f : V' — W auf einer festen
Basis von V' zu kennen. Ferner kénnen wir durch beliebige Wertewahl auf der
gewihlten Basis eine lineare Abbildung auf f : V — W festlegen.

’ Donnerstag, 15. Januar 2004‘

Beweis. Zu (a): Wir konnen jedes z € V als Linearkombination x = """ | x;.b;
darstellen. Aus der Linearitdt von f und g folgt dann

flz) = Z%f(bz) = Zﬂﬁzg(bz) =g(x).

Es folgt damit f = g.
Zu (b): Wir definieren f : V — W durch die Formel

i=1 =1

In der Tat definiert diese Formel eine Abbildung, da sich jedes x aus V' eindeu-
tig als Linearkombination x = Y | r;.b; darstellen ldsst. Die Darstellung eines
Basiselements b; als Linearkombination der Basiselemente by, b, . .., b, ist gerade
by =0.by+ - +0.b;_1+ 1.b; + 0.bj41 + - - + 0.b,, so dass f(b;) = w; folgt.

Es bleibt, dass wir uns mit der Linearitdt von f befassen. Sind x = Z?:l x;.b;
und y = > | y;.b; die Basisdarstellungen von = und y aus V, so folgt « + y =
S (z; + y;).b;. Wir erhalten damit

flz+y)= Z(% +yi).bi = Z%bz + Zyi-bi = f(x) + f(y).

i=
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Entsprechend zeigen wir, dass f(a.x) = a.f(x) fiir alle Skalare a gilt. Damit haben
wir die Existenz einer linearen Abbildung f : V — W gezeigt, die auf by, by, ..., b,
der Reihe nach die Werte wy, ws, ..., w, annimmt. Die Eindeutigkeit von f folgt
aus Teil (a). O

Wir befassen uns anschlieBend mit einer wichtigen Folgerungen des Satzes
iiber lineare Fortsetzung, welcher die Beschreibung von linearen Abbildungen
durch Matrizen betrifft. Wir bezeichnen dazu mit M,,, ,(K') die Menge aller m x n-
Matrizen iiber K. Wir werden im folgenden die Mengen

My (K) = (K™)" = (K™)"

miteinander identifizieren, indem wir eine m x n-Matrix A je nach Kontext durch

ihren Spaltenaufbau [sy, sq, ..., s,] als Mitglied des (K™)™ oder durch ihren Zei-
<1

lenaufbau : als Mitglied von (K™)™ auffassen. Insbesondere ist M,, ,(K)
Z’m

beziiglich der argumentweisen Operationen ein Vektorraum der Dimension m - n.

Satz 6.2 (Darstellungsmatrix von f: K" — K™) (a) Jede lineare Abbildung
f i K" — K™ st eindeutig durch thre Darstellungsmatrix

M(f) = [f(er), .., f(en)] € Mpn(K),

vom Format m X n bestimmt, deren Spalten in dieser Reihenfolge die Bilder der

Einheitsvektoren e, es, . .., e, unter f sind.
(b) Sei A umgekehrt eine m x n-Matriz mit den Spalten sy, Sa, ..., Sy, d.h.
aip - Qip
A= o =[81,82,. .., 8]
m1 - Amn

Dann gibt es genau eine lineare Abbildung f : K™ — K™ mit M(f) = A, also
mit f(e;) = s; Diese Abbildung ist formelmdflig gegeben durch

D i1 01T

X

n
f : = Z%Sz =
i=1

n
Tn D im Qi T

Beweis. Der erste Teil des Satzes iiber lineare Fortsetzung zeigt, dass die lineare
Abbildung f : K™ — K™ durch die Folge f(eq), f(ez),..., f(e,) der Bilder der
Einheitsvektoren des K™, also durch ihre Darstellungsmatrix M (f), eindeutig
bestimmt ist.
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Die néchste Aussage, wie auch die Formel, folgt aus Teil (b) des Satzes iiber
lineare Fortsetzung. U

Wir verwenden diesen Satz, um in einem zweistufigen Verfahren die Multipli-
kation von Matrizen einzufiihren.

Definition 6.3 (Matrizenmultiplikation) Sei A eine m x n-Matriz wie oben.

(a) (m x n-Matrix) x Spalte: Sei x eine n x 1-Matriz, d.h. eine n-Spalte.
Dann heifit

n
T1 aiq 21:1 A14-T4

A : = ixz : =
i=1

Ty, Amj Z?:l Qs - Ty
das Produkt der m x n-Matriz A mit dem Spaltenvektor x.

(b) (m x n-Matrix) x (n x p-Matrix): Sei A eine m x n-Matriz und B eine
n x p-Matriz mit dem Spaltenaufbau B = [by, by, ..., by]. Dann heifit

A-B=A- [bl,bQ,,bp] = [Abl,,Abp]
das Matrizenprodukt von A und B.

Satz 6.4 (Berechnung Matrizenprodukt) A sei eine m X n-Matriz und B

eine n X p-Matriz. ey, eq, . .., e, sei die Standardbasis des K™ und x eine n-Spalte.
Dann gilt
(1) Matrix x Einheitsvektor: A-e; = [s1,59,...,8,] € = ;.
sl n
(2)(n-Zeile) x (n-Spalte): (ay,a9,...,a,) - : = Z a;x;.
T, i=1

(3) (m x n-Matrix) x (n-Spalte):

X1 n
A-x = [s1,52,...,8n]" : :sz‘-Si
T, i=1
21T Z1
= = -
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(4) (m x n-Matrix) x (n x p-Matrix):

A-B =
- A [bth,...,bp]
= [A-b,A by, ..., A- b
[ 2 b - 21-b,
Zmbr ooz by
[ Z1 z1 " B
= '[btha'”ubp]:
Zm Zm B
Beweis. Die einzelnen Aussagen ergeben sich direkt aus der Definition. O

Fazit 6.5 (Matrizenprodukt) Das Matrizenprodukt A-B = C lésst sich genau
dann bilden, wenn die Anzahl der Spalten von A mit der Anzahl der Zeilen von
B {ibereinstimmt, d.h. wenn A eine m X n -Matrix und B eine n x p-Matrix ist.

Das Produkt C' = A - B ist dann diejenige m x p-Matrix, deren Eintrage durch
cir, = (i-te Zeile von A) - (k-te Spalte von B) = Z a;;bjk
j=1

gegeben sind (1 <i<m, 1<k <p).

Mit Hilfe der Matrixmultiplikation lasst sich die zuvor behandelte Korrespondenz
zwischen linearen Abbildungen und Matrizen besonders elegant ausdriicken:

Satz 6.6 (Korrespondenz: Lineare Abbildungen und Matrizen) FEs sei
e1,€2,...,¢e, die Standardbasis des K™.

(a) Sei f: K™ — K™ linear mit Darstellungsmatriz M (f) = [f(e1),..., f(en)].
Dann ist A= M(f) eine m x n-Matriz und es gilt

flx)y=A-x firallex e K".

(b) Sei umgekehrt A eine m x n-Matriz. Dann ist die Abbildung
f:K'"—> K" x—A-x

linear mit Darstellungsmatriz M (f) = A.
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Beweis. Bei (a) handelt es sich um eine Umformulierung des ersten Teils von
Satz 0.2, wéhrend (b) aus dem zweiten Teil des genannten Satzes folgt. 0J

Wir sind damit in der Lage — unter geeigneten Voraussetzungen an das For-
mat — Matrizen zu addieren, mit Skalaren oder auch miteinander zu multipli-
zieren. Gleiches konnen wir — unter geeigneten Voraussetzungen an Definitions-
und Wertebereiche — mit linearen Abbildungen tun. Wir erinnern daran, dass
fiir jedes n € N die n x n Einheitsmatrix als

0 1 0
En: . .
0 0 - 1

definiert ist.

Satz 6.7 (Darstellungsmatrizen) Die Zuordnung f +— M(f), von linearen
Abbildungen f: K™ — K™ zu m X n-Matrizen hat die folgenden FEigenschaften.

(1) M(f+g)=M(f)+ M(g) fir alle linearen Abbildungen f,g: K" — K™.

(2) M(a.f) = a.M(f) fir alle linearen Abbildungen f : K" — K™ und Skalare
a.

(38) M(go f) = M(g)- - M(f) fir alle linearen Abbildungen f : K™ — K™ und
g: K" — KP.

(4) M(1gn) = E,, wobei E,, die n x n-Einheitsmatriz bedeutet.

’ Montag, 19. Januar 2004‘

Beweis. Zu (1): Es gilt (f + g)(e;) = f(e;) + g(e;), daher M(f + g) = [f(e1) +
flea), ..., flen)+glen)] = [f(er),..., flen)]+[g(e1),- .., g(en)] und folglich M (f+
g) = M(f)+ M(g). (2) beweist man analog.

Zu (3): Es seien A = M(f), B = M(g) und C = M(g o f). Daher ist A =
lai, ..., a,) mit a; = f(e;). Nach Satz hat g die Form g(z) = B - z. Es ist daher

(g0 f)le:) = g(f(e:)) = g(a;) = B - a;,
damit wegen Satz 6.4/ (4)
M(go f)=[B-a1,B-as,...,B-a,] =B A,

und somit M(go f) = M(g) - M(f).
Zu (4): Als Darstellungsmatrix M (1gn) der identischen Matrix erhalten wir
le1, €9, ..., €e,], also die n x n-Einheitsmatrix. d
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Satz 6.8 (Rechenregeln) (i) Die Menge M,,(n)(K) der m x n-Matrizen bil-
det bzgl. Addition und Multiplikation mit Skalaren einen Vektorraum der
Dimension mn.

(2) Es gilt fiir jede m x n-Matriz A

E, A=A=A-E,

(3) Die Matrizmultiplikation ist assoziativ.

(4) Es gelten die distributiven Gesetze (A+B)-C = A-C+B-C und A-(B+C) =
A-B+A.-C.

(5) Im allgemeinen ist die Matrizmultiplikation nicht kommutativ.

Beweis. Zu (1): Dies ergibt sich aus der Identifizierung M,, ,,(K) = (K™)".
Zu (2): Fiir die lineare Abbildung f : K" — K™, z+— A-z gilt lgmo f = f =
f o 1gn. Durch Ubergang zu den Darstellungsmatrizen folgt unter Verwendung
von Satz 6.7 (3) und (4) die Beziehung E,,- A= A= A-E,.

Zu (3) und (4): Es ist leicht zu sehen, dass die Verkniipfung von Abbildungen
assoziativ und im Fall von linearen Abbildungen auch beziiglich der Summenbil-
dung distributiv ist. Ubergang zu den Darstellungsmatrizen liefert dann wegen
Satz 6.7/ die Behauptung.

Zu(5):SeiA—[O 1]undB—{

0 0 .
10 1 Dann gilt

10 0 0
A'B:[O 0]7él0 1}:B'A'
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3.7 Invertierbare Matrizen

Definition 7.1 FEine n x n-Matriz A heifst invertierbar, wenn es eine n X n-
Matriz B gibt, so dass A-B = FE, = B- A gilt.

In diesem Fall ist B durch A eindeutig bestimmt und heifit zu A inverse
Matriz. Bezeichnung: A~

Zur Eindeutigkeit: Sind B und B’ zu A invers, so folgt
B =B-E,=B-(A-B)=(B"-A)-B=E,-B=B,

also wie behauptet B’ = B. Wir werden iibrigens im néchsten Satz sehen, dass wir
fiir fiir n x n-Matrizen, also fiir quadratische Matrizen, nur einseitig ein Inverses
fordern miissen.

Satz 7.2 (Invertierbarkeit) Fiir eine n x n-Matriz A sind dquivalent:
(1) A ist invertierbar.

(2) Die Multiplikationsabbildung f : K™ — K", x — A-x, mit der Matriz A ist
ein Isomorphismus.

(3) Die Spalten sy, S, ...,S, der Matrix A bilden eine Basis des K™.
(4) Es gibt eine n x n-Matriz B mit A- B = E,.
(5) Es gibt eine n x n-Matriz C' mit C'- A= E,.

In diesem Fall sind die in (4) und (5) auftretenden Matrizen B und C' beide gleich
AL

’ Donnerstag, 22. Januar 2004

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Implikationen

2 = @
4
5)

und danach die Implikationen (1) = (4) = (2).

(2)=(1): Seig: K" — K" diezu f : K" — K", x — A - x, inverse Abbildung.
Aus fog = 1gn = go f folgt durch Ubergang zu Darstellungsmatrizen , dass
M(f)-M(g) = E, = M(g)-M(f) gilt. Daher ist B = M(g) zu A = M(f) invers.
(1)=(5) ist trivial. (5)=(3): Wegen C - A = E,, gilt [C - s1,...,C - s,] =
le1, €9, ..., e,],somit C-s; = e; fiiri = 1,...,n. Daher sind die Spalten s1, so, . .., Sy,

T
3) < (
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der Matrix A linear unabhéingig. Aus > " | o;-s; = 0 folgt nédmlich durch Multipli-
kation mit C' (von links), dass )", a;-e; = 0 gilt und damit alle o; verschwinden.

Nach Satz [3.11 bilden dann sy, s, ..., s, eine Basis von K".
(3)=(2): Die Abbildung f : K" — K", x — A - x, ist linear. Ferner bildet sie
die Standardbasis e, es, . .., e, auf die aus den Spaltenvektoren s, sg, ..., s, von

A bestehende Basis des K™ ab. f ist daher ein Isomorphismus.
(1)=(4) ist trivial. (4)=-(2): Seien by, bs,..., b, die Spalten von B. Wegen A -
B = E, gilt dann [A-by, A-by,..., A-b,| = |e1, €a,...,€,]. Die lineare Abbildung
f: K™ — K" x+ Az, bildet daher die Basis by, bs, ..., b, auf die Standardbasis
e1,€s,...,¢e, ab, ist daher ein Isomorphismus.

Sei nun A - B = E,, dann liefert Multiplikation mit A~! von links, dass
B = A~! gilt. Entsprechend folgt aus C' - A = E,, durch Multiplikation mit A~1
von rechts, dass C' = A~ gilt. 0J

Satz 7.3 (Inverse Matrizen: Rechenregeln) A, B seien n x n-Matrizen. Es
qgilt
(1) Die Einheitsmatriz E,, ist invertierbar und E; ' = E,,.
(2) Ist A invertierbar, so auch A™'. Es gilt dann: (A=1)~1 = A.
(3) Sind A und B invertierbar, so auch A- B. Es gilt dann:
(A-B)yt=B1.- A1,

Wir beachten in (3) die Umkehrung der Reihenfolge!

Beweis. Zu (1): Aus E, - E, = E, folgt, dass FE, zu sich selbst invers ist.
Eindeutigkeit der Inversen liefert die Behauptung.

Zu (2): Die Beziehung A- A™! = E, = A™!. A, die ausdriickt, dass A= zu A
invers ist, lasst sich durch Verkehrung der Rollen beider Faktoren auch so lesen,
dass A zu A~! invers ist, also A = (A71)~! ist.

Zu (3): Es gilt

(A-B)-(B"-A)=A-(B-BY)-A'=A-E,-A'=A-A"'=E,,

Entsprechend folgt (B! - A™') . (A- B) = E, und dann die Behauptung. O

Invertierbare Matrizen und lineare Gleichungssysteme

A sei eine invertierbare n x n-Matrix und b eine n-Spalte. Wir befassen uns
erneut mit dem Losen des linearen Gleichungssystems zur erweiterten Matrix
[A, b]. Dieses Gleichungssystem konnen wir mit Hilfe der Matrixmultiplikation
kompakt in der Form A - x = b darstellen.
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Satz 7.4 (Gleichungssystem mit invertierbarer Matrix) A sei eine inver-
tierbare Matrix. Das lineare Gleichungssystem A -x = b hat genau eine Liosung,
nédmlich x = A=% - b.

Beweis. Einsetzen von o = A™! - b ergibt, dass = eine Lésung von A -z = b ist.
Sei andererseits = eine Losung von A - x = b, so ergibt Links-Multiplikation
mit der Matrix A~!, dass dann # = A~! - b gelten muss. O

Bemerkung 7.5 (Bewertung der Losungsformel) (1) Gegeniiber der algo-
rithmischen Losung von A -z = b durch Umformen von [A|b] auf Zeilenstufen-
form ist es vorteilhaft, dass wir die Losung x durch eine allgemeingiiltige Formel
r = A~!. z angeben konnen.

(2) Diese Formel verdeutlicht zudem die Denkokonomie der Matrizenrech-
nung. Bis auf die Feinheit, dass wir auf die Reihenfolge der Faktoren zu achten
haben, entspricht sie genau der Losung der Zahlengleichung ax = b fiir a # 0.

(3) Zu beachten ist, dass die Formel — anders als der Gauf-Algorithmus —
nur fiir invertierbare Matrizen A gilt.

(4) Ferner ist der Rechenaufwand zu beachten: Wir erzeugen hohen Rechen-
aufwand durch die anschliefend diskutierte Bestimmung der inversen Matrix und
anschliefende Matrixmultiplikation. Im Vergleich schneidet die direkte algorith-
mische Losung von A -z = b besser ab.

Sei A eine invertierbare n x n-Matrix. Wie berechnet man die zu A inver-
se Matrix? Nach Voraussetzung bilden die Spalten von A eine Basis des K".
Zur Bestimmung der zu A inversen Matrix X miissen wir das Matrixproblem
A-X = E, mit X = [21,29,...,2,] 16sen. Vollig gleichbedeutend ist die Auf-
gabe [A - x1,..., A x,] = [e1,...,e,], somit das simultane Losen der linearen
Gleichungssysteme A - x; = ¢; (1 < ¢ < n). Wir wissen, dass diese Losung
durch elementare Zeilenumformungen moglich ist; dieselben kénnen wir simultan
durchfiihren:

Satz 7.6 (Algorithmische Berechnung der inversen Matrix) Eine n X n-
Matriz A ist genau dann invertierbar, wenn thre Zeilenstufenform die Einheits-
matriz E, ist.

In diesem Fall lisst sich [A|E,] durch elementare Zeilenumformungen auf die
Form [E,|B] bringen. Es ist dann B die zu A inverse Matriz.

Beweis. Sei A invertierbar. Wir bringen A durch elementare Zeilenumformungen
auf Zeilenstufenform A’. Da das lineare Gleichungssystem A -z = 0 wegen der
Invertierbarkeit von A nur die Nullosung besitzt, gilt dies auch fir A’ -z =
0. Damit hat A’ den Rang n und ist wegen der Zeilenstufenform folglich die
Einheitsmatrix E,,.
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Wir setzen nun voraus, dass die Zeilenstufenform von A die Einheitsmatrix ist.
In diesem Fall ldsst sich [A|E,] durch elementare Zeilenumformungen zu [E,|B]
umformen. Nach Vorbetrachtung ist A- B = E,,, somit B = A~% O
Wir fithren diese Uberlegungen an einem einfachen Beispiel durch:

1 20
Beispiel 7.7 Gegeben sei die Matrix A = | 2 3 0 |. Wir bringen die erwei-
3 41
terte Matrix [A|Es] durch elementare Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform:
12010 0] (1 2 0|1 0 0]
23 0(010 — 0 -1 0]-21 0]
34 1|00 1 | 0 =2 1|{-3 0 1 |
1 0 0[/-3 2 0] (1 0 0]-3 2 0]
0 -1 0}|-2 1 O — 0102 —-10
0 0 1] 1 =2 1] | 00 1] 1 =2 1]

Es folgt damit, dass A invertierbar ist mit inverser Matrix

-3 2 0
A= 2 =10
1 -2 1
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3.8 Der Rangsatz

Die Eigenschaften einer linearen Abbildung f : V — W werden stark von den
beiden mit ihr verbundenen Unterrdumen Kern(f) = {x € V | f(z) =0} und
Bild(f) = {f(v) | v € V'} — und ihren Dimensionen — bestimmt. Wir richten
unser Augenmerk daher auf:

e den Kern von f, welcher ein Unterraum von V ist;
e das Bild von f, welches ein Unterraum von W ist.

Allein schon die Dimensionen von Kern(f) und Bild(f) geben wichtige Auskunft
iiber f.

Definition 8.1 (Rang) Fliir eine lineare Abbildung f : V. — W heifit die Di-
mension von Bild(f) der Rang von f. Bezeichnung: rg(f).

Ist A eine m x n-Matriz, so erkliren wir den Rang von A als Rang der
zugeordneten linearen Abbildung f : K" — K", x — A - x.

Fiir die durch die m x n-Matrix A gegebene lineare Abbildung f : K" — K™
wird Bild(f) von den Spalten von A aufgespannt. Daher ist der Rang rg(A) von
A die maximale Anzahl eines Systems linear unabhéngiger Spalten von A. Im
Fall einer Matrix von Zeilenstufenform stimmt dieser mit dem frither definierten
Rang iiberein. Wir sprechen daher genauer auch vom Spaltenrang'® von A. Wir
besprechen nun, wie die diskutierten Dimensionen miteinander zusammenhéngen.

Satz 8.2 (Rangsatz fiir lineare Abbildungen) Sei f : V — W eine lineare
Abbildung zwischen endlichdimensionalen Vektorrdumen. Dann gilt

dim V' = dim Kern(f) 4 dim Bild(f).

Da uns — in der Regel — bei gegebenem f die Dimension von V' (und auch
die von W) bekannt ist, bestimmen sich folglich die Dimensionen von Kern(f)
und Bild(f) wechselseitig. Als Regelbezeichnung'” hat sich hier der Rang von f
durchgesetzt.

Beweis des Rangsatzes. Da V' und W endlichdimensional sind, haben auch
Kern(f) und Bild(f) endliche Dimension.

Seien nun (eq, e, . .., €,) eine Basis von Kern(f) und (g1, g2, - . . , g4) eine Basis
von Bild(f). Im ersten Schritt wihlen wir fiir jedes g; (1 < i < ¢) ein Urbild f;
aus V.

18Entsprechend lisst sich der Zeilenrang von A als Maximalzahl linear unabhiingiger Zeilen
von A erkldaren. Wir werden im néchsten Abschnitt sehen, dass Zeilen- und Spaltenrang stets
iibereinstimmen.

9Manchmal ist von der Dimension von Kern(f) als dem Defekt von f die Rede.
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Wir behaupten, dass B := (eq, e, ..,€p, f1, fo,..., f;) eine Basis von V ist,
woraus dann der Rangsatz sofort folgt.
(1) B ist linear unabhéingig: Aus

(a1.61 + a9.€9 4+ -+ ap.ep) + (bl-fl + bg.fg + 4 bq-fq) =0
folgt durch Anwendung von f, dass
bl-gl + 62'92 + -+ bq-gq =0

und dann alle b; verschwinden, da die g;’s eine Basis bilden. Es ergibt sich nun-
mehr
ay.ep + ag.eg + - +ap.e, =0,

woraus das Verschwinden auch der a; folgt.
(2) B ist ein Erzeugendensystem von V: Sei v € V, somit f(v) €
Bild(f) = (g1, 92, - - -, gq)- Wir erhalten also

f(U) = bl-gl + 4 bq-gq = f(blfl +---+ bq-fq)
mit geeigneten Skalaren b;. Es folgt
f(U — (bl-fl + bg.fQ +--F bqfq)) = 0,

somit ist

v — (b f1 +ba.fo+ -+ by fy)

in Kern(f) gelegen, daher von der Form a;.e; + as.ea + - - - + a,.€, mit geeigneten
Skalaren a;. Zusammengefasst:

v=(a1.e; +as.ea +---+ape,) + (bi.fr +ba.fo+ -+ b,.fy). 0

’ Montag, 26. Januar 2004‘

Satz 8.3 (Rangsatz fiir Matrizen) Sei A eine mxn-Matriz und H der Losungs-
raum des homogenen Gleichungssystems A - x = 0. Die Dimension von H ist
gerade n — rg(A).

Beweis. Wir wenden den Rangsatz 8.2 auf die lineare Abbildung f : K" — K™,
x +— A -z an und beachten, dass H = Kern(f) und rg(A) = rg(f) gilt. O
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3.9 Elementarmatrizen

Definition 9.1 Unter einer Elementarmatrix verstehen wir eine Matriz die
aus einer n X n-Finheitsmatriz E, durch eine einzige elementare Zeilenumfor-
mung hervorgeht.

Wir haben wir damit folgende drei Typen von Elementarmatrizen:

(1) Fiir 4 # k die Matrix E%*, die aus E,, durch Vertauschen von i-ter und
k-ter Zeile hervorgeht. Es ist E¥* = EF,

(2) Fiir 4 = 1,...,n und einen Skalar a # 0 die Matrix F‘(«), die aus E,
durch Multiplikation der i-ten Zeile mit dem Faktor a hervorgeht.

(3) Fiir i # k und einen beliebigen Skalar o die Matrix E**(«), die aus E,
durch Addition des a-fachen der k-ten Zeile zur i-ten Zeile hervorgeht.

Somit gilt beispielsweise fiir ¢ < k

Ei,k —

[ 1

l

k

1

?

k

Y

E*(a) =

1

Hinweis. Elementare Spaltenumformungen der Einheitsmatrix fithren auf die-
selben Typen von Matrizen.

Satz 9.2 (Elementarmatrizen und elementare Zeilenumformungen)

(a) Elementare Zeilenumformungen (bzw. Spaltenumformungen) ergeben sich
gerade durch Linksmultiplikation (bzw. Rechtsmultiplikation) mit einer Element-
armatriz.

(b) Jede Elementarmatriz ist invertierbar und ihre Inverse ist wieder eine
Elementarmatriz.

(¢) Der Spaltenrang einer Matriz dndert sich nicht durch elementare Zeilen-
oder Spaltenumformungen.

Beweis. Wir verwenden momentan ey, es, .
basis des K™ in Zeilenform.
ai

.., e, zur Bezeichnung der Standard-

Zu (a): Sei A = eine im Zeilenaufbau gegebene n x p-Matrix, so ist
anp,

e; - A = a;. Die Behauptung (a) folgt dann unmittelbar hinsichtlich der Zeilenum-
formungen. Der Beweis fiir elementare Spaltenumformungen verlduft analog.

Zu (b): Von einer Elementarmatrix £ kommen wir durch eine einzige elementare
Zeilenumformung zur Einheitsmatrix FE,, zuriick. Nach (a) gibt es daher eine

Elementarmatrix £’ mit £’ - E = E,,.
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Zu (c): Wegen (b) reicht es zu zeigen, dass die m x n-Matrizen A, A - B und
C'- A denselben Spaltenrang haben, wenn B eine invertierbare m x m-Matrix und
C eine invertierbare n x n-Matrix ist.

Ubersetzt in die Sprache der linearen Abbildungen miissen wir namlich nach-
weisen, dass fiir eine lineare Abbildung f : K™ — K™ die linearen Abbildungen
f, fogund ho f denselben Rang haben, falls g : K™ — K™ sowie h : K™ — K"
Isomorphismen sind. Offensichtlich haben — wegen g(K™) = K™ — die beiden
Abbildungen f und f o g dasselbe Bild und daher denselben Rang. Da ferner h
ein Isomorphismus ist, sind Bild(f) = f(R™) und Bild(ho f) = h(fR™) isomorph,
somit haben auch f und h o f denselben Rang. U

Die Zeilenstufenform einer invertierbaren Matrix ist die Einheitsmatrix. Es
folgt:

Satz 9.3 (Invertierbare Matrizen und Elementarmatrizen) Jede invertier-
bare n X n-Matriz A ist darstellbar als Produkt von Elementarmatrizen.

Beweis. Als invertierbare Matrix ldsst sich A durch elementare Zeilenumformun-
gen zur Einheitsmatrix umformen. Dabei entspricht jeder Umformungsschritt der
Linksmultiplikation mit einer Elementarmatrix.

Es gibt daher Elementarmatrizen Fjy, Fy, ..., Fs mit

FngFlA:En

Folglich ist A = Fy'- Fy'--- 7! ein Produkt von Elementarmatrizen. U

Folgerung 9.4 Jede invertierbare n x n-Matrix ist ein Produkt von Elementar-
matrizen. U

Jede invertierbare Matrix erhalten wir aus der n x n-Matrix durch eine Folge
elementarer Spaltenumformungen. Aus Symmetriegriinden gelten entsprechende
Aussagen fiir elementare Zeilenumformungen.

Jede m x n-Matrix A ldsst sich durch elementare Zeilenumformungen auf
Zeilenstufenform und analog durch elementare Spaltenumformungen auf Spal-
tenstufenform®” bringen.

Satz 9.5 Zu jeder m x n-Matriz A gibt es eine invertierbare Matrizen (Q und R,
so dass Q) - A Zeilenstufenform und A - R Spaltenstufenform hat.

29Dies bedeutet, dass durch Vertauschen von Spalten und Zeilen eine Matrix von Zeilenstu-
fenform entsteht.
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Beweis. Durch elementare Zeilenumformungen ldsst sich A auf Zeilenstufenform
bringen. Damit gibt es Elementarmatrizen E1, E», ..., E,, sodass Fy-Ey---E- A
Zeilenstufenform hat**. Das Produkt Q = E; - Ey--- E, ist eine invertierbare
Matrix mit der gewiinschten Eigenschaft.

Der Beweis fiir die Spaltenstufenform verlduft analog. 0

Satz 9.6 Jede m x n-Matriz A ldsst sich durch zulissige Zeilen- und Spalte-
numformungen auf die Form
E. 0
(5 0)

bringen, wobei E, die r X r-Einheitsmatriz ist und die Symbole O fiir Nullmatrizen
geeigneten Formats stehen.
Dabei ist r der Spaltenrang von A.

Beweis. Durch elementare Zeilenumformungen bringen wir A zunéchst auf Zei-
lenstufenform. In den r Stufen dieser Matrix stehen die ersten r Vektoren ey, es, ..., €,
der Standardbasis.

Diese Spalten bringen wir anschliefend durch elementare Spaltenumformun-
gen in die ersten r Positionen; von den verbleibenden Spalten wissen wir, dass
sie Linearkombinationen von eq,es, ..., e, sind. Dieselben kénnen daher durch
weitere elementare Spaltenumformungen zu Null umgeformt werden. O

Satz 9.7 Sei A eine m X n-Matriz vom Spaltenrang r. Dann gilt:
(a) Es gibt Elementarmatrizen Ey, Es, ..., Es bzw. Fy, Fy, ..., F;, so dass

El.EQ...ES.A.Fl.FQ...Ft:(%“ 8)

(b) Es gibt invertierbare Matrizen Q und R, so dass

E. 0
oan-(50)
Beweis. (a) ergibt sich unmittelbar aus dem vorangehenden Satz. Aussage (b)
folgt dann aus (a). O

Als Anwendung dieser Uberlegungen erhalten wir jetzt die Ubereinstimmung
von Zeilen- und Spaltenrang.

Satz 9.8 (Zeilenrang=Spaltenrang) Fir jede m x n-Matriz A stimmen Zei-
lenrang (die maximale Anzahl eines Systems linear unabhingiger Zeilen) und der
Spaltenrang (die maximale Anzahl eines Systems linear unabhingiger Spalten)
tiberein.

21Tn der hier verwendeten Schreibweise nicht F; mit der ¢ x i-Einheitsmatrix verwechseln!
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Beweis. Durch elementare Zeilen- und Spaltenumformungen lésst sich A zu einer

Matrix
E. 0
5=(% 1)

umformen. Bei dieser Umformung bleiben Zeilen- und Spaltenrang erhalten. Er-
sichtlich stimmen fiir B Zeilen- und Spaltenrang iiberein, also auch fiir A. O
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4.1 Weshalb Determinanten?

’ Donnerstag, 29. Januar 2004

Es gibt drei Problemfelder, fiir welche Determinanten von groffem Nutzen
sind:

1. Die formelméBige Uberpriifung der linearen Unabhéngigkeit eines Systems
von n Vektoren des K™,

2. Die formelméaflige Losung eines linearen Gleichungssystems A -z = b mit
invertierbarer Matrix A,

3. Die formelméfBige Berechnung der inversen Matrix einer invertierbaren Ma-
trix A.

Der Fall n =2

Es macht Sinn, dass wir zunéchst den Fall von 2 x 2-Matrizen anschauen.

a

Satz 1.1 Fir eine 2 x 2-Matriz A := { . ] sind dquivalent:

d
(1) Die Spalten von A sind linear unabhdngig.

(2) A ist invertierbar.

(3) Die Determinante |A|:= ad — be ist von Null verschieden.
In diesem Fall ist die inverse Matriz durch die Formel

L1 [d b
R

gegeben.

Beweis. Die Implikation (1) < (2) kennen wir schon. (3) = (2): Produktbildung

liefert , p ;
a — 1 0
BRI R R R P

woraus die Behauptung sofort folgt.
(2) = (3): Wir nehmen an, dass A invertierbar ist und erhalten daher eine

Matrixgleichung
a bl e f|_|10
c d g h| |0 1]

aus der wir — beispielhaft fiir ¢ # 0 — die Gleichungen

ac+bg = 1
ce+dg = 0
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extrahieren. Subtraktion des c-fachen der ersten von dem a-fachen der zweiten
Gleichung liefert
(ad — cb)g = —c,

woraus |A| # 0 folgt. Ahnlich argumentieren wir, falls ein anderer Eintrag von A
nicht Null ist. U

Losungsformel fiir A-z =05

Satz 1.2 (Cramersche Regel) Seien

A= {an CL12} und b = [bl ]
a21 A2 by
Wir setzen voraus, dass A invertierbar ist.
Die eindeutig bestimmte Lisung des Gleichungssystems ist dann durch

by ai ayp by
b2 929 21 b2
Ty = 9 Ty =

ai; a2 11 a2

Ag22 A2 a21 A2
gegeben.
Beweis. Bilde das Produkt A~! - b mit der diskutierten Formel fiir A=!. O
Der Fall n =3

In Kapitel 1 haben wir gesehen, wie mit Hilfe des Spatprodukts eine formelméfige
Uberpriifung der linearen Unabhingigkeit eines Systems von drei Vektoren des i
tatséchlich moglich ist. Die Cramersche Regel hat dort gleichfalls eine Losungsfor-
mel fiir lineare Gleichungssysteme mit invertierbarer 3 x 3-Matrix ergeben. Zum
dritten Punkt verfiigen wir bisher “nur” iiber algorithmische Losungsverfahren.
Wir erinnern ferner an die Riickfithrung von 3 x 3-Determinanten auf solche vom
Format 2 x 2 durch “Entwicklung” der Determinante.
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4.2 Existenz von Determinanten

Sinngeméf lassen sich die fiir n = 2 und n = 3 dargestellten Ergebnisse auf hohere
Dimensionen n verallgemeinern. Hauptschwierigkeit ist dabei die Determinan-

tendefinition selbst, da es nicht so klar ist, wie die Formel @ = ad — be

b
d
und die entsprechende Formel fiir n = 3 auf héhere Dimensionen zu iibertragen
ist.

Gerade noch fiir n = 3 gibt es eine dhnlich “leichte” Formel, die Sarrussche
Regel, welche |A| als Summe von 6 Produkten (jeweils von drei Matrixeintriagen)
mit zusétzlich alternierendem Vorzeichenfaktor darstellt.

Die Leibnizsche Formel, die wir erst am Ende dieses Kapitels behandeln,
stellt generell — die Falle n = 2, 3 verallgemeinernd — eine n X n-Determinante
als Summe von n! Summanden mit alternierenden Vorzeichen dar; diese Sum-
manden sind ihrerseits Produkte aus jeweils n Matrixeintragen.

Satz 2.1 (Kennzeichung der Determinantenfunktion) Es gibt genau eine
Funktion

det : M,(K) — K, [ay,a9,...,a,] — det(ay,as, ..., a,)

mit folgenden Figenschaften:

(D 1) det ist linear in jeder Spalte, d.h. es gilt stets

det(ay,...,a; +a,...,ay,) = det(ay,...,a;,...,a,)+det(ar,...,a;, ..., a,)

det(ai, ..., A\aj,...,a,) = X-det(a,...,a;...,ap).

(D 2) det(A) =0, wenn die Spalten von A linear abhingig sind.
(D 3) det(E,) =1.

Diese Funktion det nennen wir Determinantenfunktion. Fiir eine n x n-Matrix
A nennen wir |A| := det(A) die Determinante von A.

Der Nachweis der Eindeutigkeit von det beruht auf folgendem einfach zu be-
weisenden Hilfssatz.

Lemma 2.2 (Einfache Eigenschaften) Die Funktion D : M, (K) — K habe
die Figenschaften (D 1) und

(D 2’) Hat A zwei gleiche Spalten, so ist D(A) = 0.
Dann gilt

(a) Bei Vertauschen zweier Spalten dndert D(A) das Vorzeichen.

(b) Bei Multiplikation einer Spalte von A mit einem Faktor A\ dndert sich
D(A) um den Faktor \.
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(¢) Der Wert D(A) dndert sich nicht, wenn wir ein Vielfaches einer Spalte
zu einer anderen Spalte addieren.

(d) D erfiillt die Bedingung (D 2).
Wir kénnen daher Determinantenfunktionen auch durch die Bedingungen (D 1),

(D 2’) und (D 8) definieren.
Beweis. Zu (a): Wir nehmen i # k an und werten die Formel
0=D(ay,..., ai+ag,..., a;+ag,...,a,)

unter Verwendung der Linearitét (D 1) und der Bedingung (D 2’) aus.
Zu (b): Dies ist durch die geforderte Linearitét von D in den Spalten abgedeckt.
Zu (c): Wir nehmen i < k an und erhalten wegen (1)

D(ay,ag, ... a5 ..., ap+Na;,...,a,) =

D(ay,ag,. .. G5 ... Q.o yan) FAD(ar, .oy Qi yeeny Gy, ay) .

J/

=0
Der Fall k£ < ¢ wird analog behandelt.
Zu (d): Wir nehmen an, dass die Spalten ay,a,,...,a, der Matrix A linear
abhéngig sind. Dann l&sst sich eine von ihnen, sagen wir a, als Linearkombination
der iibrigen schreiben. Durch sukzessive Addition von Vielfachen von Spalten a;
mit 7 # k ldsst sich dann A zu einer Matrix A’ umformen, deren k-te Spalte Null
ist. Wegen (c) gilt D(A) = D(A’). Andererseits ist wegen (b) D(A’) = 0. O

Nachweis der Eindeutigkeit

Wir nehmen an, dass det und det’ beide die Eigenschaften (D 1), (D 2) und (D 3)
haben. Falls die Spalten aq,as, ..., a, der Matrix A linear abhéngig sind, liefern
sowohl det als auch det’ auf A den Wert Null. Beide Funktionen stimmen also
auf nicht invertierbaren Matrizen iiberein.

Sei nun A eine invertierbare n x n-Matrix. In diesem Fall entsteht A aus der
Einheitsmatrix F),, durch eine Folge elementarer Spaltenumformungen. Das Lem-
ma 2.2 zeigt uns, dass sich det und det’ unter elementaren Zeilenumformungen
identisch verhalten und folglich det(A) = det’(A) gilt. O

Existenzbeweis und Rekursionsformel

Der folgende Existenzbeweis liefert zugleich ein rekursives Berechnungsverfahren
fiir die Determinantenabbildung. Mit anderen Worten zeigen wir die Existenz
einer Determinantenabbildung det : M,,(K) — K durch Induktion nach n.

Der Fall n = 1: Hier erfiillt die det : M;(K) — K, (a) — a alle Anforderungen.
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Der Fall n > 1: Wir nehmen an, dass wir schon eine Determinantenfunktion
det,,_ fiir (n — 1) x (n — 1)-Matrizen haben und konstruieren dann eine det,, fiir
n x n-Matrizen:

Fir A € M,,(K) sei A die durch Streichen von i-ter Zeile und k-ter Spalte
aus A entstehende (n — 1) x (n — 1)-Matrix. Wir fixieren dann einen Zeilenindex
7 und setzen

n

(%) det,,(A) = > (=1)"" a;; - det,_1(Aj;)

j=1
(sogenannte Entwicklung nach der i-ten Zeile).

Wegen Lemma 2.2] geniigt es zu zeigen, dass det,, den Eigenschaften (D 1),
(D 2’) und (D 3) einer Determinantenfunktion gentigt.

Zu (D 3): Im Fall der Einheitsmatrix A = F,, bleibt von (*) nur der Summand
(—1)"*"det(E,_1), so dass det,(FE,) =1 folgt.

Zu (D 1): Die Linearitét von det,, in den Spalten ist leicht zu verifizieren.

Der Kern des Beweises ist der Nachweis von (D 2’). Wir beschrénken uns
fiir den Nachweis auf den Fall von zwei gleichen benachbarten Spalten ap = g
fir [ = k+ 1. Dann hat A;; fiir j ¢ {k,[} ebenfalls zwei gleiche Spalten und
det,,—1(A;;) verschwindet. Ferner ist A;;, = A; und somit nach (*)

detn(A) = (—1)"*det,_ (Au) + (—1)det,_; (Ay) = 0. o
’ Montag, 2. Februar 2004

Explizite Berechnung der Determinante

Der gerade diskutierte Eindeutigkeitsbeweis sagt uns zugleich, wie wir det(A)
explizit bestimmen konnen.

Sei A eine n x n-Matrix. Durch elementare Spaltenumformungen kénnen
wir A auf Spaltenstufenform A’ bringen. Falls A’ von der Einheitsmatrix verschie-
den ist, hat A" und damit auch A einen Rang < n. In diesem Fall ist det(A) = 0.

Andernfalls ist A invertierbar und A’ = FE,,. Somit hat A’ die Determinante 1.
Ferner wissen wir (Lemmal), wie elementare Spaltenumformungen den Wert der
Determinante &ndern. Nur das Vertauschen zweier Spalten und die Multiplikation
einer Spalte mit dem Faktor A\ # 0 liefern einen Beitrag, ndmlich —1 bzw. .

Zusammenfassung 2.3 Wir protokollieren die fiir die Umformung der inver-
tierbaren Matrix A zur Einheitsmatriz notwendigen elementaren Spaltenumfor-
mungen, genauer notieren wir:

1. die Faktoren A1, Ao, ..., s der verwendeten Multiplikationen von Spalten,
und

2. die Anzahl t der Spaltenvertauschungen.
Es ist dann det(A) = (—=1)"/T[;_; \i -
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Beispiel 2.4 (Determinantenberechnung) Zu berechnen sei die Determinan-
1 35
te der 3 x 3-Matrix | 1 2 3
3 2 3
Mit o' (4, j), m/(i, \), (i, j, &) bezeichnen wir die Spaltenumformungen “Ver-
tauschen von i-ter und j-ter Spalte”, “Multiplikation der i-ten Spalte mit A # 0”
bzw. “Addition des a-fachen der i-ten Spalte zur j-ten Spalte”. Dann gilt

1 0 0
1.d/(1,2,-3) und @'(1,3, =5) liefern | 1 —1 -2
3 =7 —12
1 00
2.d(2,1,1),d'(2,3,—1/2) und m’(2,—1) liefern dann | 0 1 0
-4 7 2

3. d'(3,1,2),d'(3,2,—7/2) und m/(3,1/2) liefern schlieflich die Einheitsma-

trix.

Fazit. FEs gab keine Spaltenvertauschungen. Zwei Spaltenmultiplikationen mit den
Faktoren —1 bzw. 1/2 traten auf. Die Determinante von A ist demgemdff —2.



104 KAPITEL IV: DETERMINANTEN

4.3 Entwicklungssatz

Satz 3.1 (Kennzeichnung der linearen Unabhingigkeit) Seiaq,as,..., a,
ein System von Vektoren des K™. Aquivalent sind:

(1) ay,as, ..., a, ist linear unabhingig.

(2) ay,as, ..., a, ist eine Basis des K".

(3) Es ist det(ay,as, ..., a,) # 0.

Beweis. Die Aquivalenz von (1) und (2) kennen wir schon. (3) = (1): Falls
ai,as, ..., a, linear abhéngig ist, folgt nach Definition der Determinantenfunktion
(Eigenschaft (2)), dass det(ay, ag, ..., a,) = 0. Falls diese Determinante ungleich
Null ist, sind daher aq, as, ..., a, linear unabhéngig.

(1) = (3): Sei umgekehrt aq, ay, . .., a, linear unabhéngig. Dann l&sst sich die
Matrix A = [a1,ag, ..., a,| durch elementare Spaltenumformungen zur Einheits-
matrix £, umformen. Bei dieser Umformung &ndert sich die Determinante um

einen Skalar # 0. Wegen det(FE,,) # 0 folgt dann det(A) # 0. O

Satz 3.2 (Entwicklung nach der i-ten Zeile) Die Determinante einer nxn-
Matriz A lisst sich rekursiv durch Entwicklung nach jeder Zeile (hier der i-ten)

berechnen:
n

det,(A) = (=1)"" a;; - dety_1(Aj).
j=1
Beweis. Die Formel ist Bestandteil des Existenzbeweises fiir Determinantenfunk-
tionen. O

Bemerkung 3.3 Fiir kleine Werte von n empfiehlt sich die Determinantenbe-
b

rechnung nach dieser Methode. Fiir n = 2 ergibt sich sofort die Formel ' (i 4=
ad — be. Fiir grofies n sind wir besser bedient mit der diskutierten Vereinfachung

von A durch elementare Zeilenumformungen.

Spezialfall: Sarrussche Regel

11 Aiz2 13
Wir berechnen | as; a9 ass | durch Entwicklung nach der ersten Zeile und

a31 daz2 G33
erhalten
Q21 A22
a31  asz

Q22 A23 Q21 A23
a3z Q33 a31 as3
= Q11 Q22 a33 + G12 23 A31 + A13 Q21 G32

(@11 ags ase + a1z ag ass + a3 ass asy),

aiy — ais + a3

somit gerade die Sarrussche Regel, die wir schon in Kapitel [1! gesehen haben. [
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4.4 Der Determinantenproduktsatz

Beim néchsten Satz handelt es sich um eine niitzliche Vorbereitung zum Deter-
minantenproduktsatz.

Satz 4.1 Sei vi,vs,...,v, ein System von Vektoren des K"; ferner sei A eine
n X n-Matriz. Dann gilt

det(A- vy, A vy, ..., A-v,) =det(A) - det(vy,ve,...,v,).
Beweis. Wir fixieren A und betrachten die Abbildung

d:M,(K)— K, |[v,v9,...,0,] +— det(A-vy,...,A-v,)
— det(A) - det(vy, va, ..., v,).

Diese Abbildung ist linear in den Spalten vy, vs, ..., v,, sie verschwindet auf li-
near abhéngigen Systemen und ebenfalls auf der Einheitsmatrix FE,,. Eine leichte
Variante des Eindeutigkeitssatzes zeigt, dass d die Nullabbildung ist. 0

Satz 4.2 (Determinanten-Produktsatz) Seien A und B beides nxn-Matrizen.
Dann gilt
|A-B| = |A]-|B].

Beweis. Wir beschreiben die Matrix B durch ihren Spaltenaufbau B = [by, bs, . .., b,]
und erhalten A- B = [A - by,..., A" b,]. Der vorangehende Satz liefert die Be-
hauptung. O

Folgerung 4.3 (Determinantenformel fiir inverse Matrix) Ist A eine in-
vertierbare n x n-Matriz, so folgt

1

ATl = —.
T

Beweis. Aus A- A™! = E, folgt |A] - |[A7| = 1. O
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4.5 Transponieren

Die Determinante dndert sich nicht beim Vertauschen von Zeilen und Spalten,
dem sogenannten Transponieren .

’ Donnerstag, 5. Februar 2004

Satz 4.1 (Invarianz unter Transponieren) Fir jede n x n-Matriz A gilt

Al = |A"].
aip -+ Qin
Dabei bezeichnet A" die zu A = Do transponierte Matrix A" =
Uni
Ay e gy
, welche aus A durch Spiegeln an der Hauptdiagonalen entsteht.
A1y o Ay

Hinweis 4.2 (ohne Beweis). Man tiiberlegt sich leicht (A")" = A und (A-B)" =

Btr . Atr'
Beweis von |A| = |A"|: Wir miissen zeigen, dass d : M,,(K) — K, A — det(A™),
eine Determinantenfunktion ist. Fiir A = [ay, ag, . . ., a,] hat A" den Zeilenaufbau
tr
ay

. Wir zeigen, dass d die Eigenschaften (D 1), (D 2) und (D 3) einer

tr
an

Determinantenfunktion erfiillt.

(D 3) ist klar, da E" = E,, gilt.

(D 1) Durch Entwicklung von det(A"™) nach der i-ten Zeile folgt, dass A —
det(A™) in der i-ten Spalte von A linear ist.

(D 2) Wir nehmen an, dass die Spalten von A linear abhéngig sind. Wegen
der Gleichheit von Zeilenrang und Spaltenrang sind dann die Spalten von A"
linear abhéngig und d(A) = det(A") = 0 folgt. O

Wir kennen schon die Entwicklung der Determinante einer Matrix nach einer
Zeile. Der gerade behandelte Satz zeigt, dass wir bei der Determinantenrechnung
generell Zeilen und Spalten vertauschen kénnen. Dies liefert:

Satz 4.3 (Spaltenentwicklung der Determinante) Ist A eine nxn-Matriz,
so gilt fir jedes k =1, ... ,n die Spaltenentwicklung

n

Al =Y (1) ag - [Aul. O

i=1
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Wie friiher bedeutet dabei A;;, die aus A durch Streichen von i-ter Zeile und k-ter
Spalte hervorgehende n x n-Matrix.
Eine schone Anwendung der Entwicklungsformeln ist:

Satz 4.4 (Die Determinante einer Dreiecksmatrix) Sei

a;;  * % *
0 a9 * *
A= : *
0 -+ 0 @Gp_1p-1 *
o --- 0 0 Ann

eine obere Dreiecksmatriz. Dann gilt |A] = a1y - agg -+ - Qpp -

Beweis. Wir verwenden Induktion nach n. Fiir n = 1 ist alles klar. Fiir n > 1
entwickeln wir |A| nach der letzten Zeile und erhalten |A| = ay, - |Ann|. Dabei
ist A, eine (n — 1) x (n — 1)-Matrix von oberer Dreiecksform, die nach Indukti-
onsvoraussetzung die Determinante aqq - - - a,_1,_1 hat. [

Folgerung 4.5 Das entsprechendes Resultat gilt auch fiir untere Dreiecksmatri-
zen.

Beweis. Transponieren macht aus einer unteren eine obere Dreiecksmatrix. Die
Determinante dndert sich dabei nicht. 0

Effiziente Berechnung von Determinanten

Durch Kombination der Verfahren

e Elementare Zeilen- bzw. Spaltenumformungen

e Entwicklung nach Zeilen bzw. Spalten.

formen wir die zu berechnende Determinante solange in eine Summe von Deter-
minantentermen um, bis fiir die verbleibenden Determinanten der Wert sofort
ablesbar ist, etwa nur noch die Berechnung der Determinanten von Dreiecksma-
trizen oder die von 2 x 2-Matrizen {ibrig bleibt oder zum Bespiel ein Induktions-
argument greift.

Als Beispiel berechnen wir fiir gegebene Skalare aq, ao, . . ., a, die Vandermon-
desche Determinante.

Satz 4.6 (Vandermondesche Determinante) FEs gilt

1 a a® - a}?
2 n—1
1 ay a3 --- a,
Vn = . . . . - | | (ak - ai)'
) ’ '2 ’ 1<i<k<n
1 a, a; an”~
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Beweis. Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach n. Fiir n = 1 ist die
Behauptung korrekt*. Wir nehmen nun an, dass die Behauptung fiir Matrizen des
Formats (n — 1) x (n — 1) richtig ist. Fr den Induktionsschritt subtrahieren wir,
rechts beginnend, jeweils wir das a;-fache der Vorgéangerspalte von der aktuellen
Spalte des Determinantenausdrucks von V,,, erhalten somit ohne Anderung des
Determinantenwerts als neue i + 1-te Spalte

ai a’fl 0

al ab ! (ay —ay)as!
. — a1 =

a, a, (an — ar)a;

fiir alle © = 1,...,n — 1. Die erste Spalte bleibt dabei unveréandert. Es ist somit
1 0 0 e 0
1lay—ar (as—ay)ay - (az—ay)ay™?
V., =|1las—a1 (az—ay)as --- (az— ay)ay >

1la,—ay (an—ay)a, -+ (a, —ap)a” >

Durch Entwicklung der Determinante nach der ersten Zeile von ergibt sich

1 ay a2 - ay)?

1 a3 a2 --- ay?
Vi = (an — a1)(an-1 —a1) -+ (a2 — ay) -

1 a, a®> -+ a*?

Nach Induktionsvorraussetzung hat die verbleibende (n—1)x (n—1)-Determinante
den Wert [T, j<,(ar — a;), woraus der behauptete Ausdruck fiir V,, folgt. [

'Hier verwenden wir die Konvention, dass ein Produkt aus null Faktoren gleich Eins ist.
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4.6 Cramersche Regel, Determinantenformeln

Die Cramersche Regel gilt nicht nur fiir n = 2 (Satz [1.2) und n = 3 (Satz 0.4),
sondern generell.

Satz 4.1 (Cramersche Regel) Sei A-x = b ein lineares Gleichungssystem mit
invertierbarer Matriz mit dem Spaltenaufbau A = [ay, as, . .., ay,]. Die Koordina-
ten der eindeutig bestimmten Lisung x des Systems sind dann gegeben durch

_|bag,as, ..., a, Cag,.b, g _ay, . a1, 0]

T = |A| N |A‘ N |A|

In der Formel fiir x; steht b in der i-ten Spalte. Bemerkenswert ist die Einfachheit
des anschlieSfenden Beweises.

Beweis. Es ist A-z = )")_, zy.a;, = b. Es folgt

n
det(al,...,ai,l,b,aiﬂ,...,an) = E det(al,...,ai,l,ak,aiﬂ,...,an)
k=1
= z;-det(ay,...,a,). O

Definition 4.2 Fiir eine n x n-Matriz A heif§t
A = (o) mit ag, = (—1)7F| Ayl
die zu A adjungierte Matrix.
Satz 4.3 (Adjungierte Matrix) Fiir jede n X n-Matriz A gilt
A-AY = |AlLE, = A . A.

Beweis. Wir berechnen den (i,[)-Eintrag b; des Produkts A - A%,
Fall i = [: Nach Definition von A% erhalten wir

n

bi = E Ak Ok
k=1
n

= > (1) aalAul = 4]

k=1

unter Verwendung der Entwicklung von |A| nach der i-ten Zeile.
Fall i # [: Analog ist fiir ¢ # [

n

by = E Ak Ol
k=1
n

= > ()" Fayl Ayl = |4

k=1
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die Zeilenentwicklung derjenigen Matrix A’ nach der [-ten Zeile, die aus A durch
Ersetzen der I-ten Zeile durch die i-te Zeile entsteht. Da A" zwei gleiche Zeilen
hat (die i-te und die [-te), ist |[A’| = 0 und die Behauptung bewiesen. O

Als Folgerung ergibt sich sofort:

Satz 4.4 (Determinantenformel fiir inverse Matrix) Fiir jede invertierba-

re Matrix A gilt

1
— A, 0
| Al

Al =
4.6.1 Matrizen von Blockdreiecksform

Satz 4.5 Fir Matrizen in Blockdreiecksform (mit quadratischen Matrizen A und

C) gilt
A|B
Se| =i

Beweis. Sei C eine m x m-Matrix. Wir fixieren A und B und betrachten die

Abbildung
d: M, (K) — K, XH' 61 Y ‘—|A\-|X|.

Es ist klar, dass die Abbildung d in den Zeilen von X linear ist und im Fall linear
abhéngiger Zeilen von X verschwindet. Ferner sehen wir durch Entwicklung nach
den letzten m Zeilen ein, dass d(E,,) = |A| — |A| = 0 gilt. Eine Variante des
Eindeutigkeitsbeweises fiir Determinanten zeigt, dass d = 0 gilt. U

Folgerung 4.6 Sei

[ A, % |
0 Ay =«
A= : . . :
0o -~ 0 A, *
| 0 - 0 0 An_

eine Matriz in Blockdreiecksform mit Diagonaleintrdagen A;, die quadratische Ma-
trizen sind. Dann gilt

|A| = |A1| : |A2|"‘|An|-

Beweis. Dies ergibt sich aus Satz 4.5 durch Induktion nach n. U
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4.7 Permutationen

Anordnungen einer endlichen Menge

Wir stellen uns n Elemente ay, as, . . ., a, vor, etwa die natiirlichen Zahlen 1,2, ..., n.

Aufgabe: Bestimme Anzahl aller moglichen Anordnungen.
Fiir n = 3 ergeben sich 6 = 1 -2 -3 Anordnungen oder Permutationen:

(abGz,CLs) (027(11,@3) (a370’17a2>
(a17a37a2) (a27a3aa/1> <a37a27a/1)

Generell definieren wir fiir eine natiirliche Zahl n die Zahl n! (gesprochen: n
Fakultdt) als Produkt aller natiirlichen Zahlen von 1 bis n, also

nl=1-2---(n—1)-n.

Satz 4.1 (Anzahl der Permutationen) Die Anzahl aller Permutationen ei-
ner n elementigen Menge ist n!.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach n. Seien dazu aq, as, . . .
die Elemente der n-elementigen Menge M.

Induktionsverankerung: Fiir n = 1 gibt es nur die Anordnung (a,).

Induktionsschritt von n auf n + 1: Unter der Voraussetzung, dass jede n-
elementige Menge genau n! Permutationen hat, zeigen wir, dass jede n + 1-
elementige Menge {a,as,...,a,41} genau (n + 1)! Permutationen besitzt. Wir
betrachten hierzu die Menge A aller Permutationen von {a,as, ..., an41}-

Firk=1,...,n+1 sei Ay die Menge der mit a; beginnenden Permutationen.
Es ist also, wenn wir generell mit |A| die Anzahl der Elemente einer Menge A
bezeichnen,

Al = [Ar] + [Aaf + - + [Apsa |

Nun besteht Ay aus denjenigen Anordnungen, die a;, an der ersten Stelle haben,
gefolgt von einer Anordnung der n Elemente

Ay, ..y Ay ... ane1  (Das Zeichen ~ bedeutet Weglassen.)

Also ist |Ax| = n! fiir jedes k und somit wie behauptet |[A| = (n + 1) - n! =
(n+ 1) O

Fiir die folgenden Ausfiithrungen ist ein leichter Wechsel des Standpunkts hilf-
reich. Unter einer Permutation einer Menge M verstehen wir eine bijektive Ab-
bildung o : M — M. Mit Sy, bezeichnen wir die Menge aller Permutationen
von M. Die Komposition o o p zweier Permutationen ¢ und p ist wieder eine
Permutation von M. Es ist die identische Abbildung 1,; eine Permutation von
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M. Falls o eine Permutation von M ist, so gilt dies auch fiir die zu o inverse
Abbildung 1.

Diese Fakten konnen wir wie folgt formulieren: Auf der Menge G' = Sy, aller
Permutationen von M liefert die Verkniipfung eine Operation

GxG—G, (o,p)— cop,
welche den folgenden Bedingungen geniigt:
(G 1) Esgilt (tToo)op=rT1o0(0op) fiir alle p,o,7 € Sy;.
(G 2) Es gibt 1 € Sy mit 13y 00 = 0 = 0 o 1 fiir alle 0 € Sy,.
(G 3) Zu jedem o € Sy gibt esein 7 € Syy mit coT =1y =700

Wir driicken dies so aus, dass Sy, bzgl. der Verkniipfung von Permutationen eine
Gruppe bildet?.

Falls M = {1,2,...,n}, so schreiben wir abkiirzend S,,. Fiir eine Permutation
o von M schreiben wir in diesem Fall

(ol oy ol o)

)
.. (1 2 3 4. . 1 (123 4
Furcr—(4 1 3 2)1stsom1t0 —(2 4 3 1).

Definition von Transpositionen und

Satz 4.2 Jede Permutation o ist darstellbar als Produkt o = 7 0 --- 0 T, von
Transpositionen.

Definition 4.3 Fiir jede Permutation o heifft P(0) = [e;1), €s(2)s - - - » Co(n)] di€
Permutationsmatrix von o. Die Determinante |P(o)| heifit die Signatur oder
auch das Vorzeichen von o.

Satz 4.4 Fs gelten die Figenschaften
(1) P(1) = E,,
(2) P(a o p) = P(o)P(p),
(3) Po=') = P(o)~".

Satz 4.5 (1) Es gilt sgn(oy o 09) = sgn(oq) o sgn(os).

(2) Ist eine Permutation o ein Produkt von r Transpositionen, so ist sgn(o) =
(=1)".
Beweis. (1) folgt aus P(o; 0 03) = P(0y) - P(0y) durch Ubergang zu Determi-
nanten. Da die Permutationsmatrix einer Transposition aus der Einheitsmatrix

durch Vertauschen zweier Spalten entsteht, hat jede Transposition die Signatur
—1. Es ist dann (2) eine direkte Folge aus (1). O

2Momentan ist dies fiir uns eine bequeme Redeweise, um die Eigenschaften (G 1) — (G 3)
zusammenzufassen. Den Gruppenbegriff werden wir erst spéter eingehender untersuchen.
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4.8 Die Leibnizsche Regel

Satz 5.1 (Leibnizsche Formel) Sei A = (ay.) eine n X n-Matriz. Dann gilt

Al = Y s80(0)00)1 - ooy st
O'ESn |:|

Die Summe wird gebildet tiber alle Permutationen von {1,2,...,n}. Dabei be-
zeichnet sgn(o) das im vorigen Abschnitt eingefithrte Vorzeichen der Permutation
.

Beweis. A habe den Spaltenaufbau [ay, as, ..., a,], so dass
n
ar = Z QAik€;
i=1

gilt. Wir erhalten somit

n n
det(ay, as,...,a,) = det(z iy 1€iys - - - Z @i, n€i,)

11=1 in=1
n

= Z ail,laiﬂ e ain,n det(eil, e ,ein)

i1 in=1
= ) o162 " Gomym det(€q(1), - - Eo(m))

O'ESTL
= Z Sgn<0->aa(1),l e aa(n),n~

gESy ]

Beriicksichtigung von |A| = |A"| liefert die ebenfalls giiltige Formel

aip 0 Qp
= Z sgn(a)al,gg) *Qpo(n)-

A1 e Gpp oESH
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4.9 Determinanten von Endomorphismen, Ba-
siswechsel

Sei B = (by,bs,...,b,) eine Basis des K-Vektorraums V. Damit ist die lineare
Abbildung
xy n
hg: K" —V, HZx,bZ
T, i=1

ein Isomorphismus von Vektorrdumen. Eine K-lineare Abbildung f: V — V von
V' in sich nennen wir auch einen Endomorphismus von V. Wir wollen erkléren,
was unter der Determinante von f zu erkldren ist. Dazu bestimmen wir zunéchst
die — von der gewihlten Basis B abhingige — Darstellungsmatrix Mg(f) von f
und erkléren die Determinante von f als Determinante dieser Darstellungsmatrix.

Satz 6.1 Sei f : V. — V ein Endomorphismus des K-Vektorraums V' und sei
B = (by,b,...,b,) eine Basis von V. Dann gibt es genau eine n X n-Matriz A,
so dass das Diagramm

K 2oy
Al Lf
Km lmoy

kommutativ ist, also f(hg(x)) = hg(A-x) fir alle x € K™ gilt.

Beweis. Es ist klar, dass es genau eine lineare Abbildung u : K™ — K" gibt mit
hpoh = fohg, ndmlich u = h; ' o f o hg. Die Matrix A = M (u) erfiillt dann
die Bedingungen des Satzes. U

Wir nennen in diesem Fall A die Darstellungsmatrix von f beziiglich der
Basis B. Bezeichnung: Mp(f). Falls — mit den verwendeten Bezeichnungen —

fbg) =0 aigey gilt, so bildet

Qg

Ank

die k-te Spalte von A, also Mp(f) = ().

Wir untersuchen nun, wie die Darstellungsmatrix Mp(f) in Abhéngigkeit von
der Basis B verhilt. Seien dazu B = (by,bs,...,b,) und C = (¢y, o, ..., ) zwel
Basen von V. Den Basiswechsel von B nach C' bildet dann diejenige n x n-Matrix
W = Wep ab, die das Diagramm

JOCT N Ve
Wl /" ho

K’I’L
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kommutativ macht. Wir nennen W = Wsp die Basiswechselmatrix von B
nach C'. Mit dhnlicher Argumentation wie vorher erhalten wir W = M (v), wenn
v = hal ohg: K™ — K" gilt. Nach Konstruktion ist daher Wgp invertierbar.
Konkret sei ¢; = > | a;;b; die Basisdarstellung der ¢; in der Basis B. Dann ist
WC’B == (Oé@').

Mit W = Wep folgt

Wes - Mp(f) - Wap = Mc(f),

gleichbedeutend
Mp(f) = Wep - Me(f) - Wes.
Ubergang zu Determinanten zeigt unter Verwendung des Determinanten-Produktsatzes,

dass Mp(f) und Mc(f) dieselbe Determinante haben, welche man die Determi-
nante des Endomorphismus f nennt.

Bemerkung 6.2 Durch Betrachtung von Determinantenfunktionen f : V" — V
lisst sich in Analogie zu Satz /.1 gleich eine invariante Definition von Endomor-
phismen vornehmen.



116 KAPITEL IV: DETERMINANTEN
4.10 Kurzer Historischer Abriss

Der Determinantenbegriff wurde in etwa zeitgleich um 1683 von Leibniz und dem
japanischen Mathematiker Seki entwickelt. An ihrer Ausgestaltung zur jetzigen
Form waren noch viele Mathematiker beteiligt.

Der Matrizenbegriff ist dagegen sehr viel élter. Schon 200 v.Chr. haben chi-
nesische Mathematiker die Koeffizienten linearer Gleichungssysteme in Form von
Rechtecktabellen notiert und elementare Transformationen zur Losung verwen-
det.

Eine ausgefeilte Matrizenrechnung (Addition, Multiplikation, Inversenbildung)
gibt es andererseits erst seit Mitte des 19-ten Jahrhunderts. Hier ist besonders
Cayley hervorzuheben.

4.10.1 Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716)

./Bilder/Leibniz_4. jpg

Leibniz wirkte als Universalgelehrter in vielen Disziplinen. Neben Sir Isaac Newton
(1643-1727) ist Leibniz der Begriinder der Differential- und Integralrechnung. Leibniz
begriindete die européische Determinantentheorie zwischen 1678 und 1713.
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4.10.2 Takakazu Seki (1642—-1708)

./Bilder/Seki_3. jpg

Zeitgleich mit Leibniz hat Seki seine Theorie der Determinanten entwickelt, allerdings
1683 deutlich vor Leibniz veroffentlicht.
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4.10.3 Arthur Cayley (1821-1895)

./Bilder/Cayley. jpg

Zu den bedeutendsten Leistungen Cayleys zahlt die Entwicklung einer umfassenden

Matrizentheorie.
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5.1 Elementare Eigenschaften des Skalarprodukts

’Dienstag, 20. April 04‘

Wollen wir in einem Vektorraum — wie in der anschaulichen Vektorrechnung —

auch Lingen und Winkel messen, benétigen wir einen reellen Vektorraum mit Ska-

larprodukt. Das resultierende Konzept eines euklidischen Vektorraums vereinigt dieje-

nigen Anforderungen, die wir zusétzlich an einen reellen Vektorraum stellen miissen,
um erfolgreich Lingen- und Winkelmessung betreiben zu kénnen.

Definition 1.1 Sei V' ein reeller Vektorraum. Fin Skalarprodukt auf V ist eine Ab-
bildung
<_7_>:VXV_>R7 (xay)H<x7y>a

welche die folgenden Bedingungen erfiillt:

(S 1) (—,—) ist bilinear, d.h. in jeder der beiden Variablen linear.

(S 2) (—,—) ist symmetrisch, d.h. es gilt (x,y) = (y,x) fir alle x,y € V.
(S 3) (—,—) ist positiv definit, d.h. es gilt (x,z) > 0 fiir alle 0 £x € V.

FEin Paar (V,(—,—)) bestehend aus einem reellen Vektorraum V und einem Skalarpro-
dukt (—, —) auf V' heifit euklidischer Vektorraum.

Beispiele 1.2 (a) Im Anschauungsraum ist durch (x,y) = |z| - |y| - cos<t(z,y) ein
Skalarprodukt gegeben.

(b) Auf dem R™ ist durch (x,y) = > ;| x;y; ein Skalarprodukt gegeben.

(c)* Ist V' der Vektorraum der auf [0,1] stetigen Funktionen, so wird auf V' durch

1
o) = [ 1) s@yts
ein Skalarprodukt erkldrt".

Definition 1.3 Ist (V,(—,—)) ein euklidischer Vektorraum und x € V', so heifit
|z]] = V/(x, )
die Norm von x.

Wir wollen nun den Winkel <((z, y) zwischen zwei Vektoren z,y # 0 durch
einen durch die anschauliche Vektorrechnung nahegelegten Ansatz

(@, y) = [lz[| - [lyl| - cos <(z, )

Der Nachweis von (S 3) erfordert etwas Aufwand: Sei g : [0,1] — R eine stetige Funktion
mit g(z) > 0 fiir alle x € [0,1] und b := g(xg) > 0 fiir ein x¢ € [0, 1]. Wegen der Stetigkeit von
g gibt dann eine Umgebung [z¢ — a, xo + a|, a > 0, von x¢, in der g(z) > b/2 ist. Es folgt dann
fol g(x)dxz > ab > 0.
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erklaren, wobei <((x,y) durch den resultierenden Cosinus-Wert

(z,y)
<(z,y) = —T—
€08 < 9) = T Il

dann im Intervallbereich 0 < <(z,y) < 7 eindeutig bestimmt ist.

Allerdings kann dieser Ansatz nur funktionieren, wenn (weiterhin unter der
Annahme z,y # 0) stets

< fmy)
|-yl —

gilt. Dass diese Ungleichung tatséchlich immer erfiillt ist, ist die Aussage
der folgenden Cauchy-Schwarzschen Ungleichung.

Satz 1.4 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) In jedem euklidischen Vektorraum
V2 gilt
[z, y)| < ] - [yl

fir alle x,y aus V.
Beweis. Fiir y = 0 verschwinden beide Seiten der Ungleichung und wir sind fertig.
Wir nehmen daher y # 0 an. Fiir jedes reelle A ist
0 < (z+ My, z+Ay)
= (z,2) +2Mz,y) + \(y, )
= |l=[[* + 2X{z, y) + Nl
Es folgt nach Teilen durch ||y||?

2

0 <
yll*  lyll?
2
_ (z,y) lz|> (=)
= [A+ > ] + 5 T
[yl yll? Iyl
Diese Ungleichung wird fiir A = — I(IZ ﬁg am besten ausgenutzt. Es folgt dann
<x,y)2 ||| . 2 2 2
< , somit (z, y)* < [|2|” - ||y]|
yll* — 1lyl?
und dann durch Bilden der (positiven) Quadratwurzel die Behauptung,. U

’Freitag, 23. April 04

Folgerung 1.5 Im Spezialfall des mit dem Standard-Skalarprodukt versehenen R™ er-
gibt sich:

n n n
E:ﬂ%yifi }:ﬂf' E:y%
i=1 i=1 i=1

2Von nun an unterdriicken wir die explizite Angabe des Skalarprodukts.
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Folgerung 1.6 Wir kénnen fir x,y € V, z,y # 0, durch

cosa = &y
(|- [yl
den im Intervallbereich 0 < o < 7 liegenden Winkel o = <(z,y) zwischen x und y
erkldren. O
Wir nehmen weiterhin z # 0 # y an. Es ist <(z,y) = § genau wenn

(x,y) = 0 gilt. Auf dieses Konzept von Orthogonalitit werden wir im
kommenden Abschnitt ndher eingehen.

Satz 1.7 (Norm) Sei V' ein euklidischer Vektorraum. Dann hat die Norm(funktion)
I=1:V —R, = |z

die folgenden FEigenschaften:
(N 1) Es ist ||z|| > 0 fir allex € V.
(N 2) Es ist ||z|| =0 genau wenn x = 0.
(N 3) Es gilt ||\ z|| = || - ||z]| for alle x € V und X € R.
(N 4) Es gilt die Dreiecksungleichung ||z + y|| < ||z|| + ||x|| fir alle z,y € V.

Beweis. Nur (N 4) bedarf eines Beweises. Es ist

lz+yll*? = (z+y,z+y)

2”4+ 2(z, y) + ||yl |

2| + 2| - [lyl| + ||y||* (Cauchy-Schwarz)

(Il + lyl)>. 0

A
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5.2 Orthogonalitéit

Definition 2.1 FEs sei V ein euklidischer Vektorraum. Wir nennen x,y € V' zueinan-
der orthogonal, wenn (x,y) =0 gilt.

Der Nullvektor ist damit orthogonal zu jedem Vektor. Falls x und y beide
nicht Null sind, bedeutet Orthogonalitit nach unserer Winkelerkldrung,
dass der Winkel zwischen x und y gerade 7/2 oder gleichbedeutend 90°
ist.

Definition 2.2 FEs sei V' ein euklidischer Vektorraum. Ein System vy, v, ..., v, von
Vektoren aus V' nennen wir Orthogonalsystem (bzw. Orthonormalsystem), falls

(1) v; #0 (bzw. ||vs|| = 1) fiir jedes i =1,...,r.

(2) (vi,vE) = 0 fiir alle i # k.

Mit Hilfe des Kronecker-Symbols kénnen wir die Anforderung an ein Or-
thonormalsystem zu

(Viyvg) =i 1, k=1,...,r
zusammenfassen.

Satz 2.3 Jedes Orthogonalsystem vy, v, ..., v, eines euklidischen Vektorraums ist li-
near unabhdngig.

Gilt zusétzlich r = dim V, so ist vy, vs, ..., v, eine Basis von V. Wir spre-
chen dann von einer Orthonormalbasisvon V.

Beweis. Es sei
AMvr+ N+ AN =0

Wir bilden das Skalarprodukt mit v; und erhalten
n
0 = <2}7;, Z /\j Uj)
j=0

= > Avi,vy)
j=0
UFalls U ein Unterraum von ¥ und(w; @,V. ist, schreiben wir U L fiir die Menge

aller v € V fiir die (v,U) = 0 gilt, also (v,u) = 0 fiir alle v € U gilt. Wir nennen U+
das orthogonale Komplement zu U in V. Immer gilt:

Lemma 2.4 Sei U ein Unterraum eines euklidischen Vektorraums V. Dann ist U+
ein Unterraum von V mit U N U+ = {0}.
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Beweis. Es ist klar, dass 0 € U™' gilt. Sind ferner  und y in U gelegen, so gilt
(x —y,u) = (x,u) — (y,u) = 0 fiir jedes u € U. Damit ist = — y ebenfalls in U+ gelegen
und U+ damit ein Unterraum von V.

Fiir 2 € UNU* gilt (x,2) =0, also z = 0. O

Satz 2.5 (Projektionslemma) Sei V' ein euklidischer Vektorraum und U ein Un-
terraum von V. mit der Orthonormalbasis uy,uo, ..., u,. Dann ldsst sich jedes v aus V
ewndeutig in der Form

v=u+w mitu €U undw € U™+
schreiben. Es gilt dabei w ="y, (v, u;)u;.

Beweis. Ezistenz: Wir setzen u =Y, (v, u;)u; und w = v —wu. Es ist dann u € U und
wegen der Orthogonalitdt (u,u;) = (v, u;), somit (w,u;) =0 fiir j = 1,...,n, woraus
w € U™ folgt.

Eindeutigkeit: Wir nehmen an, dass

w+w=1u 4w mitu,v €U und w,w’ € U+

gilt. Es folgt, dass das Element (u — v/) = (v’ — w) in U N U™ liegt und damit gleich
Null ist. .

Wir beantworten nun die Frage, wieweit Orthonormalbasen existieren. Das Projek-
tionslemma spielt dabei die Rolle des Induktionsschritts.

Satz 2.6 Jeder endlichdimensionale euklidische Vektorraum hat eine Orthonormalba-
§18.

Beweis. Wir verfahren durch Induktion nach n = dim V. Sei vy, v9,...,v, eine Basis
von V.

n = 1: Wir normieren den Basisvektor v; und erhalten mit e; = wv1/||v1]| eine
Orthonormalbasis von V.

n — 1 — n: Nach Induktionsvoraussetzung besitzt der von vy, v, ...,v,_1 aufge-
spannte Unterraum U eine Orthonormalbasis ey, e, ..., e,—1. Mit Hilfe des Projekti-
onslemmas kénnen wir den Vektor v, in der Form v, = u+ w schreiben, wobei w € U+
und v = Z?;ll (vn, €;)e;. Nach Voraussetzung gehort v, nicht zu U, daher ist w # 0.
Durch Normieren von w erhalten wir einen weiteren Einheitsvektor

Up — 2?2—11 (Un, €i)€;

€n = 1 )

o = D201 (vns €4 les
der zusammen mit e, eq,...,e,_1 eine Orthonormalsystem aus n = dim V' Vektoren
und damit eine Orthonormalbasis von V bildet. |

Bemerkung 2.7 Ezplizite Durchformung des Induktionsarguments liefert das soge-
nannte Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren, welches konstruktiv aus ei-
ner Basis vi,va,...,v, von V eine Orthonormalbasis von V macht.
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Dienstag, 27. April 04

Satz 2.8 V sei ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum. Fiir jeden Unter-
raum U von V gilt dann

(a) U+U+ =V, UnU*+ ={0}, (U,U) =0.

(b) (UHt =U.

Wir sagen in der Situation (a), dass V' die orthogonale Summe von U
und U+ ist und schreiben dafiir V =U L U*.

Beweis. Zu (a): Es ist U ebenfalls endlichdimensional. Nach Satz 2.6/ hat U dann eine
Orthonormalbasis, so dass wir auf U das Projektionslemma anwenden kénnen. Dasselbe
zeigt U + U+ = V; die iibrigen Eigenschaften von (a) sind offensichtlich.

Zu (b): Nach Definition ist U C (U+)*. Sei v € (U1)L, so ldsst sich v wegen
V =U +U" in der Form v = u + 2 mit u € U und € U™ schreiben. Bilden des
Skalarprodukts mit z fithrt zu 0 = (v, x) = (u,x) + (x,z) = (x,x), woraus = = 0 und
damit v = u € U folgt. ]

Orthonormalbasen lassen sich im Zusammenhang mit Koordinatendarstellungen
sehr gut handhaben.

Satz 2.9 Sei eq,es,...,e, eine Orthonormalbasis des euklidischen Vektorraums V.
Dann gilt:

(1) Firjedesv eV giltv="> 1" (v, ei)e;.
(2) 11207 wiedl| = /207 o3
(8) (3oii wiei, Doy Yiei) = D21y Tili-

Beweis. Die Beweise ergeben sich durch direktes Ausrechnen. O
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5.3 Orthogonale Abbildungen

Definition 3.1 V und W seien euklidische Vektorrdume. Fine lineare Abbildung f :
V — W heifit orthogonal, wenn

(f(v1), f(v2))w = (v1,v2)v

fiir alle vi,vy € V gilt.

Eine orthogonale Abbildung bewahrt insbesondere die Norm, ist daher
stets injektiv. Von besonderem Interesse sind die orthogonalen Selbstab-
bildungen f : V' — V. Dieselben sind fiir einen endlichdimensionalen Vek-
torraum V stets Isomorphismen. Die folgenden Eigenschaften sind leicht
zu iiberpriifen:

(1) Die identische Abbildung 1y ist orthogonal.

(2) Die Komposition von orthogonalen Abbildungen ist orthogonal.

(3) Ist f : V. — W eine bijektive orthogonale Abbildung, so ist auch
f~1: W — V orthogonal.

Insbesondere gilt:

Satz 3.2 Die orthogonalen Selbstabbildungen eines endlichdimensionalen euklidischen
Vektorraums bilden beziglich der Verkniipfung von Abbildungen eine Gruppe O(V'), die
orthogonale Gruppe von V. O

Dabei heiit ein Paar (G, o), bestehend aus einer Menge G und einer Ver-
kniipfung o : G X G — G, (z,y) — x o y — nachfolgend oft Multiplikation
genannt — eine Gruppe, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(G 1) Die Verkniipfung ist assoziativ: ao (boc¢) = (aob)oc.
(G 2) Es gibt ein neutrales Element e mit aoe =a =eoa.

(G 3) Zu jedem z € G gibt es ein Inverses y mit xoy = e =y o .

Freitag, 30. April 04

Durch die Anforderungen sind neutrales Element und Inverses eindeutig
bestimmt:

Nehmen wir an, dass e und ¢’ neutrale Elemente von (G, o) sind, so folgt
e = eo¢e = ¢. Fortan sprechen wir also von dem neutralen Element der

Gruppe (G, o).

Seien ferner y und z zu x inverse Elemente, so folgt

y=yoe=yo(xoz)=(yoxr)oz=eoz =z,
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so dass wir kiinftig von dem zu z inversen Element 27! aus G sprechen
konnen. Es gelten die folgenden Rechenregeln:
el=e, (@) l=a, (zoy =y lozh

Die erste Behauptung folgt aus e o e = e, die zweite folgt aus z o 271 =
e = 71 o x. Fiir die dritte sehen die Gleichung (z oy)o (y~Loa™?1) =
rzo(yoy Hoax™! =2z0x7! = e und die entsprechend nachzuweisende
Gleichung (y oz !)o(zxoy) = e an, aus denen auch hier die Behauptung
folgt.

Die Gruppenaxiome (G 1)—(G 3) sind offensichtlich im Fall O(V) bzgl. der wibli-
chen Verkniipfung von Abbildungen erfiillt. Insbesondere ist die Assoziativitét erfiillt,
weil das Nacheinanderausfithren von Abbildungen dem Assoziativgesetz geniigt. Ferner
iibernimmt 1y die Rolle des neutralen Elements und die zu u inverse Abbildung u~*
die Rolle des zu u in O(V) inversen Elements.

Weitere Beispiele von Gruppen sind uns, ohne das wir sie als solche be-
zeichnet hétten, schon frither begegnet:

(1) Die Gruppe (Z, +) beziiglich der Addition.

(2) Sei K ein Korper. Dann ist (K, +) eine Gruppe, aber auch (K \ {0}, ).
Insbesondere gilt dies fiir Q, R und C.

In diesen Gruppen gilt stets x oy = yoxz. Sie sind kommutativ oder auch
abelsch”.

Ein weiteres Beispiel einer Gruppe wird durch die Gruppe GL(V') der K-Automor-
phismen f : V — V eines K-Vektorraums gebildet. Diese Gruppe heifit die allgemeine
lineare Gruppe oder auch volle lineare Gruppe von V%,

Ist zusétzlich V' ein euklidischer Vektorraum, so ist O(V') in GL(V') gelegen; ferner
stimmen beide Gruppenmultiplikationen fiir Elemente aus O(V) iiberein: es ist O(V)
eine Untergruppe von GL(V).

Sei generell (G, o) eine Gruppe. Wir nennen eine Teilmenge U von G
Untergruppe von G, falls U gegen die Verkniipfung von G abgeschlos-
sen ist und beziiglich der resultierenden Verkniipfung oy : U x U — U,
(z,y) — x oy, selbst eine Gruppe ist.

Es ist nicht schwer nachzuweisen, dass U genau dann eine Untergruppe
von G ist, wenn die folgenden drei Eigenschaften erfiillt sind:

(U 1) Fiir z,y € U gehort auch x oy € U.
(U 2) Das neutrale Element e von G gehort zu U.
(U 3) Fiir jedes z € U gehért auch das in G gebildete 27! zu U.

3Nach dem norwegischen Mathematiker Niels Henrik Abel (1802-1829)
4Dabei steht GL fiir general linear.
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Definition 3.3 FEine n x n-Matriz A heifst orthogonal, wenn die lineare Abbildung
fR*">R" z—A-x
orthogonal ist, d.h. wenn (Axz, Ay) = (x,y) fir alle z,y € R™ gilt.

Aus den Eigenschaften von O(R™) folgt sofort, dass die Einheitsmatrix zu den
orthogonalen n x n-Matrizen gehort, dass dieselben ferner gegen Produktbildung abge-
schlossen sind und schliefilich die zu einer orthogonalen Matrix inverse Matrix wieder
orthogonal ist. Kurz: die orthogonalen n x n-Matrizen bilden beziiglich der Matrixmul-
tiplikation eine Gruppe O(n), die orthogonale Gruppe des Grades n.

Ganz entsprechend bilden die invertierbaren n x n-Matrizen iiber einem Korper K
hinsichtlich Matrixmultiplikation eine Gruppe GL,(K), die als allgemeine oder volle
lineare Gruppe des Grades n bezeichnet wird.

Sind G und H Gruppen, so heifit eine Abbildung v : G — H Grup-
penhomomorphismus, wenn u(z o y) = u(z) o u(y) fir alle z,y € G
gilt. Fiir Gruppen sind diese Abbildungen daher die strukturbewahrenden
Abbildungen.

Falls u zusétzlich bijektiv ist, sprechen wir von einem Isomorphismus
u : G — H von Gruppen. Es ist nicht schwer zu sehen, dass in diesem Fall
auch die Umkehrabbildung u=! : H — @ ein Gruppenhomomorphismus
und dann ebenfalls ein Isomorphismus ist. Falls es einen Isomorphismus
u: G — H gibt, nennen wir die Gruppen G und H isomorph, Schreibweise
G = H. Wir verbinden mit diesem Begriff die Vorstellung, dass isomorphe
Gruppen iiber “dieselben” mathematischen Eigenschaften verfiigen.

Es sind GL,(K) und GL(K™) isomorphe (aber nicht gleiche) Gruppen. Es ist ndmlich
durch

¢:GL,(K) — GL(K"), A~ (x— A-x)
ein Isomorphismus definiert mit Umkehrabbildung
Y : GL(K") —» GL,(K), fw[f(e1),...,f(en)]

Mit gleichlautenden Abbildungsvorschriften sind fiir den mit Standardskalarprodukt
versehenen R™ die orthogonalen Gruppen O(n) und O(R") ebenfalls isomorph.
Der néchste Satz gibt eine konkrete Beschreibung der orthogonalen Matrizen.

Satz 3.4 Fiir eine reelle n X n-Matriz A sind dquivalent:
(1) A ist orthogonal.
(2) A" - A=E, (bzw. A- A" = E,).

(3) Die Spalten (bzw. Zeilen) von A bilden ein Orthonormalsystem.
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Beweis. Wir betrachten die Abbildung f : R™ — R", x +— A - z. Fiir die folgenden
Argumente merken wir zunichst an, dass A" - A = E, zu A~! = A" und somit zu
A - A" = E, #quivalent ist. Wir kénnen uns beim Nachweis der Aquivalenz von (2)
und (3) daher anschliefend auf die Spaltenversion von (3) beschrénken.

(1) = (3): Esist A = [f(e1), f(e2),..., f(en)], wenn ey, ez, ..., e, die Standardbasis
von A bezeichnet. Da f als orthogonale Abbildung Skalarprodukte bewahrt, ist mit

e1,€,...,en auch f(er), f(e2),..., f(en) ein Orthonormalsystem.
tr
ay
(3) & (2): Ist A =ay,as,...,a,], soist A" = : und daher
antr
<a17a1> te <a/laa/n>
AT A= :
<ana CL1> T <ana an>

3) = (1): Sei wieder A = [aj,a9,...,a,]. Fir z = Y " . ziei, y = >~ yie; ist
( i=1 Y i=1Y
x) =Y " xa; und f(y) =Y " yia;. Da ay,as,...,a, ein Orthonormalsystem ist,
=1 1=1
folgt die Orthogonalitéit von f aus

(@,y) = miyi = (f(2), f(y)).
=1

Zur letzten Gleichheit haben wir Satz 2.9 (3) benutzt. O

Es gibt somit eine natiirliche Bijektion zwischen (geordneten) Orthonormalbasen
(a1,a2,...,a,) des R™ einerseits und orthogonalen n x n-Matrizen aq, as, . . ., a, ande-
rerseits.

Jede orthogonale Matrix A € O(n) erfiillt wegen A - A" = E, die Bedingung
|A|? = 1, hat also die Determinante +1. Hier gehen ein der Determinantenproduktsatz
und die Invarianz der Determinante unter Transponieren.

Die orthogonalen Matrizen mit Determinante 1 bilden — wegen des Determinan-
tenproduktsatzes — eine Untergruppe

SO(n) ={A€O(n) |[A] =1},
von O(n), die spezielle orthogonale Gruppe des Grades n.

Beispiel 3.5 (Drehmatrizen) Fiir jeden Winkel « liegt

Dla) - [ cosa —sinoz]

sina  cosa
in SO(2). Es gelten die folgenden Eigenschaften:

(1) D(a+8) = D(a) - D(B).

(2) D(0) = Es.
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(3) D(~a) = D(a)~".

(4) [D(@)] = 1.
Ferner ist A = [ (1) _01 } in O(2)\ SO(2) gelegen. Allgemeiner sind alle Matrizen der
Form '
A-D(a) = [ cosa —sina
—sina  —cosa

orthogonale Matrizen mit Determinante —1.

Es ist nicht schwer zu zeigen, siehe das Argument im nachfolgenden Beispiel, dass jede
orthogonale 2 x 2-Matrix entweder eine Drehmatrix D(«) oder eine Matrix von der
Form A - D(«) ist. Mit anderen Worten

SO(2) ={D(a) | e R}
und mit obiger Bedeutung von A gilt
0(2)=SO2)U{A- X | X e€0(2)}.

Wie ihr Name sagt, bewirken die Matrizen D(«) in der Ebene R? eine Drehung R? —
R?, z — D(a) -z, um den Winkel a. Dagegen bewirken die Matrizen A - D(a) eine
Drehspiegelung, d.h. eine Drehung verkniipft mit einer Spiegelung.

Beispiel 3.6 Die komplexen Zahlen U = {z € C | |z| = 1} vom Betrag 1 bilden beziiglich
der Multiplikation komplexer Zahlen eine Gruppe. Hierzu beriicksichtigen wir, dass U
ersichtlich gegen Multiplikation abgeschlossen ist, dass 1 in U liegt und dass schlieflich
fiir jede komplexe Zahl z vom Betrag 1 auch 1/z den Betrag 1 hat.

Die Gruppen U und SO(2) sind isomorph, denn die Abbildung

¢ :U— SO(2), a—i—bib—)[z _ab]

ist ein Isomorphismus mit Umkehrabbildung

a ¢

¥ :S0(2) — U, [b y

]b—>a—|—bi.

Z ccl } € SO(2) impliziert, dass ¢ = —b und

a = d ist. Den Nachweis lassen wir als Ubungsaufgabe.

Zu zeigen ist hier nur, dass [
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