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AUFGABE 45 (4 Punkte):
Sei V' ein euklidischer Vektorraum der Dimension n. Sei a € V mit |a|] = 1. Der Endomor-
phismus s, mit s,(x) = r — 2{a, x)a heiit Spiegelung. (Warum? Betrachte (a)*.) Man zeige:

(1) Ist s, eine Spiegelung und f orthogonal, so ist f~! o s, o f eine Spiegelung.

(2) Jeder orthogonale Endomorphismus f ist ein Produkt von Spiegelungen: f = s,
(wobei k < n). Ist f speziell orthogonal, so ist k& dabei gerade.
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(HINWEIS: Zunéchst fiir n = 2; dann Normalform fiir orthogonale Abbildungen.)

AUFGABE 46 (4 Punkte):
Sei H = {(C—; _db) | a, b € (C}. Die Menge H bildet mit den Matrizenoperationen einen
R-Vektorraum und einen Ring. Seien
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(1) 1, i, j, k bilden eine Basis des R-Vektorraums H, und es gilt i* = j> = k* = —1 und
ij = —ji = k.

Man zeige:

(2) Man zeige: Ist x € H mit o # 0, so ist = invertierbar. (Damit ist H ein nicht-kommutativer
Korper; dies ist der Schiefkérper der Hamiltonschen Quaternionen.)

(3) Fir =z = <‘} > sel T = < “ Z) und Re(z) sei der Realteil der komplexen Zahl a.
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(Man mache sich klar, was diese Definitionen fiir Elemente bedeuten, die eindeutig in obiger
Basis dargestellt sind.) Man zeige, dass durch

(,9) < Re(a7)

H zu einem euklidischen Vektorraum wird, so dass 1, i, j, k eine Orthonormalbasis ist. Man
zeige, dass (z, ) = det(zx) fir jedes x € H gilt.



Beachte: Es gilt SU(2) = {z € H | det(z) = 1}. Ferner sieht man sofort die Rechenregel
TY=7-T.

AUFGABE 47 (4 Punkte):

Man zeige:

(1) Fiir jedes q € SU(2) gilt ¢~! = G. (Beachte obige Definition von g fiir ¢ € H.)

(2) Fiir jedes ¢ € SU(2) gilt s,(z) = —q7q fiir alle v € H.

(3) Fiir alle p, ¢ € SU(2) gilt s, 0 s,(x) = ¢papq fiir alle x € H.

Definiere ImH = (1)* C H. Man kann leicht mit obiger Basis zeigen: Fiir jedes x € H gilt

ze€ImH <+<— 7=-—zx.

AUFGABE 48 (8 Punkte):
Man zeige:

(1) Sei ¢ € SU(2). Fiir jedes x € ImH ist gzg € ImH. Mehr noch: Die Abbildung 1, :
ImH — ImH mit ¢,(x) = qzq ist ein speziell orthogonaler Endomorphismus. (HINWEIS:
Ein Endomorphismus f ist schon dann orthogonal, wenn (f(z), f(x)) = (x, z) fiir alle z gilt.)

(2) Die Zuordnung g — 1, ist ein Gruppenhomomorphismus SU(2) — SO(Im H) = SO(3)
mit Kern {1, —1}.

(3) Der Homomorphismus aus (2) ist surjektiv. (Hierfiir gibt es 4 Bonuspunkte!)

(HinwELs: Erweitere ein f € SO(ImH) auf kanonische Weise zu einem f € SO(H) (mit
Jimu = f und f(1) = 1). Benutze dann Aufgabe 45 (2) und Aufgabe 47 (3).)

Abgabeort: Griine Késten 109 (Gruppen 142) und 111 (Gruppen 3+4)



