Beispiel zur Berechnung der Jordanschen Normalform

Sei

00 0 0 0 1
29 1 -1 -1 0 -1
00 2 1 0 0

A=19 0 0 2 0 o |€EM®):
00 0 0 2 0
10 0 0 0 2

Sei f : RS — RS z — Az die zugehorige lineare Abbildung. Wir
berechnen eine Basis B von V = R® (bzw. ein P € GLg(R)), so dass
Mpg(f) (bzw. P71 AP) eine Jordansche Normalform ist.

Man berechnet das charakteristische Polynom:
xa(A) = A% — 9% 4330\ — 63X% + 66A% — 36\ +8 = (A — 1)*(\ — 2)°.

Damit zerfallt y 4, also ist A dhnlich zu einer Matrix in Jordanscher
Normalform. A; = 1 und Ay = 2 sind die Eigenwerte von A.

Da hier 3 die algebraische Vielfachheit von A\; und A, ist, berech-
net man die Unterriume H(1) = Kern((f — A\;id)?) und H(2) =
Kern((f — A2id)?). Es gilt RS = H(1) & H(2), und H(1) und H(2)
sind f-stabile Unterriume von R® (Hauptraumzerlegung).

Seien f; : H(1) — H(1), x — f(z) baw. fo : H(2) — H(2),

x +— f(z) die Einschrankungen von f auf die Hauptraume.

Es ist
00 0 0 00
00 -1 =300
00 1 3 00
_3—
(AE6>—000100
00 0 0 10
00 0 0 00

Die dazu gehorige Treppenmatrix ist

OO OO OO
OO OO OO
[l el eololall S
[N eNeleoll ™
SO O OO
OO oo oo
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Man erhélt, dass Bz : e, €9, e eine Basis von H(1) ist. (Hierbei be-

zeichnet ey, es, . . ., e die Standardbasis von R®.) Wegen
f(@l) = 262—66
fle2) = e
f(€6) = e — €y + 266
ist
0 0 1
Ay =Mp. (fi)= 2 1 -1
-1 0 2

Seigy = fi—A1id : H(1) — H(1). Offenbar ist 0 der einzige Eigenwert
von ¢g;, und daher ist g; nilpotent. Damit

-1 0 1
Cl I:Al—E32M313(g1): 2 0 —1
-1 0 1
Es ist
0 00
C?=|-101
0 00

und C$ = 0. Man berechnet U;; = Kern(g}) und Basen davon:
{0} = U10 C U11 C U12 C U13 - H(l)

Die Treppenmatrizen zu C; und C? sind

1 00 1 0 -1
0 0 1) bzw. [0 O O
000 00 O

Daher erhélt man als Basis Bi; : eo von Uyq und Bis : es, e1+¢eg von Uys.

Nun ergénzt man Bp, z. B. mittels e; zu einer Basis von U;3. Dann
bildet By; U{gi(e1)} in Ujs ein linear unabhéngiges System und wegen
dim Uy = 2 eine Basis. Es ist also keine Ergénzung mehr notwendig.
g3(e1) bildet eine Basis von Ujy. Es ist gi(e;) = —e; + 2e9 — e und
gi(e1) = —eo. Daher ist By : ey, —e; +2e3 —eg, —ey eine Basis von H(1),
bzgl. derer g; (bzw. f;) dargestellt wird durch

0 1

10 (bzw. |1
1

1|
0 1

1



Wir haben noch H(2) zu behandeln: Es ist

-4 0 0 00 3
9 —1 -1 0 0 —6

B s 0o 0o 0o 00 0
(A2E6)_000000
0O 0 0 00 0

-3 0 0 00 2

Die zugehorige Treppenmatrix ist

100000
01 1000
000O0O0T1
00 0O0O0O0
00 0O0O0O O
00 0O0O0O O

Daher ist Bay : €5 — €3, €4, €5 eine Basis von H(2). Wegen

f(@g — 63) = 2(62 — 63)

fled) = —(e2—e3) +2e4
fles) = 2es
ist
2 -1 0
Ay = Mp,, (fQ) =0 2 0
0O 0 2

Sei go = fo—A2id : H(2) — H(2). Offenbar ist 0 der einzige Eigenwert
von go, und daher ist go nilpotent. Damit

—1
Cy:=Ay — B3 = MB22 (92) =

oS O O
o O O

0
0

Es ist C2 = 0. Man berechnet Uy; = Kern(g}) und Basen davon:
{0} =Uyy C Uy C Uy = H(2)

Die Treppenmatrizen zu Cs ist

o O O
o O =
o O O

Daher erhélt man als Basis By : ey — e3, e5 von Us;.

Man ergénzt nun By z. B. mittels e4 zu einer Basis von Usy. Dann ist
g2(eq) = —(eg — e3) in Uy linear unabhéngig und kann z. B. mittels e
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zu einer Basis von Usy ergénzt werden. Man erhélt also: Bzgl. der Basis
By :e4,—ey + e3,e5 wird g1 (bzw. f1) dargestellt durch die Matrix

0 20
10 (bzw. |1 2 ).
0 2

Setzt man nun die gefunden Basen B; von H(1) und By von H(2) zu
einer Basis B zusammen, so erhélt man: Bzgl. der Basis

B €1, —€1 + 262 — €6, —€2,€4, —€2 + €3, €5
wird f dargestellt durch die Matrix
1

2

Setzt man die Basisvektoren als Spalten zu einer (invertierbaren) Ma-
trix P zusammen, so erhélt man

1 -1 0 0 0 O
0o 2 -1 0 -1 0
0 O 0O 0 1 O
P= 0 0 0O 1 0 0}’
0 O 0O 0 0 1
0O -1 0 0 0 0
damit
1 0 0 0 0 -1
0 0 0 0 0 —1
1 0O -1 -1 0 0 -2
P = 0 O 0 1 0 O
0 O 1 00 O
0 0 0O 01 0
und
1
1 1
1 _ 1 1
P AP = 9
1 2



