Losung zu Aufgabe 29:
Berechnung der Jordanschen Normalform

Sei
35 —-1.0 0 -7
0 -2 0 0 0 10
00 3 0 0 1
A=10 7 32 3 15 —77| €M(®).
0 1 —10 0 —2 16
O0 0 0 0 3

Sei f : RS — RS 2 — Az die zugehorige lineare Abbildung. Wir
berechnen eine Basis B von V = R® (bzw. ein P € GLg(R)), so dass
Mpg(f) (bzw. P~ AP) eine Jordansche Normalform ist.

Man berechnet das charakteristische Polynom:
xa(A) = A® =8N+ 10A* 460\ — 13502 — 1081 4324 = (A +2)* (A —3)™.

Damit zerfallt x4, also ist A dhnlich zu einer Matrix in Jordanscher
Normalform. A\; = —2 und Ay = 3 sind die Eigenwerte von A.

Da hier 2 die algebraische Vielfachheit von A\; und 4 die algebraische
Vielfachheit von A, ist, berechnet man die Unterrdume

H(—2) = Kern((f — \id)?)
und

H(3) = Kern((f — Ayid)?).
Es gilt R® = H(—2) @ H(3), und H(—2) und H(3) sind f-stabile Un-
terriume von R® (Hauptraumzerlegung).

Seien f; : H(—=2) — H(=2), z — f(z) bzw. fy : H(3) — H(3),
x +— f(z) die Einschrankungen von f auf die Hauptriaume.

Es ist
25 25 —10 0 O =21
0O 0 0 0 0 50
2 0 0 25 0 0 10
(A+2E)" =10 50 170 25 75 —428
0O 0 =50 0 0 80
0 0 0 0 0 25
Die dazu gehorige Treppenmatrix ist
100 —% —g 0
010 4+ 2 0
001 0 0 O
000 0O 0 1
000 0O 0 O
000 0 0 O
1



2

Es ist somit
H(-2) = Kern((f +2id)?)
= {z€R°[(f +2id)*(x) =0}

= {ZL‘ c RS | (A—|—2En>21‘ = 0}
_1 _3
f 3
2 2
6 0 0 .
= {zeRl|z=r 1|t 0 mit 7, s € R}
0 -1
0 0
Wir multiplizieren die beiden Vektoren jeweils mit —2 und erhalten
1 3
-1 -3
0 0
= 9 und vy := 0
0 2
0 0

Somit ist Byy := (v1,v2) eine geordnete Basis von H(—2). Wegen

0 1 1
filvr) = f(v1) = Av = 1 = —501 - 52}2

0 9 7
fi(v2) = f(v2) = Avy = 9 | =301 gw

ist
A= MB12(f1) - _Z) .
2

Sei g1 = fi — \id : H(—=2) — H(—2). Offenbar ist 0 der einzige
Eigenwert von g¢;, und daher ist g; nilpotent. Damit

/I\I
N[O | =
N [©

3 9
01 = Al + 2E2 = MBm(gl) = ( 2 _2§> :
2

_1

2
0 0
012:(0 0).

Es ist



Man berechnet Uy; = Kern(g}) und Basen davon:

{0} = Uy CUn CUrg = H(-2).

(b o)

Wir erhalten hieraus den Koordinatenvektor <

Die Treppenmatrix zu C' ist

_il)) ) Hieraus erhalt

man den Vektor v := 3v; — 1lvg = als Basis B;; von Uy;.

N Oy O OO

0
Nun ergénzt man Bj; z. B. mittels v; zu einer Basis von Ujy. Deswei-
teren ist

g1(v1) = (f1 +2id)(v1) = (f +2id)(v1) = (A + 2E,)v; =

O= W o oo

{g1(v1)} ist in Uy; linear unabhéngig und wegen dim Uy; = 1 eine Basis
von Uy;. Es ist also keine Ergénzung mehr notwendig. Insgesamt folgt
also, dass By = (v1,¢1(v1)) wieder eine Basis von H(—2) ist. Bzgl.
dieser wird ¢; (bzw. fi) dargestellt durch

L o) e (%))
(

Wir haben noch H(3) zu behandeln: Es ist

0 -625 0 0 0 1250
0 62 0 0 0 —1250

, o o 0O 0 0 0
(A=3Es)"= | 950 _3750 0 —1875 7000
0 —500 1250 0 625 —1500

0 0 0 0 0 0
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Die zugehorige Treppenmatrix ist

01 000 =2
0010 3 =2
00 0O0O0D O
000O0O0O O
000O0O0O O
00 0O0O0 O
1 0 0 0
0 0 0 2
_1
Seien wy := 8 LWy 1= (1) , W3 = (2) und wy := (2)
0 0 1 0
0 0 0 1

Es ist Bag := (wy, we, w3, wy) eine geordnete Basis von H(3). Wegen

3
0
fo(wy) = f(wr) = Aw; = 8 = 3w + 0wy + Ows + 0wy
0
0
0
0
fo(we) = f(we) = Awy = g = Ow; + 3wy + Owsz + 0wy
0
0
1
2
0
_3 1
fa(ws) = f(ws) = Aws = 7 = 5wi — lwz + 3wz + Oy
3
0

= lwy 4+ 1wy — 2ws + 3wy



ist
30 4 1
03 -1 1
Ay = MBza(f2) = 00 3 -2
00 O 3

Sei go = fo—Aoid : H(3) — H(3). Offenbar ist 0 der einzige Figenwert
von g9, und daher ist g nilpotent. Damit

00 5 1
00 -1 1
02 = A2—3E4:MBQ3<92): O O O _9
00 0 O
Es ist
0 00 -1
, 000 2
Gy = 000 O
000 O
und
0 00O
, (o000
Gy = 0 00O
0000
Man berechnet Uy; = Kern(g}) und Basen davon:
{O}ZUQQCU21CUQQCUQgZH(?)).
Die Treppenmatrizen zu Cy und C? sind
0010 0 0 01
00 01 b 00 0O
0000 ™ loooo
00 0O 0 00O
Daher erhélt man als Basen By := {w;,ws} von Us sowie Bay :=

{wy, wa, w3} von Uss.

Man ergénzt nun Bgs z. B. mittels wy zu einer Basis von Usg.

Dann ist

92(wa) = (fo — 3id)(ws) = (f — 3id)(ws) = (A — 3E,)wy =

ON— = O

By U {g2(wy)} ist dann ein linear unabhéngiges System in Usy und
wegen dim Usy = 3 eine Basis von Us,.
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Desweiteren ist

g3(ws) = (f2 — 3id)(wy) = (f — 3id)(wy) = (A — 3Ey)*wy =

SO DN OO

und BagU{g3(w4)} = {g3(wy4)} ist linear unabhéingig in Us;. Da dim Uy, =
2 ist, miissen wir {g3(w4)} mittels eines hierzu linear unabhingigen
Vektors aus Us; ergéinzen. Z. B. ist dann {g3(w,),w;} eine Basis von
U21.

Insgesamt erhalten wir hieraus die geordnete Basis

By = (w4,g2(w4),g§(w4),w1),

beziiglich welcher go (bzw. f2) dargestellt wird durch die Matrix

oo = O
O = OO
O = Wwo
S Ww oo
w o oo
N—

Setzt man nun die gefundenen Basen By von H(—2) und By von H(3)
zu einer Basis B zusammen, so erhédlt man: Bzgl. der Basis

B := (v, g1(v1), wa, go(wa), g3 (wy), wy)
wird f dargestellt durch die Matrix

-2
1 =2

_ W
_ w

3

Setzt man die Basisvektoren als Spalten zu einer (invertierbaren) Ma-
trix P zusammen, so erhélt man

1 0 0 1 —-11
-1 0 2 0 0 0
0 0 2 1 0 0
P=19 3 01 2 ol
0 -1 0 -2 0 0
0O 0 1 0 0 0



damit
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