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S.219-238

Hartmut Spiegel/ Meike Walter

Heterogenitat im Mathematikunterricht der
Grundschule

1. Vorbemerkung

Dieser Aufsatz erhebt nicht den Anspruch einer Synopse des gegenwirtigen
Forschungs- und Diskussionsstandes in der Didaktik der Mathematik, sondern
betont spezifische Aspekte der Wahrnehmung von und des Umgangs mit Hete-
rogenitiat im Mathematikunterricht, die im Rahmen der Forschungsarbeiten der
Autorlnnen wihrend der vergangenen Jahre eine besondere Rolle gespielt ha-
ben. Mit dem Begriffspaar: ,,vertikal-horizontal” greifen wir zwei Dimensionen
von Heterogenitit heraus. Dabel sind wir uns bewusst, dass wir damit andere
Dimensionen von Heterogenitdt auller Acht lassen. Wenn es uns gelingt, Lese-
rinnen und Leser fiir einige ihnen bisher nicht so vertraute Aspekte dieses The-
mas zu sensibilisieren und ihnen zusétzlich einen Zugang zu Quellen zu ermog-
lichen, mit Hilfe derer sie thre ,[IHeterogenititskompetenz™ weiterentwickeln
konnen, dann hat der Text seinen Zweck erfiillt.

Vertikale Heterogenitit

Zum einen unterscheiden sich Kinder hinsichtlich thres Leistungsniveaus —
angesiedelt innerhalb des Spektrums zwischen sehr leistungsschwach und sehr
leistungsstark. Dafiir scheint uns die Metapher ,vertikale Heterogenitat” pas-
send: die Leistungen der Kinder sind verteilt zwischen ,unten” und ,,oben®.
Dass das so ist, ist keine neue Erkenntnis.

Je nach vorherrschendem Trend wurde diese Dimension von Heterogenitit in
der Vergangenheit mal mehr und mal weniger in der Offentlichkeit diskutiert.
Derzeit scheint es die einzige Dimension von Heterogenitit zu sein, die in der
offentlichen Diskussion um Bildung wahrgenommen wird — man denke an die
Debatten um TIMMS, PISA und IGLU. Die so genannte ,Dyskalkulie” hat
ebenso Hochkonjunktur wie die Sorge um mangelnde Wahrnehmung von und
den angemessenen Umgang mit, Hochbegabung™. Die mathematikdidaktische
Forschung und Entwicklung der letzten Jahrzehnte hat zum Thema Leistungshe-
terogenitit viele Beitrdge geliefert - angefangen mit dem Versuch, die Faktoren,
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die solche Unterschiede bedingen konnen, niher zu beschreiben, bis hin zu
konkreten Vorschldgen, wie man adaquat damit umgeht.

Horizontale Heterogenitit

Die Kinder unterscheiden sich aber auch — und das ist nicht unbedingt eine Fra-
ge des Leistungsniveaus — hinsichtlich ihrer Vorgehensweisen: Kinder denken
anders als andere Kinder. (Erwachsene denken librigens auch anders als andere
Erwachsene und anders als Kinder). Und sie denken anders, als Erwachsene das
vermuten oder mochten. Fiir dieses Phidnomen verwenden wir die Bezeichnung:
.horizontale Heterogenitat™,

Zur detaillierten Beschreibung der horizontalen Heterogenitit hat es im Laufe
der letzten beiden Jahrzehnte zahlreiche Forschungsarbeiten gegeben, insbeson-
dere auch an der Universitit Paderborn unter ganz wesentlicher Beteiligung von
Studierenden (vgl. SPIEGEL/SELTER 1997a). In der Unterrichtspraxis wird diese
Heterogenitit haufig nicht gentigend berticksichtigt und sie bedeutet allerdings
auch eine nicht zu unterschitzende Herausforderung an die Lehrpersonen.
Letztlich kann unangemessener Umgang mit horizontaler Heterogenitidt auch
Ursache fur die Entstehung von Leistungsunterschieden im Sinne vertikaler
Heterogenitiat werden. Aus diesem Grunde werden wir im Folgenden einige
auch schon an anderer Stelle publizierte Beispiele darstellen.

2. Kinder denken anders als andere Kinder
— Vom Umgang mit horizontaler Heterogenitiit

Die Kino-Aufgabe

Schiiler eines dritten Schuljahres bearbeiteten die Aufgabe ,Im Kino kdnnen
216 Personen sitzen. Es sind schon 148 Personen da. Wie viele Plitze sind noch
frei?** Sie sollten thre Vorgehensweise mit Hilfe des sog. Rechenstrichs darstel-
len (vgl. SPIEGEL/SELTER 2003a). Dabei handelt es sich um einen von den Kin-
dern zu zeichnenden Strich, auf dem sie thre Rechenschritte festhalten konnen.
Die folgende Abbildung gibt einige der Losungen wieder.' Insgesamt liefen
sich bei 27 Kindern nicht weniger als 22 verschiedene Herangehensweisen beo-
bachten.

" Wer alle von den Kindern produzierten Losungen Kennen lernen mdochte, findet sie in Spie-
GEL/SELTER (1997, 8. 64).
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Kristina zog zunéchst die Hunderter, dann die Zehner und schlie3lich die Ei-
ner ab (216-100-40-8), wihrend Patrizia (216-100-20-20-4-4) und Manuela
(216—-100-20-20-8) Zehner bzw. Einer weiter aufsplitteten. Eine andere Strate-
gie bestand darin, die 148 so aufzuspalten, dass ,glatte® Zahlen als Zwischener-
gebnisse dienten (Simone: 216-100-6-42; Oliver: 216-110-6-30-2; Katrin:
216-16-100-30-2). Andere Schiiler ergénzten, so etwa Stephanie, die zuerst die
Zehner und dann die Einer auffiillte (148+30+20+10+8), oder auch Marc-
André, der dabei ,glatte’ Zwischenergebnisse ausnutzte (148+2+50+16).
SchlieBBlich zog Nadine eine einfachere Aufgabe (216-150) heran, um die ur-
spriingliche Aufgabe zu 16sen.

Eine solche Vielfalt von Denkwegen wird man nur in Klassen beobachten
konnen, in denen die Lehrerin die Kinder ermutigt, von ihrem eigenen Denken
Gebrauch zu machen und thnen dafiir gentigend Werkzeuge und Spielraume zur
Verfligung stellt. Ein passendes Werkzeug ist hier zweifelsohne der Rechen-
strich, mit Hilfe dessen die Kinder unterschiedliche Wege leichter finden, gehen
und darstellen konnen als mit Hilfe der konventionellen Notierung in Glei-
chungsform. Man kann auch davon ausgehen, dass die Kinder jeweils den Weg
gewahlt haben, der zu dem passt, was sie am besten konnen. Und das ist — gera-
de fiir weniger leistungsstarke Kinder — in der Regel erfolgreicher, als Vor-
schriften zu befolgen, die ihnen von der Lehrerin gemacht werden — oder von
den Eltern. Das Beispiel gehort zum so genannten ,halbschriftlichen Rechnen® -
oder besser: zum schriftlich gestiitztem Rechnen. Spiter werden die Kinder das
Normalverfahren der schriftlichen Subtraktion erlernen, das ihnen keine Spiel-
rdaume mehr ldsst und nur ein rein mechanisches Befolgen der Regeln abver-
langt. Es ist im Prinzip weniger anspruchsvoll als das Gehen eigener Wege, so
dass sich hdufig Eltern veranlasst fihlen, es den Kindern vorzeitig vorzuma-
chen. Die damit verbundenen Gefahren — wiederum gerade fiir weniger leis-
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tungsstarke Kinder — bestehen darin, dass es zu Fehlern kommt, weil die Kinder
die Regeln hdufig nur teilweise umsetzen und dass sie das fiir das Kopfrechnen
und das schriftlich gestiitzte Rechnen unverzichtbare Gefiihl flir die Groflenord-
nung der Zahlen verlieren, da sie nur noch mit Ziffern zu rechnen brauchen.

Fazit: Lernschwierigkeiten in Mathematik konnen auch dadurch zustande
kommen, dass Lehrpersonen zu frith und zu stark auf einheitliche Vorgehens-
welsen drangen. Dazu besteht kein Anlass, so lange die unterschiedlichen -
jewells der Vorliebe und den Fahigkeiten der einzelnen Kinder entsprechenden
— Vorgehensweisen keine erhohte Fehleranfalligkeit aufweisen. Das heilit nicht,
dass man den Kindern nicht auch Standardverfahren anbieten sollte — aber erst,
wenn sie geniigend Verstindnis und Sicherheit im Vorfeld dieser Verfahren
erworben haben. Aus diesem Grund ist, z.B. in einigen Kantonen der Schweiz
die Einfithrung der schriftlichen Standardverfahren der Addition und Subtrakti-
on vom 3. auf das 4.Schuljahr verschoben worden.

Von der Normalitit der horizontalen Heterogenitit

Die meisten Erwachsenen gehen davon aus, dass andere so rechnen, wie sie
selbst und dass es so am leichtesten flir jedermann ist. Auch Lehrpersonen glau-
ben zumeist, dass die von ihnen favorisierte Vorgehensweise die ,,naturliche®
und die leichteste fiir die Kinder ist und drangen sie diesen dann nicht selten
auf. Von dem Vorurteil, dass jeder so rechnet wie man selbst, kann man sich
leicht befreien. Rechnen Sie zunéchst selbst die Aufgabe 63 — = 37 (63 minus
wie viel gleich 37). Notieren Sie dann, wie Sie auf Ihr Ergebnis gekommen
sind. Stellen Sie anschlieffend moglichst vielen anderen Personen diese Aufgabe
und lassen sich sagen, wie diese gerechnet haben. Es wird dhnlich sein wie bei
unseren Erkundungen: Wir haben mehrere Hundert Erwachsene gebeten, thre
Rechenwege zu dieser Aufgabe festzuhalten. Es ergaben sich nicht weniger als
19 unterschiedliche Vorgehensweisen. Sieben von ihnen haben wir aufgefiihrt.
Ist Thre Vorgehensweise auch dabei?

63-23-40 | 63-6-57 63-30-33 | 37+3-40 37+20=57 |63-30=33 |63-40-23
40-3-37 57-20-37 | 33+4-37 4042060 | 5716763 33-7-26 23+3=26
23+3-26 207626 30-4-26 60+3-63 201626

3+20+3=26

Auch Kindern haben wir diese Aufgabe gestellt. Im Folgenden sind Tran-
skriptausschnitte aus Interviews mit 5 Drittklasslern wiedergegeben, denen die-
se Aufgabe entweder aufgeschrieben auf einem Blatt oder als Textaufgabe ge-
stellt wurde. Uberzeugen Sie sich selbst von der Unterschiedlichkeit der Vorge-
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hensweisen und davon, wie schwer es sein kann, einen Rechenweg zu verste-
hen, wenn es nicht der eigene ist.

Moritz (63— =37)

M: (fliistert: 60 minus 30, das sind 30, 33 minus 7 sind ...nach insgesamt 33
Sekunden dann) 26

I.: Mhm. Was hast du da gedacht?

M.: Da hab ich erst 60 minus 30.

L: Mhm.

M.: Da habe ich das irgendwie noch ... musste ich das irgendwie ... 30, da muss
ich erst dreiss ... dret minus ... 33 minus 7. Da hab ich erst minus drei und dann
hab ich die 4

I.: Mhm. Und was hast du mit der 4 dann am Ende gemacht?

M.: Ja, die waren abgezogen.

Bjorn (63— =37)

B.: (nach 22 Sekunden) 26

L.: Sagst Du mir, wie Du es gemacht hast?

B.: Ich hab erst, dhm, minus 20 von den 63, das waren, ahm, 43, und dann, dhm,

minus 6
I.: Schon. Toll machst Du das. Gut.

Lennart (63— '=37; Sachaufgabe)

L.: Luftballonwettbewerb: Von 63 Kindern schickt jedes Kind einen ... einen
Luftballon weg. 37 Kinder bekommen ... bekommen Antwort. Wie viele Kinder
bekommen keine Antwort?

Ha? ... Ach so. (nach 34 Sekunden) 26

L.: Mhm. Sagst du mir, wie du es gemacht hast?

L.: Ich hab erst mal 30 dazugetan, dann waren es 67 und dann hab ich ... 4 noch

weggetan, dann waren es 63
L.: Mhm. Schon.

Johannes (63— /=37)

J.: (nach 2 Minuten, 5 Sekunden) Sechsundzwan ... zig.

I.: Mhm. Wie hast du das gemacht?

J.: Ah, erst hab ich gedacht ... erst hab ich gar nichts gedacht, also da wusste ich
selber nicht, wie ich das mache. Dann hab ich ... erst mal ... ich mach das so ...
dann mach ich erst mal 63 minus 20, dann hatte ich erst mal 43 und das war zu
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wenig,- zu viel, doch. Zuviel. Dann hab ich minus 3 gemacht,- das war immer
noch ... zu ... viel, dann hab ich noch mal minus 3 gemacht.

L: Mhm.

J.: Dann hatte ich jedenfalls 26 heraus.

L.: Gut, ist richtig.

Patrick (63— '=37; Sachaufgabe)

P.: Luftballonwettbewerb: Von 63 Kindern schickt jedes Kind einen Luftballon
weg. 37 Kinder bekommen Antwort. Wie viele Kinder bekommen keine Ant-
wort?

(nach I Minute, 3 Sekunden) 26 Kinder.

[.: Mhm. Richtig.

P.: Das habe ich ganz einfach gemacht: Ich habe erst ... &hm ... 63 minus 20
gerechnet, das waren ... das waren 53, nee ... oh ... ja, nee ... 43

L: Mhm.

P.: 43, und dann habe ich ... dh, ja plus ... erst plus 5 gerechnet, das waren 38,
noch plus 1 waren 37 [...]

Das, was Patrick sagt, wirkt beim ersten Hinsehen befremdlich, um nicht zu
sagen: falsch. Ist es aber nicht: Patrick meint nicht: 43 + 5 = 38, sondern Uber-
legt sich (natiirlich nicht in dieser Formulierung) folgendes: Wenn ich zu der
20, die ich schon abgezogen habe, plus 5 rechne, also noch 5 mehr abziehe, bin
ich bei 38. Und wenn ich dann noch mal einen mehr abziehe, bin ich bei 37.
Also muss ich 20 + 5 +1 = 26 abziehen.

Vom Umgang mit horizontaler Heterogenitit

Was sich im Sprachunterricht schon lange eingebiirgert hat, némlich: den krea-
tiven Umgang der Kinder mit Sprache zuzulassen, das beginnt in analoger Wei-
se erst ganz langsam auch im Mathematikunterricht der Grundschule Full zu
fassen. Einer der Griinde dafiir konnte sein, dass Mathematik nach Auffassung
vieler Lehrpersonen ein System aus fest vorgegebenen und unverdnderbaren
Konventionen und Regeln ist, die gelernt und angewendet werden miissen. Wo
ist da noch Spielraum fur eigenes Denken und Kreativitdt? — so wie z.B. bei der
Gestaltung von Texten.

Dass und wie man auch im Fach Mathematik angemessen mit horizontaler
Heterogenitiat umgehen kann, ist in den folgenden beiden Zitaten genauer aus-
gefuhrt. Das erste stammt von Hans Briigelmann, dessen Verdienste um die
diesbeziigliche Weiterentwicklung des Sprachunterrichts unumstritten sind. Er
aullert sich in seinem Text: ,,Macht Unterricht die Kinder dumm?* wie folgt:

~uUnsere Schule macht einen doppelten Fehler: Sie unterfordert Kinder vom
inhaltlichen Niveau der Aufgaben her, sei es der Inhalt von Fibeltexten oder
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der Problemgehalt mathematischer Aufgaben. Zugleich iiberfordert sie die
Kinder mit den formalen Anforderungen an die Losung: Normalverfahren
beim Addieren oder Dividieren, Orthografie beim Rechtschreiben, Fachbeg-
riffe im Sachunterricht, die lateinische Ausgangsschrift beim Schreiben mit
der Hand. Die Norm wird eingefordert, ehe die Kinder Zeit hatten, ithre per-
sonlichen Vorstellungen zu entwickeln und auszutesten.
Das Gegenprogramm: von der Invention zur Konvention. Statt kiinstlicher
Vereinfachung der Aufgaben ,,von oben* sollten wir Kinder ermutigen, sich
der Komplexitit ihrer Erfahrung zu stellen. Allerdings miissen wir thnen
dann Raum geben fir die Vielfalt und das unterschiedliche Niveau der Lo-
sungen, zu denen sie individuell fahig sind. Das bedeutet Vereinfachung
,von unten®, z. B. in Form von Fehlern beim lautorientierten Schreiben oder
in Form umsténdlicher halbschriftlicher Losungen beim Rechnen. Damit
verandert sich die Rolle der Lehrerin erheblich: Sie raumt nicht vorweg Hin-
dernisse aus dem Weg (,Vereinfachung der Aufgabe’), sondern sie folgt den
Kindern auf ihren Wegen und gibt ihnen Hilfe bei der Uberwindung der
Hindernisse® (BRUGELMANN 1994, S. 5).
Wie das im Einzelnen geschehen kann, kann man in dem Aufsatz von Elmar
HENGARTNER (1992) ,Fiir ein Recht der Kinder auf ein eigenes Denken* nach-
lesen, indem er u.a. zum Thema ,.Lernen auf eigenen Wegen* schreibt:

wDie Leitidee ,individuelles Lernen’ meint, dass die Lehrerin die personli-

chen Lernwege und individuellen Losungsversuche der Kinder nicht nur

wahrnimmt und zulésst, sondern sie bewusst unterstiitzt, zu ihrer Darstellung
ermutigt und ihren Austausch unter den Kindern anregt. ,Wie kommst du
darauf?’ ,Wie hast du gerechnet?’ ;Was hast du dir uberlegt?’ Dies miussten

im Unterricht unsere haufigsten Fragen an die Kinder sein. Die Amerikane-

rin Constance Kamii hat nach ihren Fallstudien in Unterstufenklassen zum

aktiv entdeckenden Lernen (im Sinne von Piaget) die folgenden vier Prinzi-
pien fiir das Lehren formuliert:

- Ermutige die Kinder, thr eigenes Vorgehen (ihren eigenen Weg) zu
(er)finden, statt ihnen zu zeigen, wie man Probleme 10st.

- Ermutige die Kinder, viele verschiedene Ldsungswege fiir dasselbe Prob-
lem zu finden.

- Verzichte auf Verstarkung richtiger Losungen und auf Korrektur falscher
Losungen — stattdessen ermuntere die Kinder, thre Versuche und Ansich-
ten auszutauschen.

- Verlange von den Kindern nicht, dass sie alles aufschreiben. Schreibe fiir
sie ihre Gedanken an die Tafel” (ebd.1992, S. 22).
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3. Vom Umgang mit vertikaler Heterogenitit

Das Projekt ,,Lernumgebungen fiir Rechenschwache bis Hochbegab-
te: Natiirliche Differenzierung im Mathematikunterricht*

Vertikale Heterogenitéit ist kein neues Phianomen. Neu ist das offentliche Inte-
resse an diesem Thema, die Wahrnehmung von Defiziten im Umgang damit.
Gezielte Bemiihungen seitens der Fachdidaktik, Angebote fiir den Unterricht zu
entwickeln, die Lehrpersonen helfen kénnen, mit dieser Herausforderung adi-
quat umzugehen, gibt es schon ldnger. Hierzu gibt’s es mittlerweile eine Fiille
von Publikationen, die sich der besonderen Probleme der Kinder an beiden En-
den des Leistungsspektrums annehmen und speziell auf diese zugeschnittene
Forderungsangebote beinhalten.” Auch nicht ganz neu, aber in der jiingeren
Vergangenheit wieder starker ins Blickfeld geraten sind Konzepte, die auf ,,na-
tiirliche Differenzierung* setzen. Hervorzuheben sind in diesem Zusammenhang
das Projekt ,,mathe 2000*, das das Konzept der ,,natiirlichen Differenzierung® in
das aus diesem Projekt hervorgegangenen Schulbuchwerk ,Das Zahlenbuch®
einbringt, sowie das Projekt ,Lernumgebungen fiir Rechenschwache bis Hoch-
begabte: Natiirliche Differenzierung im Mathematikunterricht* des Schweizer
Mathematikdidaktikers Elmar Hengartner.

Ziel dieses von der Fachhochschule Padagogik Aargau und der Stabsstelle
Bildung des Kantons Basel-Landschaft 1999/2000 initiierten Projekts ist eine
Entwicklung und Erprobung von Lernumgebungen, d.h. Aufgaben, die eine
niedere Eingangsschwelle fiir langsamer lernende Kinder anbieten, die auch fir
Kinder mit Lernschwichen zuginglich sein sollen. Zugleich halten die gleichen
Aufgaben dank ihrer Reichhaltigkeit aber auch Forderungen fiir schnell lernen-
de und flir mathematisch hochbegabte Kinder bereit. Mit Hilfe dieser Lernum-
gebungen soll eine natiirliche Differenzierung durch die Kinder ermoglicht und
damit dem Problem der Heterogenitit besser Rechnung getragen werden.

Es werden zentrale Themenkreise des Mathematikunterrichts angegangen und
integrativ innerhalb des Klassenunterrichts geldst. Ausgangspunkt ist, dass auch
die schwicheren Schiiler einen Zugang zu einer Lernumgebung finden, jedoch
fiir starkere Schiiler eine Bearbeitung der Problemstellung auf héherem Niveau
moglich ist. Dabei diirfen die Kinder — im Sinne natiirlicher Differenzierung —
individuell das Aktivititsniveau, die Losungswege und Darstellungsweisen
wihlen und sollen diese auch untereinander austauschen.

* Niheres dazu findet man in den Kap. 8 und 9 von SPIEGEL/SELTER (2003).
* Vel http://www.mathe-projekt.ch (07.08.2003).
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Lernumgebungen dieser Art werden dem breiten Leistungsspektrum innerhalb
einer Klasse eher gerecht als streng durchgeplanter, kleinschrittiger Mathema-
tikunterricht, der zudem noch fiir so genannte , Frithrechner” keine Motivation
bietet, sich mit dem Lernstoff auseinander zu setzen. Die entwickelten Lernum-
gebungen sollen auch der Lehrperson gentigend Zeit fiir Beobachtung und indi-
viduelle Betreuung bieten.

Um einerseits das Anliegen der schon entwickelten bzw. noch zu entwickeln-
den Lernumgebungen detaillierter zu beschreiben, andererseits auch ein Werk-
zeug zur Verfugung zu stellen, Lernumgebungen daraufhin zu tberpriifen, in-
wieweit sie den formulierten Anspriichen gerecht werden, wurde folgender Fra-
genkatalog entwickelt (vgl. POLLMEIER 2004, S. 17).

Fragenkatalog zur natiirlichen Differenzierung

1. Arbeiten die Kinder gemeinsam als eine Lerngruppe am gleichen Stoff,
lediglich auf unterschiedlichen Stufen thres Lernprozesses?

2. Setzen sich die Kinder eigenstandig mit mathematischen Inhalten ausein-
ander und haben sie die Gelegenheit neue Sachverhalte aktiv- entdeckend
zu erwerben?

3. Ist die Lernumgebung komplex, d.h. bietet das Thema verschiedene An-
satzpunkte, die der Unterschiedlichkeit der Lernvoraussetzungen gerecht
werden und wird somit allen Kindern ein Einstieg in das Aufgabenformat
gewahrt?

4. Liegt in der Konzeption des Aufgabenformates eine Herausforderung fiir
besonders begabte Kinder?

5. Gibt es fiir die Kinder die Moglichkeit, eigene Losungswege zu gehen und
somit die Aufgabe nach den personlichen Fahigkeiten zu bearbeiten?

6. Konnen die Schiilerinnen und Schiiler iiber die Wahl der Hilfsmittel selbst
entscheiden?

7. Findet ein Austausch iiber die Vielfalt der entstandenen Lern- und Lo-
sungswege statt, so dass die Kinder voneinander profitieren konnen

Vom Umgang mit vertikaler Heterogenitiit: Beispiel fiir eine Lern-
umgebung zum multiplikativen Rechnen im 2. Schuljahr

Nachfolgend skizzieren wir eine im Rahmen einer Staatsarbeit an der Universi-
tat Paderborn entwickelte und erprobte Lernumgebung zum multiplikativen
Rechnen im 2. Schuljahr (vgl. POLLMEIER 2004). Bei den Erprobungen hat sich
gezeigt, dass sie allen oben genannten Kriterien entspricht.
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Die Grundidee der Lernumgebung:
Ausschnitte aus der Einmaleins- Ergebnis- Tafel

stlalitslalslata Das kleine Einmaleins ist einer der zentralen Inhalte
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Maoglichkeit haben, die Beziehungen der einzelnen Aufgaben zueinander zu
durchschauen. Eine Ubersicht uber die Aufgaben des Einmaleins und den Zu-
sammenhang der einzelnen Aufgaben zueinander bietet die Einmaleins-
Ergebnis-Tafel, auf deren Grundlage viele Aufgabenformen gefunden werden
konnen, um Einsichten in die beziechungsreichen Strukturen des Einmaleins zu
gewinnen sowie das Argumentieren und anschauliche Begriinden in diesem

Rahmen zu iiben (vgl. KRAUTHAUSEN/SCHERER 2001, S. 31).
Ausschnitte aus der Einmaleins—Ergebnis—Tafel unterstiitzen Kinder die struk-
turellen Beziechungen des Einmaleins zur Ergebnisfindung zu nutzen. Im Fol-

genden mochten wir die fiinf entwickelten Grundformate vorstellen, die im
Rahmen der Staatsarbeit entwickelt wurden.

Format mit Einmaleinsaufgaben

Fiir den Einstieg in das Ubungsformat bietet es sich
an, dass zunichst statt des Ergebnisses, eine Aufgabe
in einem Feld steht. Dies gibt den Kindern eine Orien-
tierungshilfe und erleichtert ihnen, einen Zusammen-
29 hang zwischen den Aufgaben zu erkennen. Die Kinder

) setzen sich auf diese Weise mit dem quadratischen
Aufbau der Tabelle auseinander, bevor sie das Ergeb-
nis einer Aufgabe zundchst multiplikativ zerlegen
miissen. Bei dieser Aufgabenstellung wird die logische
Abfolge der Aufgaben getibt. Im Vordergrund steht vor allem, dass die Kinder
Nachbaraufgaben erkennen und nicht, wie bei den meisten C'bungsformen, die
Ermittlung des Ergebnisses. Dieses Format soll zunichst allen Kindern im Sin-
ne natiirlicher Differenzierung den Einstieg ermdglichen, um sich bei den spéte-
ren Formen, in denen nur die Ergebnisse stehen, auf diese Grundlage stiitzen zu
konnen.
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Format mit mehreren Ergebniszahlen

In diesen Ausschnitten liegen den Kindern mehrere
15 Ergebniszahlen vor, von denen sie auf die fehlenden
Ergebnisse schlieflen konnen. Durch die Vielzahl der
vorgegebenen Zahlen konnen die Kinder an verschie-
12 | 18 | 24 | genen Stellen zur Losungsermittlung ansetzen.

14 28

Format mit einer Ergebniszahl

Die Ubungsformen eigen Ausschnitte aus der Tabelle,
in denen ein Ergebnis der Malaufgaben angegeben ist.
Es héngt jeweils von der gewdhlten Ergebniszahl ab,
wie viele Losungsmdglichkeiten sich ergeben. Hier ist
36 ein Beispiel zu sehen, in dem die Zahl 36 gegeben ist.
Die Zahl 36 ist das Ergebnis von drei verschiedenen
Malaufgaben des kleinen Einmaleins. Je nach thren
individuellen Kenntnissen, konnen die Kinder unter-
schiedliche Losungsansidtze finden. Rechenstarke
Kinder erkennen hier eventuell die Aufgabe 3-12. Somit kann dieses Format
auch eine Uberleitung in die Reihen des groflen Einmaleins sein. Es gibt eine
Rethe weiterer Zahlen, die eine derartige Vielfalt von Losungsmaoglichkeiten
bieten wie beispielsweise die 12, die 18, die 24. Neben Ergebniszahlen mit
mehr als zwei Losungsmdoglichkeiten konnen auch Aufgabenstellungen kon-
struiert werden mit keiner Losung im kleinen Einmaleins (Ergebniszahl 17), mit
genau einer Losung (Ergebniszahl 9; 3-3) oder mit genau zweil Losungsmog-
lichkeiten (Ergebniszahl 27; 3-9; 9-3).

Gerade dieses Format bietet zahlreiche Anldsse, um in der Klasse tber die
einzelnen Losungswege zu diskutieren. Aufgrund der verschiedenen Losungs-
mdoglichkeiten haben die Kinder bei der Ergebniskontrolle Einwénde, wenn ein
Kind eine Losung gefunden hat, die von der eigenen vollig abweicht. An diesem
Punkt ist das Kind gefordert, seine Ergebnisse flir den Zuhdrer schlissig zu
erkldaren. Denn durch die Auseinandersetzung mit Aufgaben, zu denen es meh-
rere mogliche Ldsungen gibt, werden Kinder herausgefordert, auf eigenen We-

gen Mathematik zu begreifen und miteinander und voneinander zu lernen (vgl.
PETER-KOOP 2002).
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Formate mit zwei Ergebniszahlen

Eine weitere Variante ist die Vorgabe von zwei Ergeb-
27 niszahlen in den Feldern. Hierbeti sind die Zahlen fiir
die freien Zellen genau vorgegeben und es gibt meist
nur eine richtige Losung. Die Kinder miissen die Be-
36 ziehung der beiden Zahlen zueinander entdecken und
nutzen, um auf die fehlenden Ergebnisse zu kommen.
Diese Variante ist fiir die Kinder schwieriger, welil sie
im ersten Schritt iiberlegen miissen, welche Aufgaben
zu den gegebenen Ergebnissen gehoren, um dann zu
entscheiden, ob die Aufgaben, die sie gefunden haben auch in der Kombination
der beiden Zahlen moglich sind. Gerade, wenn die Zahlen aus den schwierigen
Reihen stammen, ist die Ergebnisfindung fiir die Kinder eine Herausforderung.

Das leere Aufgabenformat

Bei diesem Ubungsformat haben die Kinder die Mog-
lichkeit, individuell zu entscheiden, welchen Aus-
schnitt sie aus der Einmaleinstabelle wihlen. Vorteil
dieser offenen Aufgabenstellung ist, dass dieses Lern-
und Ubungsangebot allen Kindern eine sinnvolle und
adaquate Bearbeitung ermdglicht. Nicht zu vergessen
ist, dass eben diese offenen Formate den Kindern die
Moglichkeit geben, den nachsten Schritt ihrer Ent-
wicklung zu gehen, da hier der genaue Rahmen nicht
abgesteckt ist. Offene Aufgaben geben den Lernenden so viel Spielraum, dass
sie ithre Vorstellungen und thre Kreativitit einbringen konnen (vgl. GEE-
RING/KUNATH 2001).

Mit Hilfe der entwickelten Lernumgebung soll dazu beigetragen werden, dass
die Kinder okonomische Strategien anwenden, die darauf basieren, dass sie die
strukturellen Beziehungen des Einmaleins ausnutzen. Denn nach Scherer er-
leichtert die Einsicht in die vielfiltigen Beziehungen das Erlernen, Verinnerli-
chen und Behalten und trégt somit zu einer erfolgreichen Automatisierung bei
(vgl. SCHERER 2002). Dies setzt natiirlich wiederum ein Erkennen der komple-
xen Zusammenhénge der einzelnen Aufgaben zueinander voraus. Entscheidend
ist, dass die Lernumgebung eine Bearbeitung auf jedem Leistungsniveau zulasst
— also der vertikalen Heterogenitit gerecht wird. Es wird der Anspruch erhoben,
dass auch rechenschwache Kinder Losungsstrategien entwickeln, die auf den
inneren Zusammenhédngen des Einmaleins basieren. Ebenso sollen rechenstarke
Kinder mit einigen Ubungsformaten besonders gefordert werden und es soll
thnen somit ermdglicht werden, die nichste Zone der Entwicklung betreten zu
konnen.
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Ergebnisse der Erprobung der Lernumgebung

Die Erprobung der Lernumgebung in vier Grundschulklassen hat gezeigt, dass
diese eine Vielfalt der Bearbeitungsniveaus anbietet. Bei der Bearbeitung des
Formates mit der Ergebniszahl 36 im Zentrum des 3x3 Feldes ergaben sich fol-
gende Schiilerlosungen:

230 3D [5]334
32|36[40| 2136 45 [ 436 4o
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Leon Bernd Rabea Aziz

36

Die Zahl 36 ist das Ergebnis von drei verschiedenen Malaufgaben des kleinen
Einmaleins. Je nach ihren individuellen Kenntnissen haben die Kinder unter-
schiedliche Losungsansiatze gefunden. Leon sieht in dem Ergebnis die Aufgabe
9 - 4 und sucht die weiteren Ergebnisse aus der 4er-, 3er- und Ser- Einmaleins-
rethe. Bernd wiederum wihlt die Aufgabe 4 + 9 und rechnet die Aufgaben aus
der 9er-, 8er- und 10er -Reihe. Andere Kinder entdecken vielleicht die Aufgabe
6 - 6 und ergidnzen die fehlenden Ergebnisse aus der 6er, Ser, und 7er Reihe.
Rechenstarke Kinder wie Rabea erkennen hier die Aufgabe 3 + 12. Aziz rechnet
ausgehend von der Aufgabe 12 - 3. Thm unterlaufen jedoch bei den Aufgaben
11 -4 und L1 - 5 Fehler; allerdings sollten diese nicht im Vordergrund der Be-
trachtung stehen.

Ahnlich vielfiltige Ergebnisse sind bei der Bearbeitung der leeren Formate
zustande gekommen. Auch hier haben sich die Kinder von rechenschwach bis
rechenstark thren Fahigkeiten entsprechend eingebracht, wie die folgenden Be-

arbeitungen verdeutlichen:
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Daniel Lukas Claudia

Daniel berechnet die Reihen des 1 -+ 100, 1 - 200 etc. Gerade die Berechnun-
gen, die iiber den Tausender gehen, stellen eine besondere Herausforderung fiir
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Kinder im zweiten Schuljahr dar, die eigentlich erst den Hundertertraum er-
schlieflen.

Auch Lukas geht uiber die Grenzen des kleinen Einmaleins hinaus. Zum einen,
ausgehend von der Aufgabe | + 11 bis zur Aufgabe 3 * 13 und im darauffolgen-
den Format von 1 - 14 bis 3 - 16.

Claudia, ein rechenschwaches Kind, wihlt bei der Bearbeitung des leeren
Formates eine ihr bekannte Kernaufgabe 1 - 5. Ausgehend von diesem Ergebnis
ermittelt sie dann die Ergebnisse der ubrigen Zellen.

Wie an diesen Beispielen erkennbar ist, bietet das leere Format fiir rechenstar-
ke Kinder eine Vielzahl von Moglichkeiten, thr Wissen zu zeigen. Die rechen-
schwachen Kinder hingegen haben die Mdglichkeit, sich in einer sicheren Zone
zu bewegen und so selbstbewusster in Bezug auf ihre eigene Rechenfahigkeit zu
werden.

Die verschiedensten Ldsungen der Kinder weisen darauf hin, dass Kinder an-
scheinend ein Gespiir dafiir haben, was sie konnen. Das gilt nicht nur flr die
Grofle der Zahlen, mit denen sie rechnen, sondern auch fiir das Niveau des Um-
gangs mit den Zahlen.

Neben der Vielfalt der méglichen Bearbeitungsniveaus zeigten sich insbeson-
dere in den klinischen Interviews, die wir mit den Kinder durchgefiihrt haben,
dass die Kinder ihre Vorgehensweise sehr eindrucksvoll schildern konnen. In
diesem Zusammenhang wurde dann auch deutlich, dass sich die Strategien der
Kinder bei der Bearbeitung der gleichen Aufgabenstellung unterscheiden.

Bel der Berechnung dieses Formats mit den Ergebniszahlen 56 und 72

42 | 49 | 56
48 | 56 | 64
54 | 63 | 72

bekamen wir von den Kindern zur Berechnung der 48 folgende Erklirungen:

Fabian

F.: Ach, 6 mal 8 und dhm, ... da ich auch genau weil}, das 5-8 vierzig sind, hab
ich einfach noch mal 8 dazu getan.

I.: Woher weilit du denn, das 5 mal 8 40 sind?

F.: Weil, dhm, wenn ich 10 mal rechne, dann ist das 80.

[.: Mhm.
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F.: Und weil ja 5 mal die Hilfte von 10 ist, ist das 40, da nehme ich die Zahl nur
5 mal. Ahm, das kann ich nicht so recht erklaren.

L.: Ich hab das schon verstanden.

F.: Mhm. Auf jeden Fall habe ich erst mal 5 mal gerechnet, das sind 40 und
dann noch mal plus 8.

I.: Mhm.

F.: Das sind 48. Und 56 hab ich auch noch mal gerechnet. Also wieder ... das
wusste ich ja schon.

Fabian ermittelt das richtige Ergebnis, indem er die entsprechende Nachbar-
aufgabe (6-8) zu 56 kennt und deren Ergebnis durch Zuriickfiihren auf eine be-
kannt Kernaufgabe ermitteln kann.

Abraham hingegen berechnet das Ergebnis mit Hilfe einer anderen Strategie,
wie dieser Transkriptausschnitt zeigt:

Abraham

A.: Dann muss man hier einfach plus 4 (zeigt auf die 56). Hier kommt 64 hin
(zeigt auf die Zelle rechis neben der 56).

[.: Mhm. Welche Aufgabe ist das dann? Schreib ruhig hin.

A.: Und dann kommt hier die 64, dann muss man hier minus, erst mal minus 6,
das sind dann 50 und dann noch mal minus 2, das sind 48.

I.: Mmh.

A.: Hier 48. Wenn hier dann die 8er-Reihe ist, dann ist hier die 9er-Rethe (zeigt
auf die 3. Zeile).

Abraham weil3, dass er sich in der 8er — Rethe befindet und dass sich die Er-
gebnisse dieser Rethe jeweils um den Faktor 8 unterscheiden. Dies veranlasst
thn vermutlich dazu, die weiteren Ergebnisse dieser Reihe durch Addition bzw.
Subtraktion der 8 zu ermitteln.

Diese beiden Beispiele verdeutlichen, welche Vielfalt von mdglichen Denk-
und Rechenwegen bei der Bearbeitung der Aufgaben dieser Lernumgebung
moglich sind.

Allgemeine Folgerung aus den Erprobungen

Aus den Erprobungen lassen sich flir diese Lernumgebung speziell — aber auch
allgemein auf den Mathematikunterricht ubertragbar — diese Folgerungen zie-
hen:

1. Komplexe Lernumgebungen, die verschiedene Schwierigkeitsstufen
implizieren, bieten ausreichend Lernanlasse fiir alle Kinder.
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So konnen rechenschwache wie auch rechenstarke Kinder an einem Thema
arbeiten. Sie arbeiten nur auf einem unterschiedlichen Niveau. Dies bietet einen
entscheidenden Vorteil fir den Unterricht, da Vorgehensweisen oft nicht vom
Schwierigkeitsgrad der Aufgabe, sondern von der Konzeption der Formate ab-
hiangen.

2. Kinder fordern sich selbst, wenn ihnen entsprechende Spielriume zuge-
standen werden.

Die Bearbeitung der leeren Formate der Ausschnitte aus der Einmaleins-
Ergebnis-Tafel verdeutlichen insbesondere, dass Kinder ihren Lernprozess
durchaus selbst steuern konnen und sich im Zuge fortschreitender Ubung auch
mit schwierigeren Aufgaben konfrontieren, deren Losungen eine intensive Aus-
einandersetzung fordern. Diese Erkenntnisse zeigen, dass offene Aufgabenstel-
lungen fiir das gesamte Leistungsspektrum einer Klasse besonders geeignet
sind. Die Kinder werden hierbei weder iiber- noch unterfordert. Sie bieten fiir
alle Kinder die Chance, ihr Kénnen zu zeigen (Bsp.: Aufgaben aus dem Grollen
Einmaleins zu berechnen).

3. Kinder konnen ihre Vorgehensweisen sprachlich eindrucksvoll schil-
dern.

Die Verbalisierung der Arbeitsschritte und Denkprozesse beim Ausfiillen der
Ausschnitte aus der Einmaleins-Ergebnis-Tafel wurde von vielen Kindern so
differenziert vorgenommen, dass es fiir den Unterricht als bereichernd angese-
hen werden kann, wenn die Kinder ithre Wege zur Losung den anderen Kindern
schildern. Die Vielfalt der mdglichen Losungswege und Ldsungen bei dieser
Lernumgebung bietet ausreichend Anlass fiir konstruktive Gespriache und Dis-
kussionen im Unterricht.

Einsatz der Lernumgebung im Mathematikunterricht

Fiir den Einsatz der Lernumgebung im Unterricht erweisen sich folgende As-
pekte als bedeutsam:

- Nachdem die Tabelle im Unterricht gemeinsam eingefiihrt wird, kénnen die
Kinder die Tabelle selbst in threm Arbeitsheft erstellen. Dadurch setzen sie
sich mit dem Aufbau sowie der Systematik der Tabelle intensiv auseinander.

- Als Einstieg in das Format sind Ausschnitte mit Einmaleinsaufgaben sinn-
voll. Hierbei sehen die Kinder die einzelnen Nachbaraufgaben im Zusam-
menhang. Da die Nachbaraufgaben der zentrale Schllissel zur Losungsfin-
dung in den Formaten mit Ergebniszahlen sind, sehen die Kinder in den Aus-
schnitten mit den Aufgaben die innermathematischen Beziehungen der Auf-
gaben zueinander.
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- In Ausschnitten, in denen mehrere Ergebniszahlen zu sehen sind, konnen alle
Kinder zunidchst mit dem Format vertraut werden. Fir rechenschwache Kin-

der bieten die zahlreichen Ansatzpunkte in diesen Formaten eine Hilfe.

- Schwieriger sind fiir die Kinder die Formate, in denen Ergebniszahlen aus
den grofleren Reihen (ab der 6er-Reihe) vorkommen. Fiir rechenstarke Kin-
der stellen diese Formate jedoch eine Herausforderung dar.

- Die leeren Formate bieten fiir alle eine Moglichkeit, vorhandenes Wissen zu
zeigen und auf threm jeweiligen Leistungsniveau zu rechnen.

- Formate mit einer Ergebniszahl, zu denen es mehr als zwei Losungsmoglich-
keiten gibt, geben den Kindern des mittleren Leistungsspektrums, wie auch
den rechenschwachen Kindern, die Chance eine Ausgangsaufgabe zu finden,
die iiber den eigentlichen Lernstand der Klasse hinaus geht, von der aus sie
dann den Rest des Formates 16sen konnen.

Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass die Kinder auf der Grundlage dieses
Formates Einsicht in die beziehungsreichen Strukturen des Einmaleins gewin-
nen und dass die Konzeption des Aufgabenformates der vertikalen Heterogeni-
tat in angemessener Weise begegnet.

4. Schlussbemerkung

Was Lehrpersonen heute mehr denn je brauchen, ist ,Heterogenititskompe-
tenz". Sie ist Voraussetzung fiir die Gestaltung eines Unterrichts, der die indivi-
duellen Fahigkeiten der Schiiler beriicksichtigt und thnen die Mdglichkeit gibt,
thre eigenen Denk- und Losungswege zu gehen. Von entscheidender Bedeutung
ist dabei, dass beiden Dimensionen von Heterogenitit - sowohl der vertikalen
als auch der horizontalen - im schulischen Alltag angemessen begegnet wird.
Auf welche Art und Weise dies erfolgen kann, verdeutlichen die vorgestellten
Aufgabenstellungen, die bei den Kindern die verschiedensten Denk- und damit
auch Losungswege — auf zum Teil unterschiedlichem Niveau — hervorgerufen
haben. Nicht nur die unterschiedlichen Vorgehensweisen bei der Bearbeitung
der Kino-Aufgabe, sondern auch die Vielzahl der gefundenen Losungen bei der
Bearbeitung der Ausschnitte aus der Einmaleins-Ergebnis-Tafel unterstreichen
die Notwendigkeit, den Kindern einen fiir sie geeigneten Raum des Denkens
und Handels bereitzustellen.

Komplexe Lernumgebungen wie die Ausschnitte aus der Einmaleins-
Ergebnis-Tafel, an der alle Kinder — auch gemeinsam — arbeiten kdnnen, bieten

ausreichend Lernanlasse und Herausforderung fiir das gesamte Leistungsspekt-
rum einer Klasse.
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Das unterschiedliche Lernen, Denken, Verstehen, Losen, Erkldaren und Disku-
tieren in einer Klasse sollte nicht als Problem aufgefasst werden, sondern als
Quelle fiir die Bereicherung des Unterrichts genutzt werden.
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