Losungen zu Blatt 8

1. Aufgabe: Sei V ein K-Vektorraum und seien xi,...,z, € V linear unabhingig.
. d . .
Seien s, ..., q,, € K. Setze x ] Z;Zl a; - x;. Man zeige: x — xy, T — To, ..., T — T, sind

linear unabhéngig genau dann, wenn » " | «; # 1 gilt.

Losung: Seien 3, ..., 3, € K mit 37 Bj(z — x;) = 0. Es gilt

0=> Bix—=z;) = (Z@') w =) B
=1 j=1 j=1
- (Z0) (Sew) -
j=1 i=1 i=1
= (@2 s
i=1 j=1
Da x4,...,x, linear unabhéngig sind, folgt «; Z;n:l B; = B fir alle i = 1,...,m. Sum-
miert man iiber alle ¢ = 1,...,m auf, so ergibt dies
(o) (Xm) =200
i=1 j=1 i=1
L. Fall: Gilt nun 377" a; # 1, so folgt Y77 3; = 0. Aus Gleichheit (x) folgt nun
Z;n:l Bjxz; =0, und weil x4, ..., z,, linear unabhéngig sind, folgt 8, = --- = 3,, = 0, also

sind x — z1,...,x — x,, linear unabhéngig.

2. Fall: Es gelte 1", a; = 1. Wéhle f3; = ajfir j =1,...,m. Dann besagt Gleichheit (%),

dass . .
()
Zﬂj(x—mj) = — Zajxj =0
=1 j=1

ist. Da aber nicht alle 8; = 0 sind, folgt die lineare Abhéngigkeit von x —x1,..., 2 — y,.

2. Aufgabe: Sei V ein K-Vektorraum. Seien x4,...,x,, € V. Definiere yy,...,ym € V

durch '
(2
def
W3
j=1
fir i = 1,...,m. Man zeige:

(a) Span(zy, T, ..., Tm) = Span(yi, Yo, -, Ym)-

(b) Genau dann sind 1, ..., z,, linear unabhéngig, wenn yi, ..., y,, linear unabhingig
sind.
Losung: Per Induktion sieht man leicht, dass z; = y; und fiir jedes 7 =2,...,m

i =Y — N



gilt.

(a) Sei z € Span(zy, o,...,T;). Dann gibt es ag,...,a, mit 2 = Y, a;z;. Es folgt
mit der Vorbemerkung

r = ZO@% =y + Zai(yi — 1)
i=1 =2

= (a1 =) o)y + > outi € Span(y, Y2, - Ym).
=2 =2

Sei umgekehrt y € Span(yi, ¥, ..., ym). Dann gibt es f1,..., 3, € K mit y = > 1", By
Es folgt

y = Zﬁiyz‘IZ@Z%’
i=1 =1 j=1
= 2.2 G

i=1 j=1
m m

kl.

=Y (X6 ) € Spanten, )
j=1 Vi=j

(b) =: Seien x4, ..., y, linear unabhéngig. Seien 1, ..., 3, € K mit Y ;" B;y; = 0. Nach
der gerade durchgefithrten Umrechnung bedeutet dies

j=1 Ni=j

Da x4, ..., x,, linear unabhéngig sind, folgt ZZ’;J B; = 0 fiir alle j = 1,....m. Dies bedeu-
tet also

Bi+ P2+ B+ + Bm
PotPBs+--+0n = 0
Bzt +08n = 0

ﬂmzo

Wertet man dies sukzessive von unten nach oben aus, so erhédlt man der Reihe nach
Omn =0, Bpn_1=0,...,0;, =0. Also sind ¥, ..., y,, linear unabhéngig.

<: Seien y1, . .., Y, linear unabhéngig. Seien oy, ..., a,, € K mit Z;n:l ajz; = 0. Mit der
allerersten Vorbemerkung folgt

m
0 = E Oéjl'j
j=1

= ay + Z a;(y; — v1)
=2

= (041 — Z ai)yl + Zaiyi~
i=2 =2

Weil yi,...,¥yn linear unabhéingig sind, folgt oy — > ", ; = 0, und «; = 0 fiir jedes
7 =2,...,m. Dann gilt aber auch a; = 0. Damit sind x, xs, ..., x,, linear unabhéngig.



3. Aufgabe: Seien

1 1 1 4
0 1 0 —1

a= [l a=| [ a=],] a=], e R%.
1 0 0 3

(a) Man untersuche, ob ay, as, as, a4 linear unabhéngig sind.

(b) Man bestimme eine Basis des Unterraums U = Span(ay, as, ag, as) von R™.

Losung: Man bildet die Matrix

A — [ala ag, asz, CL4] —

[ e =R

O = =

SN O =
D

Der Gauf-Algorithmus liefert als zugehorige Treppenmatrix

100 3
010 -1
= 001 2
000 O

Da rang(A) = 3 < 4 gilt, folgt aus 9.10, dass ay, as, as, a4 linear abhéngig sind. Da die
charakteristischen Spaltenindizes durch j(1) = 1, j(2) = 2 und j(3) = 3 gegeben sind,
folgt aus 9.10, dass {ay, as, as} eine Basis von Span(ay, ag, as, ay) ist.

4. Aufgabe: Seien

ay = , Ao =

N OO
N O = Ut

Man zeige:
(a) a1, as, ag, a4 sind linear unabhéngig.

(b) {a1, as, as, a4} ist ein Erzeugendensystem von R%.

Losung: (a) Man bildet die Matrix

A= [ab a2, asg, 0’4] =

N O O =
N O = Ot
—_
|
—_



Der GaufB-Algorithmus liefert als zugehorige Treppenmatrix T° = FEj, und daher ist
rang(A) = 4, und aus 9.10 folgt, dass aj, as, as, a4 linear unabhéngig sind.

(b) Da dim(R*) = 4 ist, folgt aus (a) und 9.18 (4), dass {ay, as, as, a4} eine Basis von
R*, also insbesondere ein Erzeugendensystem von R* ist. (Andere — direktere — Losungen
sind moglich.)

5. Aufgabe: (Diese Aufgabe bezieht sich thematisch auf das Ende von Abschnitt 7 der
Vorlesung.)

(a) Man zeige: Fiir jedes A € M(m,n; K) gilt
rang(*A) = rang(A).
(Hinweis: Satz 7.23.)
(b) Man zeige: Fiir alle A € M(m,n; K) und B € M(n,p; K) gilt
rang(A - B) < rang(A).

(Hinweis: Man zeige dies zunéchst fiir eine Treppenmatrix A und fithre dann den
allgemeinen Fall darauf zuriick.)

(c) Aus (a) und (b) folgere man: Fiir alle A € M(m,n; K) und B € M(n, p; K) gilt
rang(A - B) < rang(B).
(d) Sei A € M(n; K). Man folgere:

e Gibt es ein B € M(n; K) mit A- B = E,, so ist A invertierbar, und es gilt

B=A"1
e Gibt es ein C' € M(n; K) mit C' - A = E,, so ist A invertierbar, und es gilt
C=A"

Losung: (a) Sei r = rang(A). Nach 7.23 (bzw. Aufgabe VI.4) gibt es P € GL(m; K) und
Q € GL(n; K) mit PAQ =T, € M(m,n; K) (T, wie in 7.23 definiert). Es folgt dann

'Q'A'P = Y(PAQ) =T, =T/,

wobei T so wie T,. in 7.23 definiert ist, aber hier 7/ € M(n,m; K'). Da '@ und 'P inver-
tierbar sind, folgt
rang(A) =r iax rang (7)) 2 rang(*A).

(b) Sei r = rang(A), sei T' € M(m, n; K) die zugehorige Treppenmatrix. Nach Definition
einer Treppenmatrix gilt 7;4 = 0 (Nullzeile) fiir alle Zeilenindizes ¢ > r. Dann gilt offenbar
auch (T - B);e = 0 fiir alle ¢ > r. (Man halte sich die Matrizenmultiplikation vor Augen.)
Mit dieser Uberlegung ergibt sich offenbar

rang(7T - B) < rang(T) = r. (1)



Es gibt ein P € GL(m; K) mit T'= PA. Es folgt

(1)
rang(AB) s rang(PAB) = rang(TB) < rang(7) = rang(A).

(c) Es folgt

a () a
rang(AB) @ rang '(AB) = rang(*B'A) < rang(*B) @ rang(B).

(d) Es seien A, B € M(n; K). Es gelte AB = E,,. Es folgt

(0)
n = rang(E,) = rang(AB) < rang(A) < n,

also rang(A) = n, und nach 7.24 ist A dann invertierbar. Es existiert also die zu A inverse
Matrix A=!. Aus AB = E,, folgt dann weiter

At=A"'E, = A'AB = B.

Die zweite Aussage in (d) folgt vollig analog; man benutzt dabei (c) statt (b).



