WINTERSEMESTER 2008/09 AUSGABE: 12. DEz. 2008

X. UBUNG ZUR LINEAREN ALGEBRA I

Abgabe: bis Do, 8. JAN. 2009, 11:00 UHR in die Késten 109, 110 bzw. 119.

http://math-www.upb.de/~“dirk/Vorlesungen/LA-1/

In jeder Aufgabe sind maximal 10 Punkte erreichbar. Es bezeichnet K immer einen
Korper.

1. Aufgabe: Seien V und W endlichdimensionale K-Vektorraume. Man zeige:

(a) dim(V) < dim(W) genau dann, wenn es eine injektive lineare Abbildung f: V — W
gibt.

(b) dim(V) > dim(W) genau dann, wenn es eine surjektive lineare Abbildung ¢g: V' —
W gibt.

(c) Sei f: V — W eine lineare Abbildung. Genau dann ist f injektiv, wenn es eine
lineare Abbildung g: W — V gibt mit go f = 1y.

(d) Sei g: W — V eine lineare Abbildung. Genau dann ist g surjektiv, wenn es eine
lineare Abbildung h: V' — W gibt mit go h = 1y.

2. Aufgabe: Seien V und W zwei K-Vektorrdume. Sei Abb(V, W) = WV = {f |
f:V — W Abbildung} der K-Vektorraum wie in Aufgabe VIL.5 definiert.

(a) Man zeige, dass

Homg (V, W) L {f € Abb(V, W) | f linear}

ein Unterraum von Abb(V, W) ist.

(b) Gelte ab nun dim(V') = m < oo und dim(W) =n < co. Sei {vy,...,v,} eine Basis
von V und {wy,...,w,} eine Basis von W. Man zeige: Fiir alle k € {1,...,m} und
¢ e{l1,...,n} gibt es genau ein fr, € Homg(V, W) mit

fre(vi) = Z Oik0jew;
j=1

fir allei € {1,...,m}.

(¢) Man zeige dimy (Homg (V,W)) = m - n.

3. Aufgabe: Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen K-Vektorrdumen, wobei
dim(V) < oo gelte. Sei U C W ein Unterraum. Man zeige

dim(f~'(U)) = dim(U N Bild(f)) + dim(Kern(f)).



4. Aufgabe: Ein magisches Quadrat ist eine Tabelle mit neun Zahlen mit der Eigen-
schaft, dass die Summen aller Zahlen in jeder Reihe, Spalte und Diagonale gleich sind.
Diese Summe heifit die magische Zahl des magischen Quadrats. Zum Beispiel ist
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ein magisches Quadrat mit magischer Zahl 15. (Die Zahlen miissen aber nicht notwendig
verschieden bzw. positiv sein.) Wir betrachten nun alle magischen Quadrate mit Eintrigen
in der Menge QQ der rationalen Zahlen.

(a) Man zeige, dass die magischen Quadrate einen Q-Vektorraum V' bilden.
(b) Man zeige, dass die magische Zahl immer das Dreifache der zentralen Zahl ist.

(c) Man zeige, dass die magischen Quadrate mit magischer Zahl 0 einen Unterraum U
von V' bilden.

(d)* Was ist die Dimension von U? Man finde eine Basis davon. (Hinweis: Man betrachte
Kern und Bild einer linearen Abbildung der Form f, fiir eine geeignete Matrix A.)

(e) Sei
111
I=ANEEER
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Man zeige: Zieht man von einem beliebigen magischen Quadrat in V' ein geeignetes
Vielfaches von I ab, so erhélt man ein magisches Quadrat in U, also mit magischer

Zahl 0.

(f) Man ermittle nun die Dimension und eine Basis von V.

5. Aufgabe: Sei V ein R-Vektorraum der Dimension 4, sei {b1, b, b3, by} eine Basis
von V. Seien

a; = —2b1 -+ b2 + b4, QA9 — bl — 2b3 + b4, a3 = —2b1 + 2b2 — 4b3 -+ 4b4,
ay = —5b1 + 3b2 — 2b3 + 464, as = —bl + bQ - bg + b4, g — —9b1 + 6b2 - 463 + 7b4

(a) Sei U = Span(ay, as, as, a4, as, ag) V. Man bestimme die Dimension und eine
Basis von U.

(b) Sei f: R® — V die lineare Abbildung mit f(e;) = a; fiir i = 1,...,6. Man bestimme
rang(f) und dim(Kern(f)).

Das Team der Linearen Algebra wiinscht erholsame Feiertage und einen guten
Start in das neue Jahr!



