
WS 2006/07 Ausgabe: 29. Nov. 2006
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Bitte geben Sie außer Ihrem Namen auch deutlich die Übungsgruppe mit an.

19. Aufgabe: Sei H =

{(
a b

−b a

)
| a, b ∈ C

}
der Schiefkörper der Quaternionen.

Seien

1 =

(
1 0
0 1

)
, i =

(
i 0
0 −i

)
, j =

(
0 −1
1 0

)
, k =

(
0 −i
−i 0

)
.

Es gilt offenbar: 1, i, j, k bilden eine Basis des R-Vektorraums H, und es gilt
i2 = j2 = k2 = −1 und ij = −ji = k.

a) Man zeige: Jedes x ∈ H mit x 6= 0 ist invertierbar in H.

b) Sei Im H der von i, j, k erzeugte Unterraum. Man zeige: Für alle x, y ∈ Im H gilt
x2 ∈ R1 und xy + yx ∈ R1. Man zeige auch:

Im H = {x ∈ H | x2 ∈ R1 und x 6∈ R1 \ {0}}.

c) Man zeige: Das Zentrum von H, also die Menge {x ∈ H | xy = yx für alle y ∈ H},
ist gerade R1. (Hinweis: Man schreibe jedes Element in H eindeutig in der Form α1 + u
mit α ∈ R und u ∈ Im H und verwende Teil b.)

d) Man zeige: Für jedes a ∈ H, a 6= 0, ist ha : H −→ H, ha(x) = axa−1 ein
Ringisomorphismus. Außerdem: Für a, b ∈ H \ {0} gilt ha = hb genau dann, wenn
b−1a ∈ R1 gilt. 12 P.

20. Aufgabe: Sei S die Matrix

(
0 2
1 0

)
. Sei K die Menge aller 2× 2-Matrizen A mit

rationalen Einträgen, für die AS = SA gilt.

a) Mit der Matrizenaddition und -multiplikation ist K ein Körper. (Man beweise
nur die Axiome, auf die es hier ankommt!)

b) K ist isomorph zu Q[
√

2] = {a + b
√

2 | a, b ∈ Q}. 6 P.



21. Aufgabe: Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum über dem Körper K der
Dimension n ≥ 1, sei R der Endomorphismenring EndK(V ). Es wird in dieser Aufgabe
gezeigt, dass R nur die trivialen Ideale {0} und R enthält. (Aber R ist kein Schiefkörper,
falls n ≥ 2.)

Sei I ⊆ R ein Ideal, welches nicht nur aus dem Nullelement besteht.

a) Man zeige: Sind v, w ∈ V \ {0}, so gibt es ein f ∈ I mit f(v) = w. (Hinweis:
Basisergänzungssatz (mehrfach).)

b) Sei b1, . . . , bn eine Basis von V . Man zeige: Zu jedem i ∈ {1, . . . , n} gibt es ein

fi ∈ I mit fi(bj) =

{
bi i = j,

0 i 6= j.

c) Was ist f1 + f2 + · · ·+ fn? Man zeige: I = R.

d) (Nur mündlich!) Man formuliere obige Beweisschritte matrizentheoretisch, also
im Ring Mn(K). 12 P.


