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KAPITEL 1

Elementare Gruppentheorie

1. Der Gruppenbegriff
Aus der Linearen Algebra ist der Begriff einer Gruppe bekannt.

Definition 1.1

Eine Menge G mit einer Verkniipfung -: G x G — G, (z,y) — 2y = x - y heisst
Gruppe, falls folgendes gilt:
(G1) die Verkniipfung ist assoziativ, d. h. (z-y) -z = a - (y - 2) fiir alle
x,y, z € G,
(G2) es gibt ein neutrales Element e in G, d. h. fir das gilt z-e =z =e€-2
fiir alle z € G,
(G3) zu jedem z € G gibt es ein inverses Element y € G, d. h. fir das gilt
T-y=e=y-x.
Es ist leicht zu zeigen, dass es nur ein neutrales Element e geben kann, und dass
ein inverses Element y zu z eindeutig bestimmt ist; man schreibt dann y = 271,
und auch e = e, falls betont werden soll, dass es sich um das neutrale Element
in G handelt.

Ist die Verkniipfung zusétzlich kommutativ, d. h. gilt z -y = y - = fiir alle
x, y € G, so heisst die Gruppe G abelsch.

Der Gruppenbegriff ist zentral fiir die ganze Mathematik, nicht etwa nur von
Bedeutung in der Algebra. Jedem mathematischen Objekt M (einer Menge, ei-
nem Vektorraum, einem topologischen Raum, einem geometrischen Objekt, einer
Gruppe, einer geordneten Menge, etc.) kann man n#mlich seine Symmetriegrup-
pe S(M) zuordnen, gebildet aus allen die gegebene Struktur von M bewahrenden
Isomorphismen f: M — M. Je nach Kontext spricht man auch von der Automor-
phismengruppe Aut(M) von M.

Beispiele. (1) GL,(K), die Menge der invertierbaren n x n-Matrizen iiber dem Korper
K.

(1) Autx (V), die Menge der K-linearen, bijektiven Abbildungen f: V — V des
K-Vektorraums V' in sich. (Automorphismengruppe von V.)

(2) S(M), die Menge der bijektiven Abbildungen f: M — M von der Menge M
in sich. Speziell fir M = {1,2,...,n}: die symmetrische Gruppe S, = S(M); dies ist
die Menge der Permutationen der Zahlen 1,2,... n.

(3) (Z,+), die Menge der ganzen Zahlen mit der Addition als Verkniipfung. (Hier
verwendet man eine additive Schreibweise: x + y statt x -y = zy, —ax statt =1,
x —y :=x + (—y).) Das neutrale Element ist 0.

(4) Die Menge der komplexen Zahlen vom Betrag 1 bilden mit der Multiplikation
in C eine Gruppe.

(5) Sei X ein topologischer Raum. Dann bildet die Menge der Homéomorphismen
f: X — X von X aufsich (d. h. f ist stetig, bijektiv, und f~" ist stetig) mit der Kom-
position von Abbildungen eine Gruppe. (“Symmetrie”- oder Automorphismengruppe
von X.)
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Die Anzahl der Elemente (bzw. die Kardinalitéit) einer Gruppe G heisst die
Ordnung von G und bezeichnen wir mit |G|. Generell schreiben wir auch |X| fiir

die Kardinalitdt einer Menge X.

2. Untergruppen, Nebenklassenzerlegung
Definition 2.1

U < G), falls gilt
(Ul) egeU
(U2) U-UCU
(U3) UL C U.

Eine Teilmenge U einer Gruppe G heisst Untergruppe von G (Schreibweise:

Dabei ist U - U % {uruz | u1, us € U} und U1 = {u™ | uw € U}. Mit der von G

induzierten Multiplikation
v UxU—=U, (v,y) = zcy
ist eine Untergruppe selbst eine Gruppe.

Beispiele. (a) Sei G eine Gruppe. Dann sind {e} und G Untergruppen.
(b) Sei G eine Gruppe und g € G Dann ist

(9) ={g" IneZ}

eine Untergruppe von G. Sie heisst die von g erzeugte (zyklische) Untergruppe.
(¢) A, (gerade Permutationen) ist Untergruppe von S,,.
(d) SLn(K) < GL,(K).

Definition 2.2

Eine Gruppe G heisst zyklisch, falls es ein g € G gibt mit G = (g).

Bemerkung. Jede zyklische Gruppe ist abelsch. Die Umkehrung gilt nicht.

Beispiele. (a) Die Permutation

(1 2 ... n-1 n
77\2 3 ... an 1

erzeugt eine zyklische Gruppe (o), bestehend aus 1, o, o2,..., "', der Ordnung n.

(b) Sei z, = €2™/™ betrachtet als Element von (C*, ), wobei C* = C\ {0}. Dann
besteht U, = (z») aus den Elementen 1, z,, 2, ..., za" L Also |Un| = n.

(c)* Jede endliche Untergruppe von (C*, -) der Ordnung n stimmt mit U, iiberein,
ist also zyklisch.

(d)* Jede endliche Untergruppe der multiplikativen Gruppe K* = K \ {0} eines
Korpers K ist zyklisch.

(e) (Z,+) ist zyklisch (und unendlich).

Definition 2.3

Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe von G. Fiir g € G heisst
gU ={gu|uecU}
die Linksnebenklasse von g nach U. Mit G/U = {gU | g € G} bezeichnen wir

die Menge aller Linksnebenklassen von G nach U. Eine Rechtsnebenklasse ist
analog definiert als Ug.
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Lemma 2.4

Aquivalent sind:
(a) gU =hU
(b) gUNKU # 0
(c) h~lgeU

Beweis. (Siehe Vorlesung.) |

Proposition 2.5

Sei U eine Untergruppe von G Dann ist
¢= ][ N
NeG/U

eine disjunkte Zerlegung von GG in Linksnebenklassen N, die alle zu U gleich-
méchtig sind.

Eine analoge Aussage gilt fiir Rechtsnebenklassen. Hierbei bezeichne ][ die dis-
junkte Vereinigung. Zwei Mengen M und N heissen gleichméchtig, wenn es eine
bijektive Abbildung f: M — N gibt. Im Fall endlicher Mengen bedeutet dies, dass
die Anzahlen der Elemente in M und in N iibereinstimmen.

Beweis. Jedes g € G liegt in einer Nebenklasse, z. B. in gU. Verschiedene Neben-
klassen sind nach Lemma 2.4 disjunkt. Dies zeigt den ersten Teil der Aussage.
Fiir g € G ist die Abbildung

h: U — gU, ur gu

bijektiv mit Umkehrabbildung gU — U, y — ¢ 'y; daher sind U und gU
gleichmichtig. |

Satz 2.6 (Lagrange)

Sei G eine endliche Gruppe und U eine Untergruppe. Dann gilt
G| =[U]-|G/U].
def

Insbesondere sind daher die Ordnung |U| von U und der Index [G : U] = |G/U|
von G nach U Teiler der Ordnung |G| von G.

Folgerung 2.7

Jede Gruppe G von Primzahlordnung p ist zyklisch und hat {e} und G als
einzige Untergruppen.

Beweis. Ist U eine Untergruppe von G, so ist |U| ein Teiler von p, also |U| = 1
oder |U| = p. Dies zeigt U = {e} oder U = G. Wihle nun e # g € G. Es folgt
(9) # {e}, also (g) = G. u

Folgerung 2.8 ( “Kleiner Fermat”)

Ist G eine Gruppe der Ordnung n und g € G, so gilt g" = e.

Beweis. Die von g erzeugte zyklische Untergruppe U = (g) hat als Ordnung einen
Teiler m von n. Es reicht also folgende Aussage zu zeigen:

In einer zyklischen Gruppe U = (g) der Ordnung m gilt g™ = e; ferner ist
m die kleinste natirliche Zahl > 1 mit g™ = e.

Beweis hierfiir: Man betrachte die Potenzen g, g2, ¢°,... von g. Da G, also
insbesondere (9), nur aus endlich vielen Elementen besteht, muss es j > ¢ > 1
geben mit ¢/ = ¢°. Es gilt mit » := j —i > 1 dann ¢" = g% (¢") ™" = e. Sei r die
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kleinste natiirliche Zahl > 1 mit g" = e. — Diese heisst auch die Ordnung von g;
Schreibweise r = ord(g). — Dann sind die Elemente
2 r—1
e? g’ g A g

paarweise verschieden: sonst gilt fiir 0 < j < k <r —1 ¢’ = ¢*, also ¢* 7 = ¢,
im Widerspruch zur Wahl von r. Ferner ist {e, g,..., ¢" '} gegen Multiplikation
und Inverse abgeschlossen (beachte g" = e, g~* = ¢g"~!), also (leichte Ubung)
eine Untergruppe von G, die mit (g) iibereinstimmt. Es folgt |(g)| = . |

Proposition und Definition 2.9

Sind G und H Gruppen, so ist G x H vermdge
(g,h) - (¢, h) = (99", W)
wieder eine Gruppe. G x H heisst direktes Produkt von G und H.

Satz 2.10

Jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe ist zyklisch.

Beweis. Wesentliches Hilfsmittel ist die Division mit Rest in Z: Seien m, n ganze
Zahlen mit n # 0. Dann gibt es eindeutig bestimmte ganze Zahlen ¢, r mit

m=qn—+r

und mit 0 < r < |n|. (Beweis siehe Vorlesung.) Sei nun (G, ) ein zyklische
Gruppe, etwa G = (g). Sei U eine Untergruppe von G, wobei wir U # {e}
annehmen. Sei e # uw € U. Es gibt dann ein n # 0 mit v = ¢". Da mit u
auch v~ in U ist, kénnen wir n > 0 annehmen, und auBerdem, dass n > 0
minimal ist mit ¢" € U. Wir zeigen U = (u) = (¢"): Da ¢g" = u € U gilt, ist
(u)y C U Klar. Sei v € U beliebig. Es gibt ein m € Z mit v = ¢". Division mit
Rest ergibt g, r mit m = gn + r mit 0 < r < n. Wegen g™, ¢" € U gilt auch
g - =g"nTI" =g™.g 9 € U. Wegen r < n und der Minimalitit von n folgt
r=0,alsov=g"=g¢" = (¢") = u? € (u). [ |

Dies Argument mit der Division mit Rest wird uns spéter auch in anderen Situa-
tionen wieder begegnen.

Folgerung 2.11

Jede Untergruppe von (Z,+) ist zyklisch.

Proposition 2.12

Sei G = (g) eine zyklische Gruppe der Ordnung n < oc. Sei d ein Teiler von n
(d > 0). Dann ist U = (g"/%) eine Untergruppe der Ordnung d.

Beweis. Ersichtlich ist d der kleinste Exponent mit
(gn/d)d =e. ]
Fiir zyklische Gruppen lésst sich der Satz von Lagrange (|U] | |G|) also gewisser-
mafen “umkehren”. Allerdings ist dies generell nicht der Fall:
Beispiel. Die alternierende Gruppe A4 hat die Ordnung 12, aber keine Untergruppe der
Ordnung 6. (Werden wir spéter sehen.)

Aufgaben

U 2.1. Sei g ein Element in der Gruppe G mit ord(g) = n. Fiir jedes k > 1 gilt ord(g") =
n/ ggT(k,n).
U 2.2. Seien g, h Elemente in der Gruppe G. Dann gilt ord(gh) = ord(hg).



3. HOMOMORPHISMEN UND KERN 5

U 2.3. Seien a, b Elemente in der Gruppe G, die (endliche) Ordnung ord(a) = m bzw.
ord(b) = n haben. Es gelte aulerdem ab = ba und dass m und n teilerfremd sind.
Dann hat ab die Ordnung mn.

U 2.4. Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung > 2 oder unendlich. Dann ist G x G nie
zyklisch.

3. Homomorphismen und Kern
Definition 3.1

Seien G und H Gruppen. Eine Abbildung f: G — H heisst (Gruppen-) Homo-
morphismus (oder kiirzer: Morphismus), wenn

f@-qy)=[f(x)m f(y)
fiir alle z, y € G gilt. Ist f zusétzlich bijektiv, so nennen wir f Isomorphismus.
Zwei Gruppen G und H heissen isomorph (Schreibweise: G ~ H), falls es einen
Isomorphismus f: G — H gibt. Isomorphismen f: G — H mit G = H heiflen
auch Automorphismen (von G), und die Menge Aut(G) aller Automorphismen
bildet eine Gruppe mit der Komposition von Abbildung als Verkniipfung.

Eigenschaften 3.2

f: G = H sei ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt

Beweis. (Siehe Vorlesung.) |

Definition 3.3 (Normalteiler)
Eine Untergruppe N von G heisst Normalteiler, wenn fiir jedes g € G
gNg™'CN

gilt. Notation: NV < G.

Aquivalent sind:

gNg~! C N fiir jedes g € G.
gNg~! = N fiir jedes g € G.
gN C Ny fiir jedes g € G.
gN = Ny fiir jedes g € G.
Proposition 3.4

Sei f: G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist
N =Kem(f) :={z € G| f(z) = en} = [ ({en})

ein Normalteiler in G.

Beispiele. (1) det: GL,(K) — K* hat Kern SL,(K).
(2) sgn: S, — {£1} hat Kern A,,.
(3) exp: (R, +) — (R*, ) ist injektiver Gruppenhomomorphismus, also Kern(exp) =

{o}.

Lemma 3.5 (Injektivititskriterium)

Ein Gruppenhomomorphismus f: G — H ist genau dann injektiv, wenn
Kern(f) = {ec} gilt.
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Beweis. (Siehe Vorlesung.) |

4. Der Satz von Cayley
Satz 4.1 (Cayley)

Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung n. Dann ist G isomorph zu einer
Untergruppe der symmetrischen Gruppe S,,.

Beweis. Fiir jedes g € G ist die Abbildung
pg: G — G, T+ gx

eine bijektive Abbildung, somit ein Mitglied der symmetrischen Gruppe S(G) =
{f: G = G| f bijektive Abbildung}. Wir zeigen, dass

0: G —=8S(G), g+ pg

ein injektiver Gruppenhomomorphismus ist:
(a) ¢ ist Homomorphismus:

egn(r) = (gh)z = g(hw) = @q(pn(x)) = g © Pn(z).
(b) ¢ ist injektiv: Ist 4 = 1¢, so folgt
v =1a(x) = p4(z) = gz

fiir alle z € Gj; insbesondere fiir z = e, und g = e folgt.
Wegen |G| = n gilt S(G) ~ S,, und die Behauptung folgt. |

5. Konjugation

Fiir jedes g € G ist hy: G = G, x> grg™!

Definition 5.1

ein Automorphismus von G.

Elemente z, y € G heien konjugiert, falls es ein ¢ € G gibt mit y = gzg~".
Wir bezeichnen mit C(x) = {gxg~! | g € G} die Menge aller zu x konjugierten
Elemente. Diese heisst die Konjugationsklasse von x.

Ist U eine Untergruppe von G, so ist hy(U) = gUg™" eine Untergruppe
von G, die zu U konjugiert heisst. Genau die Normalteiler von G stimmen mit

ihren konjugierten Untergruppen iiberein.

1

Definition 5.2
Z(G) = {z € G| gx = xg fur alle g € G} heisst das Zentrum von G.

Proposition 5.3
Z(@) ist Normalteiler in G.

Beweis. Trivial. Konjugation lidsst Z(G) sogar elementweise fest. |

Proposition 5.4

(a) z € C(x).

(b) Cz)NCy) #0 = C(x) =Cly).
(© [C@)=1 & C)={z} & zeZ(G)

Beweis. (Siehe Vorlesung.) |
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Satz 5.5 (Klassengleichung)

Ist G eine endliche Gruppe, so gilt

Gl=12(@]+ Y [C)l.

|C(x)[>1

Beweis. (Siehe Vorlesung.) |

Sei Z(z) = {g € G| grg~' = x} (der Zentralisator von z).
Lemma 5.6

C(2)] = |G/ Z(2)]-

Beweis. Durch G/Z(z) — C(z), gZ(x) — grg~' ist eine (wohldefinierte!) Bijektion
gegeben. |

Eine Gruppe der Ordnung p™ mit p prim und n > 1 nennt man auch eine p- Gruppe.
Proposition 5.7

Sei G eine p-Gruppe. Dann ist das Zentrum nicht trivial: Z(G) # {e}.

Beweis. Nach dem Lemma ist |C(z)] = |G|/|Z(z)| ein Teiler von |G| = p". Ist
|C(z)| > 1, so wird |C(x)| also von p geteilt. Es folgt, dass auch |Z(G)| von p
geteilt wird. Also ist Z(G) nicht trivial. |

Folgerung 5.8

Jede Gruppe der Ordnung p? (p prim) ist abelsch.

Beweis. Nach Proposition 5.7 sind nur

12(G)| = {pQ
p

méglich. Falls | Z(G)| = p?, so sind wir fertig. Nehme also |Z(G)| = p an. Dann
ist G nicht abelsch. Es gibt dann ein « € G, dessen Zentralisator Z(z) echt in G
enthalten ist. Es folgt

2(6) C Z(x) ¢ G
und damit (Lagrange) Z(G) = Z(x). Aber z € Z(z) und z € Z(G), Widerspruch. B

Aufgaben

U 5.1. Sei G eine Gruppe der Ordnung p prim. Dann gilt | Aut(G)| = p — 1. (Wie schen
die Elemente von Aut(G) konkret aus?)

U 5.2. Sei A C G eine Teilmenge der Gruppe G. Definiere C'(A) = Cq(A) = {gAg™" |
g € G} C 29 (Konjugationsklasse von A), N(A) = Ng(A) = {g € G | gAg™* =
A} (Normalisator) sowie Z(A) = Zg(A) = {g € G | gag™" = a fiir alle a € A}
(Zentralisator von A in G). Dann gilt:

(1) N(A) und Z(A) sind Untergruppen von G mit Z(A) C N(A).

) Im Fall A ={z} gilt N(z) := N(A) = Z(A) = Z(=).

) |G| = [C(A)| - IN(A).

) Sei A ein Normalteiler von G. Dann ist G — Aut(A), g — hg |, (hg(a) = gag™)

ein Gruppenmorphismus mit Kern Z(A).

(5) Sei U eine Untergruppe von G. Dann gilt U <t Ng(U), und Ng(U) ist die grofite
Untergruppe von G, in der U ein Normalteiler ist. Es gilt U < G genau wenn
Ne(U) =G.






KAPITEL 1II

Faktorstrukturen

1. Faktorgruppen

Ist N ein Normalteiler in einer Gruppe G, so gilt gN = Ng fiir jedes g € G,
wir schreiben im folgenden [g] := Ng.

Satz und Definition 1.1

Sei G eine Gruppe und N ein Normalteiler in G. Dann bildet
G/N ={lg]l g€ G}

beziiglich der Verkniipfung
def
[z] - [yl = [zy]
eine Gruppe. Dabei ist [eg] das neutrale Element und [x~1] zu [z] invers.
G/N heifit die Faktorgruppe von G nach N (oder auch Quotient von G

nach N.)

Beweis. (Sieche Vorlesung.) Hauptaugenmerk liegt hier darauf zu zeigen, dass die
angegebene Verkniipfung wohldefiniert ist; dazu muss man die Normalteilerei-
genschaft verwenden. [ |

Zusatz 1.2

Die Abbildung
v:G—= G/N, z— [z]
ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern(v) = N.

v=vy: G — G/N heifit der natirliche Homomorphismus (bzgl. N).

Bemerkung. (a) Jeder Kern eines Gruppenhomomorphismus h: G — H ist Normaltei-
ler in G. Umgekehrt ist nach dem vorherigen jeder Normalteiler N in G Kern des
natiirlichen Homomorphismus

vn: G — G/N, z— [z]N.

(b) Fiir N = G ist G/N = {[e]} die einelementige, triviale Gruppe.

(c¢) Fiir N = {e} ist der natiirliche Homomorphismus v: G — G/{e} surjektiv
mit Kern(v) = {e}, also ein Isomorphismus.

(d) Die allgemeine Situation liegt zwischen den beiden Extremfillen (b) und (c).
Durch die Faktorkonstruktion wird beim Ubergang von G nach G/N durch v eine
”Verkleinerung”von G erreicht, bei der N auf das neutrale Element [e] von G/N und
allgemein eine Nebenklasse Nz C G auf das Element [z] zusammenschrumpft.

Hinweis. e Wenn G eine abelsche Gruppe und U in G eine Untergruppe ist, konnen
wir somit stets die Faktorgruppe G/U bilden.
e Man mache sich klar, wo es mit der Faktorbildung im nicht-abelschen Fall schief-
geht, wenn U nur eine Untergruppe, aber kein Normalteiler von G ist!

Satz 1.3

Fiir jedes natiirliche n > 1 ist

Ty =17)Z -1
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eine zyklische Faktorgruppe von (Z,+) der Ordnung n, die gerade aus den

Nebenklassen
[0}7 [1]7 [2]a ) [n - 1}
besteht.
Beweis. Per Division mit Rest. (Vgl. Vorlesung.) |

Wie sieht konkret die Addition auf Z,, aus? Seien 0 < z, y < n und

. B [z 4 y] falls x + y < n,
[z] + [y] = | +y}{[m+y—n] sonst.

Wir kénnen daher auf {0, 1,..., n — 1} eine Addition +,, erklidren durch

T+ falls x + y < n,
(1.1) TAny = { Y Y
T +y—mn sonst.
Nimmt man dies als Startpunkt, miifite zunéchst die Assoziativitat der Verkniipfung
gezeigt werden, was relativ aufwéndig ist. Die Bildung der Faktorgruppe erledigt
dies wesentlich eleganter.

Aufgaben

U 1.1. Man zeige (direkt), dass die Verkniipfung in (1.1) assoziativ ist.

U 1.2. Sei G eine Gruppe und U eine Untergruppe von G vom Index [G: U] =2. Dann
ist U ein Normalteiler in G.

U 1.3. Sei G eine zyklische Gruppe. Dann ist auch jede Faktorgruppe von G zyklisch.

2. Der Homomorphiesatz

Das Konzept der Faktorgruppe entfaltet seine volle Wirksamkeit erst im Zusam-
menwirken mit dem Homomorphiesatz, der besagt, dass — bis auf eine nachfolgende
Einbettung — jeder Homomorphismus so aussieht, wie ein natiirlicher Homomor-
phismus v: G — G/N.

Satz 2.1 (Homomorphiesatz)

Sei f: G — H ein Gruppenhomomorphismus und N ein Normalteiler in G mit
N C Kern(f). Dann gibt es genau einen Homomorphismus f: G/N — H mit
fov = f;esgilt also f([z]) = f(z) fiir allex € G, d. h. das folgende Diagramm

kommutiert:

G#H

~
v Ve
l i
G/N
Ferner gilt: f ist injektiv genau dann, wenn N = Kern(f) gilt. AuBerdem ist

Bild(f) = Bild(f).

Beweis. Definiere f([z]) = f(z) fiir alle x € G. (Dies ist die einzige Moglichkeit, wenn
die Aussage im Satz richtig sein soll.) Man muss zeigen, dass dies wohldefiniert
ist. Seien also x, y € G mit [x] = [y]. Dies bedeutet 2y~' € N C Kern(f), also
folgt f(x)f(y)™* = f(zy™!') = en, was gleichbedeutend zu f(zx) = f(y) ist. —

Man rechnet nun leicht nach, dass f ein Gruppenhomomorphismus ist, der das

obige Diagramm kommutieren lisst. Ferner gilt dann offenbar Kern(f) = {[z] |

x € Kern(f)}, und daher Kern(f) = {[ec]|} genau dann, wenn fiir alle z € G gilt:
z € Kern(f) =z € N. |
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Folgerung 2.2
Ist f surjektiv und N = Kern(f), so ist f ein Isomorphismus. |

Wir erhalten eine vollsténdige Klassifikation zyklischer Gruppen:
Satz 2.3
] Es gilt:
(a) Jede unendliche zyklische Gruppe G ist isomorph zu (Z,+).
(b) Jede endliche zyklische Gruppe der Ordnung n ist isomorph zu Z,,.

Beweis. Sei G = (g). Die Abbildung ¢: Z — G, i +— g* ist ein surjektiver Grup-
penmorphismus mit Kern(¢) = {0}, falls |G| = oo, und Kern(¢) = nZ, falls
|G| =n. |

Aufgaben

U 2.1. Seien N, K Normalteiler in einer Gruppe G, und sei H eine Untergruppe von G.

(1) [1. Isomorphiesatz] Die kanonische Abbildung H — HN/N, x — [z]n induziert
einen Isomorphismus H/H NN ~ HN/N.

(2) [2. Isomorphiesatz] Gilt K C N, so induziert die kanonische Abbildung [z]x —
[z]~ einen Isomorphismus (G/K)/(N/K) ~ G/N.

(3) Die Zuordnung U +— U/N induziert eine bijektive Abbildung von der Menge
der Untergruppen (bzw. Normalteiler) U in G mit N C U auf die Menge der
Untergruppen (bzw. Normalteiler) der Faktorgruppe G/N.

U 2.2. Sei G eine p-Gruppe und A ein Normalteiler der Ordnung p. Dann gilt A C Z(G).
(Hinweis: Man zeige mit Hilfe von U 5.1 und U 5.2 aus dem vorigen Kapitel, dass
Za(A) =G gilt.)

U 2.3. Seien m und n zwei teilerfremde natiirliche Zahlen. Dann ist die Produktgruppe
Zon, X Ly, isomorph zur zyklischen Gruppe Z,, ist.

3. Der Satz von Cauchy

Die behandelten Faktorgruppen sind auflerordentlich niitzlich. Sie erméglichen
z. B. fiir endliche Gruppen intelligente Induktionsargumente. Wir diskutieren hier
als einen solchen Anwendungsfall den Satz von Cauchy.

Lemma 3.1

Sei G eine endliche abelsche Gruppe, deren Ordnung durch die Primzahl p
geteilt wird. Dann enthélt G ein Element der Ordnung p.

Beweis. Ist G zyklisch, so gibt es nach Proposition 1.2.12 ein Element der Ordnung
p. Andernfalls, sei ¢ € G mit {e} € (g) € G. Dann hat per Induktion wegen
|G| = |{(g)| - |G/{g)| nun (g) oder die (abelsche) Faktorgruppe G/(g) ein Element
y der Ordnung p. Im ersten Fall ist man fertig. Im zweiten Fall sei x € G mit
y = [z], und sei U = (z) < G. Ist m = ord(z) = |U], so gilt y™ = [z™] = [¢e]. Also
p teilt m, und daher enthilt U (da zyklisch) ein Element der Ordnung p. |

Satz 3.2 (Cauchy (1845))

Es sei G eine endliche Gruppe, deren Ordnung durch die Primzahl p geteilt
wird. Dann enthélt G ein Element der Ordnung p.

Beweis. Das vorige Lemma zeigt die Richtigkeit des Satzes von Cauchy unter der
Zusatzvoraussetzung, dass G abelsch ist. Den allgemeinen Fall fithrt man hierauf
zuriick: Induktion nach n mit |G| = pn. Fiir n = 1 ist die Aussage klar. Sein > 1.
Zwei Fille sind moglich.
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1. Fall. Es gibt eine echte Untergruppe U von G mit p | |U|. Dann enthilt
wegen |U| < |G| nach Induktionsvoraussetzung U eine Element der Ordnung p,
und dies gilt natiirlich auch in G.

2. Fall. Es existiert keine echte Untergruppe U von G mit p | |U|. Wegen
n > 1 ist G nach dem vorherigen Lemma nicht abelsch, d. h. es gilt Z(G) # G.
Fiir jedes z € G mit « ¢ Z(G) (bzw. dquivalent |C(z)| > 1) ist der Zentralisator
Z(z) eine echte Untergruppe von G. Da dessen Ordnung nicht von p geteilt wird,
teilt p den Index [G : Z(x)] = |C(x)|. Aus der Klassengleichung

Gl =12G)|+ Y [Cl)
|C(@)[>1

folgt p | |Z(G)|. Dies widerspricht aber der Aussage des 2. Falls, d. h. es kann
nur der 1. Fall gelten (oder n = 1). |

4. Gruppen kleiner Ordnung

Mit Hilfe des Satzes von Cauchy kénnen wir fiir eine ganze Reihe kleiner Ord-
nungen sdmtliche Gruppen dieser Ordnung bestimmen. Wir wollen bis zur Ordnung
15 sehen, wie weit wir mit unseren jetzigen Fahigkeiten kommen. Sei also G eine
endliche Gruppe der Ordnung n.

e n =1 klar.

en = 23,5 7, 11, 13. Hier ist n eine Primzahl. Wir wissen, dass diese
Gruppen zyklisch sind, isomorph zu Z,, und aufler {e} und G keine wei-
teren Untergruppen haben. G = (g), ¢" = e. Wir haben also auch den
sog. Untergruppenverband von G bestimmt (d. h. die Menge aller Unter-
gruppen von G, geordnet mit der Inklusion.)

G

{e}

e n = 4,9. Hier ist n = p? fiir eine Primzahl p, daher ist G abelsch (nach
Folgerung 1.5.8). Elemente e # g € G haben die Ordnung p oder p?. Nur
zwei Falle sind moglich:

(a) Es gibt ein g € G der Ordnung n = p?. In diesem Fall ist G zyklisch,
G = (g), g" = e. Ferner ist der Untergruppenverband linear:

G =(g) p?

{e} 1

Denn wegen ord(g) = p? sieht man sofort, dass ¢ fir 1 <i <p—1
eine Ordnung > p haben muss und daher ein Erzeuger von G ist;
daher ist (gP) die einzige Untergruppe der Ordnung p.

(b) Jedes e # g € G hat die Ordnung p. Jedes solche Element liegt daher
in genau einer Untergruppe U der Ordnung p; denn zwei verschiedene
Untergruppen der Ordnung p haben nur e im Durchschnitt. Abzéhlen

G\ {e}l=p* 1=+ -1) =@+ DU\ {e}]
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zeigt, dass G genau p 4+ 1 Untergruppen der Ordnung p hat und dies

alle echten Untergruppen von G sind.

(bl) n=4 (p=2). G = (a,b), a®> = b> = ¢, ab = ba. G ist die sog.
Kleinsche Vierergruppe, G ~ Zs X Zo = V4. Untergruppenver-
band:

G = (a,b) 4

(@)

{e} 1
(b2) n=9 (p=3). G = (a,b), a® = b> = e, ab = ba. G ist isomorph
G = (a,b) 9
n = p? entweder zu Z, oder zu Z, x Z, isomorph. Diese Gruppen sind
daher sdmtlich direkte Produkte von zyklischen Gruppen. Der Hauptsatz
allgemeiner fiir alle endlichen abelschen Gruppen gilt.
n = 6, 10, 14. Diese Ordnungen haben die Form n = 2p, wobei p eine
ein Element g der Ordnung 2 als auch ein Element h der Ordnung p
gibt. Es hat N = (h) als Untergruppe der Ordnung p den Index 2, ist
Details vgl. Vorlesung):
(a) G hat ein Element der Ordnung n = 2p. Dann ist G ~ Z,, zyklisch

zu Zs X Z3. Untergruppenverband:
(b) (ab) (ab?) 3
Bemerkung: Mit dhnlicher Argumentation ist jede Gruppe der Ordnung
iiber endliche abelsche Gruppen sagt, dass die letztgenannte Figenschaft
ungerade Primzahl ist. Der Satz von Cauchy sagt uns, dass es sowohl
also Normalteiler in G (vgl. Ubungen). Folgende Fille sind moglich (fiir
(insbesondere abelsch). Der Untergruppenverband von G ist

e n=2p
e \ p
\ U 2

{6}/ 1

mit U = (g). (Man zeigt leicht, dass jedes Element auflerhalb von N
und U ein Erzeuger von G ist: g'h? (i =0, 1; 0 < j < p—1) sind alle
2p Elemente, und nach ein vorherigen Ubung gilt ord(gh?) = 2p.)
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Prdisentation durch Erzeugende und Relationen': G = (g, h), g> =
e = h?, hg = gh, oder kiirzer G = {(g,h | g% hP,hgh~'g~!). Man
sieht, dass G ~ Zy x Z, (~ Zsp) gilt.

Jedes e # x € G hat entweder die Ordnung 2 oder die Ordnung p.
Man zeigt, dass N die einzige Untergruppe der Ordnung p ist. (Sonst
gibe es aus Elementanzahlsgriinden nur eine weitere der Ordnung p
und U wiére die einzige Untergruppe der Ordnung 2. Da aber alle
Konjugierten von g die Ordnung 2 haben, muss g im Zentrum lie-
gen; insbesondere gh = hg, und nach der schon genannten Ubung
hat dies Element die Ordnung 2p, Widerspruch.) Somit haben alle
Elemente aus G\ N die Ordnung 2, bilden damit (zusammen mit e) p
Untergruppen Uy, ..., U, der Ordnung 2. Wir haben den Untergrup-
penverband ermittelt:

G n=2p

{e} 1

Prdisentation durch Erzeugende und Relationen: N = (h), h? = e,
U, = (g), g°> = e. Man zeigt nun, dass

w: Nx Uy — G, (n,u) — nu

bijektiv ist (wegen NNU; = {e}, und vgl. Elementanzahlen). Es l4sst
sich also jedes € G eindeutig in der Form

r=higd 0<i<p-1,0<j<1
schreiben. Wegen (h) = N < G gilt
ghg™! = h'

fiir ein 1 < i < p — 1. Man sieht aber, dassnur i =1l und i = p—1
moglich sind: denn wegen g2 = e und ghg~! = A’ folgt h = g?hg~2% =
ghig™! = (ghg™")" = h*", und deswegen p | 2 — 1 = (i — 1)(i + 1),
d. h. aber ¢ = 1 oder ¢« = p— 1. Im Fall ¢ = 1 gilt gh = hg, und
G ist abelsch, G ~ Z, x Zy ~ Zs,, also zyklisch. Dies ist aber Fall
(a) und in (b) nicht moglich. Also bleibt nur ¢ = p — 1, und es gilt
G = {g,h) mit Relationen g?> = e = h?, ghg~* = hP?~L. Dies liefert
die sog. Diedergruppe D, (vom Grad p und der Ordnung 2p).

e n =8 = 23. Die abelschen Fille sind hier (isomorph zu) Zs, Zg x Z4 oder
Zo X Zo X Zo. Diese betrachten wir im folgenden nicht. Der interessante
Fall ist dann, wenn G eine zyklische Untergruppe N der Ordnung 4 hat;
diese ist dann automatisch ein Normalteiler von G. N = (g), g* = e. Es
gibt dann zwei Falle:

1Wir verwenden diese Sprechweise hier ad hoc. Fiir ndhere Erlduterung vgl. unten stehende

Bemerkung.
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(a) In G\ N gibt es ein Element h der Ordnung 2. Es folgt G = (g, h)
mit g* = e = h2, und ferner folgt hgh~! = g (und dann G ~ Zy x Zs
abelsch) oder hgh™! = g3, womit es sich um die Diedergruppe Dy
handelt. Der Untergruppenverband sieht wie folgt aus:

G 8
/ \
< ,9°h) (9) (h,g?) 4
SINTATN
h) () (h) (g%h) 2
\ }/ |

(b) In G\ N hat jedes Element die Ordnung 4. Hier zeigt man, dass G
die Quaternionengruppe ist:

NG
~N

{e} 1
4

a* = e, b?> = a?, ba = a~'b. Hier sind alle Untergruppen Normalteiler.
e n =12 = 22.3. Hier gibt es als abelsche Gruppen

Z4XZ322127 ZQXZQXZ:),ZZQXZG

und drei nichtabelsche. Siehe Ubung 4.1.
— A, alternierende Gruppe;
— D Diedergruppe;
— sog. dizyklische Gruppe ((a,b), a® = e, b> = a®, ba = a~'b).
e n=15=3-5. Hier ist jede Gruppe zyklisch, sieche Ubung 4.2.
Bemerkung. Sei n > 1. Die Diedergruppe D, vom Grad n (der Ordnung 2n; manche
Autoren schreiben Ds,, statt Dy,) ist definiert durch Erzeugende und Relationen,

2 —1 —1
D, ={(rs), r"=e=s", srs  =1"

n—l)

(beachte: s™' =sund r~' =7 , bzw.

D, = (r,s | 7", s°, srsr)

und kann als Symmetriegruppe des regelméfligen n-Ecks angesehen werden: r be-
schreibt eine Drehung um den Schwerpunkt des n-Ecks um den Winkel 27 /n, und s
eine Spiegelung an einer Geraden durch den Schwerpunkt, die Mittelsenkrechte einer
Seite ist. [Vgl. den Fall n =4 (Quadrat) in der Vorlesung.]

Bemerkung. Eine detaillierte Klassifizierung aller Gruppen der Ordnung < 15 findet
man in Abschnitt I1.6 im Buch [6].
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Bemerkung. * (1) [Freie Gruppe] Sei S eine Menge. Dann existiert eine Gruppe, be-
zeichnet mit F(S), und eine Abbildung f: S — F(S), so dass folgende universelle
FEigenschaft erfiillt ist. Zu jeder Gruppe G und jeder Abbildung g: S — G gibt es ge-
nau einen Gruppenhomomorphismus ¥: F(S) = G mit ¢ o f = g, d. h. das folgende
Diagramm kommutiert:

s—1 5 p(s)

[
x | 3
KB

G

Ferner ist f injektiv und F'(S) wird erzeugt von den Elementen im Bild f(S). Durch
S ist die Gruppe dadurch bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Man nennt sie die
durch S erzeugte freie Gruppe. Die Elemente dieser Gruppe sind endliche (formale)
Worter z1x2 ... 2, mit z; € S]] S (wobei S™1 disjunkt zu S ist und aus den Buch-
staben 27! fiir jedes z € S besteht, wobei die Worter reduziert in dem Sinne sind, dass
x; # mip1 ! fiir alle ¢ gilt. Neutrales Elements ist das leere Wort. Die Verkniipfung
ist durch (reduzierende) Konkatenation gegeben ist. Fiir Details verweisen wir auf
die Biicher [9], .12 oder [6], 1.9. Jede Gruppe G ist Faktorgruppe einer freien Gruppe
(man nehme fiir S eine Menge von Erzeugern von G, z. B. S = G). Ist G Faktorgruppe
von F'(S), so nennt man G erzeugt von S (gemeint ist, von den Bildelementen 7(S)

in G).

(2) [Présentation durch Erzeuger und Relationen] Sei R eine Teilmenge reduzier-
ter Worter in S]] S™*. Man sagt, dass eine Gruppe G erzeugt wird von S mit Rela-
tionen (in) R, falls G ~ F(S)/N gilt, wobei N der kleinste Normalteiler von F(S) ist,
der R enthélt. (Dies ist der Durchschnitt aller Normalteiler in F'(.S), die R enthalten.)
Man schreibt G = (S | R) und nennt dies eine Prdsentation von G durch Erzeugende
und Relationen. Aus der universellen Eigenschaft von F(S) folgt leicht folgende Ei-
genschaft, die man auch Satz von Van Dyck nennt. Ist H eine von S erzeugte Gruppe,
in der “alle Relationen aus R” gelten, dann gibt es einen surjektiven Gruppenhomo-
morphismus ¢: (S | R) — H. Denn die Voraussetzung sagt mathematisch gerade aus,
dass es einen surjektiven Morphismus ¢: F'(S) — H gibt mit R C Kern(f). Ist N der
kleinste Normalteiler, der R enthilt, so folgt mit dem Homomorphiesatz die Existenz
eines eindeutigen (surjektiven) Morphismus ¢: F(S)/N — H mit ¢ o vy = 9.

Aufgaben

U 4.1. Man Klassifiziere alle (nicht-abelschen) Gruppen der Ordnung n = 12.

U 4.2. Sei G ecine Gruppe der Ordnung 15. Im folgenden soll gezeigt werden, dass G
zyklisch ist.

(1) Es gibt eine Untergruppe U der Ordnung 3 und eine Untergruppe V' der Ordnung
5. Die Abbildung m: U x V. — G, (u,v) — u - v ist bijektiv.

(2) Sei S(G/V) die Gruppe der bijektiven Abbildungen von der Menge der Links-
nebenklassen von V in sich, also S(G/V) ~ Ss3. Die Abbildung ¢: G — S(G/V),
g+ @g, wobei pg(hV) = ghV, ist ein Gruppenhomomorphismus.

(3) Das Bild von ¢ hat die Ordnung 3, also Bild ¢ ~ Zs.

(4) Es gibt einen Normalteiler N in G der Ordnung 5.

(5) Fiir jedes g € G ist die Abbildung hy: N — N, hy(n) = gng~* ein Automorphis-
mus. Die Abbildung ¢: U — Aut(N), u — hy ist ein Gruppenhomomorphismus,
der trivial ist. (Gibt es ein Element der Ordnung 3 in Aut(N) ~ Aut(Zs)?)

(6) Fiir alle w € U und n € N gilt un = nu.

(7) Die Abbildung m: U X N — G, (u,n) — u - n ist ein Isomorphismus.

(8) G~ 215.

U 4.3. D, = (r,s | v, s%, srsr), die Diedergruppe vom Grad n prisentiert durch Er-
zeugende und Relationen, ist isomorph zur Symmetriegruppe G = (R,S) des re-
gelmiBigen n-Ecks, (R 27 /n-Drehung, S Spiegelung) und hat daher die Ordnung 2n.
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5. Ringe und Koérper
Definition 5.1
Eine Menge R mit zwei Verkniipfungen
+:RxR—-R und -:RxR—R
heifit ein Ring (mit Eins 1g), falls folgendes gilt:
(1) Esist (R,+) eine abelsche Gruppe. (Das neutrale Element bzgl. der
Addition “+” heifit Null (-element) und wird mit 0 = Op bezeichnet.)
(2) Die Multiplikation “-” ist assoziativ und hat ein neutrales Element
(dieses heisst Eins (-element) und wird mit 1 = 1 bezeichnet.)
(3) Es gelten zwischen “+” und “” die Distributivgesetze: fiir alle a, b, ¢ €
R ist
a-(b+c)=a-b+a-cund (a+b)-c=a-c+b-c.
Ein kommutativer Ring R ist ein Ring, in dem die Multiplikation “.” zusétzlich
kommutativ ist.

Konvention: In der Notation nehmen wir immer die Regel “Punkt- vor
Strichrechnung” an. Diese haben wir oben schon verwendet, denn statt (a-b) +
(a - c) haben wir einfach a - b+ a - ¢ geschrieben. Desweiteren lisst man oft das
“”_Zeichen weg und schreibt statt a - b einfach ab. Statt a + (—b) schreibt man
a—b.

Wir werden stets Ringe mit Eins betrachten.

Bemerkung. Sei R ein Ring. Fiir jedes a € R gilt 0-a = 0 = a-0. (Denn a -0 =
a-(04+0)=a-0+a-0, und Kiirzen in (R, +) liefert a - 0 = 0. Die andere Gleichung
ist analog.)

Die Nullring R = {0} ist der einzige Ring (mit Eins), in dem 1 = 0 gilt.

Beispiele. (a) Z.

(b) Jeder Korper, insbesondere Q, R und C.

(¢) Endg (V) fiir einen K-Vektorraum V.

(d) M, (K). Fiir n > 2 nicht kommutativ.

(e)* Zn =7Z/nZ = {[0], [1],...,[n — 1]} mit
2] [y) < [y

ist ein kommutativer Ring mit n Elementen.
(f)" K ein Kérper, K[T] der Ring der Polynome iiber K in der Unbestimmten
T.

Definition 5.2
Ein Ring R, fiir den R* = R\ {0} bzgl. Multiplikation eine Gruppe ist, heifit
Schiefkorper. Ist R zusétzlich kommutativ, so heifit R ein Kdrper.
Beispiele. (1) Q C R C C sind Koérper. Weitere Korper wie
Q2| ={a+bvV2|a,becQ}
und

Qi ={a+bi|a,beQ}

erhilt man als Teilkérper von R bzw. C.
(2) Die Ringe Z und M, (K) (n > 2) sind keine (Schief-) Kérper.

(3) Die Menge
H:{(_“E 2) \a,be(C}
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bildet bzgl. Matrizenaddition und -multiplikation einen Schief-Kérper, den Schiefkérper
der (Hamiltonschen) Quaternionen . — Fiir (a,b) # (0,0) ist

a O\ 1 a —b
b a) T laP+pE\b a)

(4)
(5)* Ist K ein endlicher Kérper, so ist |K| = p™ eine Primzahlpotenz.
(6)" Sind K und L endliche Kérper mit |K|=|L|, so sind K und L isomorph.
(7)* Ist K ein Korper, so ist
k@ ={L11geni g 40}

(formale Briiche) mit den iiblichen Bruchrechenregeln ein Kérper, der Korper der
rationalen Funktionen iiber K in der Unbestimmten 7. Es ist K[T] C K(T) ein
Unterring (identifiziere f mit {)

Proposition 5.3

Jeder Schiefkérper K ist nullteilerfrei, d. h. = - y = 0 impliziert x = 0 oder
y=0.

Beweis. Ist zy = 0 und = # 0, so folgt

y=1y= (" 'z)y=a""(ay) =0.

Definition 5.4

Ein kommutativer Ring mit 0 # 1 heifit Integrititsring (oder Integrititsbereich),
wenn er nullteilerfrei ist.

Beispiele. (1) Z.
(2) Allgemeiner ist (offenbar) jeder Unterring eines Korpers K nullteilerfrei.
(3)" Der Polynomring K [T ist nullteilerfrei (K ein Kérper). (Beweis spéter.)
(4)™ Jeder Integritétsbereich ldsst sich in einen Korper einbetten, damit als Un-
terring eines Korpers auffassen. (Beweis spiter.)

Proposition 5.5

Jeder endliche Integritéitsring R ist ein Korper.

Beweis. Sei a € R, a # 0. Die Abbildung
At R— R, x+— ax

ist — da a kein Nullteiler ist — injektiv, und wegen der Endlichkeit von R auch
surjektiv. Insbesondere gibt es ein € R mit 1 = A\,(z) = az. Also ist a inver-
tierbar. |

Definition 5.6

Sei R = (R, +, -) ein Ring mit Einselement. Sei K ein Korper (oder allgemeiner,
ein kommutativer Ring). Dann heisst R eine K-Algebra, wenn R bzgl. einer
Abbildung

KxR—R, (,r)»a-r=ar
zusiétzlich ein K-Vektorraum (bzw. K-Modul) ist, so dass gilt

a(rs) = (ar)s =r(as) firallea€e K, r, s € R.
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Beispiele. Sei K ein Korper.
(1) Endg (V), fiir einen K-Vektorraum V, ist eine K-Algebra.
(2) M, (K) ist eine K-Algebra der Dimension n?.
(3)* C([0, 1], R), stetige reelle Funktionen auf [0, 1], ist eine unendlichdimensionale
R-Algebra.
(4)* K|[T] ist eine unendlichdimensionale K-Algebra.

Proposition 5.7

Jede endlichdimensionale nullteilerfreie K-Algebra R # 0 (K ein Kérper) ist
ein Schiefkorper.

Beweis. Sei a € R, a # 0. Die Abbildung
Xa: R— R, x— ax

ist K-linear und — da a kein Nullteiler ist — injektiv, und wegen der Endlich-
dimensionalitdt von R auch surjektiv. Insbesondere gibt es ein x € R mit 1 =
Aa(z) = ax. Aus denselben Griinden gibt es ein y € R mit 1 = A\;(y) = zy. Es
folgt

a=a-1=a(ry) = (ax)y=1-y=y,
d. h. ax = 1 = za, und damit ist a invertierbar. |

Definition 5.8

Seien R und S Ringe. Eine Abbildung f: R — S heisst (Ring-) Homomorphis-
mus (oder kiirzer: Morphismus), falls

flz+y)=f(z)+ f(y) firallez,ye R
flx-y)=f(x)  f(y) firalez,yeR
f(lg) =15
gilt. (Sind R, S zusitzlich K-Algebren und ist f zusitzlich K-linear, so heisst
f ein Algebrenhomomorphismus.) Ist f zusitzlich bijektiv, so heisst f ein Iso-

morphismus (von Ringen). Zwei Ringe R und S heissen isomorph (Notation:
R ~ S), falls es einen Isomorphismus f: R — S gibt.

Definition 5.9

Eine Teilmenge S eines Ringes R heisst Unterring (oder Teilring), falls gilt

e S ist Untergruppe von (R, +)

e 5.-5CS

e lp€eSs.
Dadurch wird S selbst mit den von R induzierten Verkniipfungen zu einem Ring
(mit Eins 1g = 1g). Ist zusitzlich R eine K-Algebra und S ein Unterraum, so
heisst S Unteralgebra von R.

Ist der Unterring S von R ein Korper, so heisst S Teilkorper von R. Ist

zusétzlich R selbst auch ein Korper, so nennt man R eine Korpererweiterung
von S.

Beispiele. (1) Z ist Teilring von Q. Q ist ein Teilkérper von R.

(2) Sei f: R — S ein Ringhomomorphismus. Dann ist Bild(f) ein Unterring von
S.

(3) Sei R ein Ring. Dann ist durch h: Z — R, n+— n -1 = ... ein Ringhomomor-
phismus gegeben, der einzige von Z nach R. Dessen Bild Z-1 ist der kleinste Unterring
von R. Auflerdem wird auf diese Weise R zu einer Z-Algebra. (Also ist jeder Ring in
natiirlicher Weise eine Z-Algebra.)

(4) Ist S ein Unterring von R, so ist die Einbettung j: S — R, z +— x ein
Ringhomomorphismus.
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(5) A=C(]0,1],R). Seiz € [0,1]. Dann ist e;: A = R, f — f(z) ein (surjektiver)
Ringhomomorphismus.

Aufgaben

U 5.1. In jedem Ring gilt (1) - (=1) = 1.

U 5.2. [Binomialtheorem] Seien R ein Ring und a, b € R, fiir die ab = ba gilt. Fiir jedes
n > 0 gilt

(a+b)" = zn: (Z) akpnk,

k=0
0 0 2

U5.3.8iS:=[1 0 0].Sei K die Menge aller A € M3(Q), fiir die AS = SA gilt.
0 1 0

(1) Es ist K ein Q-Vektorraum mit Basis E, S, S?. (E die Einheitsmatrix; was
ist $37)

(2) Das charakteristische Polynom von S hat keine Nullstelle in Q.

(3) Fiir jeden Vektor € Q3, x # 0, gilt, dass 2, Sz, S%z linear unabhiingig sind.
(Dazu verwende man Teil (2) um zu zeigen:

(i) Sz & (x); (i) S%x & (x, Sz).

Fiir (ii) ergédnze man x, Sz mit einem y zu einer Basis von Q? und betrachte die
Darstellungsmatrix der linearen Abbildung Q* — Q®, v — Sv bzgl. dieser Basis;
was folgt fiir das charakteristische Polynom von S falls (ii) nicht gilt?)

(4) Es ist K ein Integritétsring.

(Seien A und B Matrizen in K mit AB = 0. Man nehme an, B # 0. Dies fiihrt

zu Az = 0 mit einem Vektor z € Q3, z # 0. Man verwende Teil (3), um A = 0 zu
schliessen.)

(5) Es ist K ein (kommutativer) Kérper und K/Q eine Korpererweiterung vom
Grad 3. (Wie wird hierbei Q als Teilkorper von K aufgefasst?)

6. Ideale und Faktorringe
Proposition 6.1

Sei f: R — S ein Morphismus von Ringen. Dann hat
I =XKern(f)={reR| f(r) =0}
folgende Eigenschaften:

(I1) (I,+) ist eine Untergruppe von (R,+);
(I2) R-1CTundI-RCI.

Beweis. Klar. |

Definition 6.2
Eine Teilmenge I C R eines Rings R heisst Ideal, falls sie obige Figenschaften
(I1) und (I2) erfiillt. Notation: I < R.

Jeder Ring R hat die trivialen Ideale {0} und R.

Lemma 6.3

Sei R ein kommutativer Ring und a € R. Dann ist I = Ra = {ra | r € R} ein
Ideal in R.

Ra heifit (das von a erzeugte) Hauptideal.
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Satz 6.4
Im Ring Z ist jedes Ideal ein Hauptideal.

Beweis. Wir hatten schon gesehen, dass die abelsche Gruppe (Z,+) nur zyklische
Untergruppen besitzt, allesamt von der Form Z - n (n € Z). Da jedes Ideal in Z
insbesondere eine Untergruppe von Z ist, folgt sofort die Behauptung. |

Bemerkung. [Kongruenzen| Sei I ein Ideal in R, seien a, b € R. Man schreibt a =
b mod I, falls a — b € I gilt. (“a kongruent b modulo I”) Im Fall R=7Z und I = Zn
schreibt man kiirzer mod n.

Definition 6.5

Ein Integritétsbereich, in welchem jedes Ideal ein Hauptideal ist, heif3t Haupt-
idealring (oder -bereich).

Beispiele. Beispiele fiir Hauptidealringe:

(1) Z

(2) Jeder Korper.

(3)" Der Polynomring K[T] (K Koérper). (Dies wird spéter gezeigt.)
Satz 6.6

Ein kommutativer Ring R ist genau dann ein Korper, wenn er genau zwei

Ideale hat.

Beweis. (1) Seien {0} und R die einzigen beiden Ideale in R (also insbesondere
R # {0}). Sei a € R mit a # 0. Dann ist das von a erzeugte Hauptideal Ra
ungleich {0}, also muss Ra = R gelten. Insbesondere gibt es ein r € R mit
1 = ra. Es folgt, dass a invertierbar ist.

(2) Sei R ein Kérper. Dann sind die Ideale {0} und R verschieden. Sei I # {0}
ein Ideal. Es gibt ein a € I mit a # 0. Da a invertierbar ist, gilt 1 = o 'a €
Ra C I. Ist nun r € R beliebig, so folgt r =r-1 € I. Also gilt I = R. ]

Folgerung 6.7

Sei f: K — R ein Homomorphismus, wobei K ein Kérper ist und R ein Ring
mit 1 # 0. Dann ist f injektiv.

Beweis. Wegen f(1) =1 gilt f # 0. Also Kern(f) # K und somit Kern(f) = {0}. N

Satz und Definition 6.8

Sei R ein Ring und I C R ein Ideal. Dann wird die Faktorgruppe R/I von
(R,+) nach I zu einem Ring vermége der Multiplikation

(2] 9] < ),
wobei hier [z] fiir x € R die Nebenklasse © + I € R/I bezeichnet. Es ist
1r/r = [Ir]. Der Ring R/I heisst der Faktorring von R nach dem Ideal I
(oder: modulo I).

Beweis. Ahnlich wie im Gruppenfall ist hier der wesentliche Punkt zu zeigen, dass
die Multiplikation wohldefiniert ist. Dazu verwendet man die Idealeigenschaft.
(Details siehe Vorlesung.) |

Satz 6.9 (Homomorphiesatz fiir Ringe)

Seien R und S Ringe, und sei f: R — S ein Ringhomomorphismus. Dann
ist I = Kern(f) ein Ideal in R. Es gibt genau einen Ringhomomorphismus



22 II. FAKTORSTRUKTUREN

f: R/I — S mit fov = f, wobei v: R — R/I, a + [a] der natiirliche
surjektive Ringhomomorphismus ist. Ferner ist f injektiv.

Beweis. Der Homomorphiesatz fiir Gruppen liefert einen eindeutigen Gruppenhomo-
morphismus f: R/I — S, zwischen den additiven abelschen Gruppen (R/I,+)
und (S, +), fiir den f ov = f gilt, und f ist injektiv. Es ist nur noch zu zeigen,
dass v und f auch Ringhomomorphismen sind. Dies rechnet man leicht nach.
(Siehe Vorlesung fiir Details.) |

Aufgaben

U 6.1. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum iiber dem Kérper K der Dimension
n > 1, sei R der Endomorphismenring Endg (V') (~ M, (K)). Man zeige, dass R nur
die trivialen Ideale {0} und R enthélt. (Interessant hierbei ist u. a., dass R fiir n > 2
kein Schiefkérper ist, nicht einmal nullteilerfrei.)

U 6.2. Sei I ein Ideal in R. Dann ist Kongruenz = modulo I eine Aquivalenzrelation auf
der Menge der Elemente von R, und es gilt:
e Ausa=bund c=dfolgena+c=b+d, a—c=b—dund ac = bd.

7. Der Faktorring Z, = Z/nZ

Fiir eine natiirliche Zahl n > 1 sei Z,, der Faktorring Z/nZ, auch der Restklas-
senring modulo n genannt.
Satz 7.1

Fiir n > 1 sind dquivalent:

(1) Z,, ist ein Kérper.
(2) Z, ist ein Integritétsbereich.
(3) n ist eine Primzahl.

Beweis. (1)<(2): Da Z, endlich ist, folgt dies aus Proposition 5.5 und Propositi-
on 5.3.
(2)=-(3): Sei n keine Primzahl. Dann gibt es a, b € Z mit 1 < a, b < n mit
n = a-b. Fiir die Klassen in Z,, folgt dann [a] # 0, [b] # 0, aber [a] - [b] = [n] = [0],
also ist Z, nicht integer.
(3)=-(2): Sei n = p eine Primzahl. Wir verwenden folgende Eigenschaft einer
Primzahl (“Euklids Lemma”): teilt p ein Produkt ab, so teilt p einen der Faktoren,

a oder b. Seien nun a, b € Z mit [a] - [b] = [0]. Dann [ab] = [a][b] = [0], also
ab € Z - p. Das bedeutet p | ab, also teilt p einen der Faktoren, was [a] = 0 oder
[b] = 0 bedeutet. Also ist Z, integer. |
Aufgaben

U 7.1. Sei n > 1. Fiir a € Z ist [a] genau dann eine Einheit im Restklassenring Z/nZ,
wenn a und n teilerfremd sind, d. h. ggT(a,n) = 1.

U 7.2 [Charakteristik und Primkérper eines Korpers] Sei K ein Korper mit Einselement
1x. Firn € Z sei

no1 K falls n >
nle:—{le K € allsn >0

—>. 1k € K sonst.
Sei p:=min{n € N|n > 1, n-1x = 0}, falls das Minimum existiert; falls nicht, so
sei p := 0. Man zeige:
(1) Firn,m € Zist (n-m)-1x = (n-1x) - (m- 1k).
(2) Es gilt p = 0, oder p ist eine Primzahl. (Es heisst Char(K) := p die Charak-
teristik von K.)
(3) Es ist II(K) :={ "111;( | n, m € Z, m -1k # 0} ein Teilkérper von K.

m-
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(4) Es ist II(K) der kleinste Teilkérper von K. (Dieser heisst der Primkérper von
K.)

(5) Ist p = 0, so ist II(K) isomorph zu Q. Ist p > 0, so hat II(K) genau p Elemente
und ist isomorph zum Koérper Fy, := Z/pZ.

(6) Jeder endliche Korper K besteht aus p™ Elementen fiir eine Primzahl p und
ein n > 1. Jeder solche enthilt einen zu I}, isomorphen Teilkorper.






KAPITEL III

Gruppenaktionen

1. Grundlegende Eigenschaften und Beispiele
Definition 1.1
] Sei G eine Gruppe und M eine Menge. Unter einer Aktion (oder auch: Opera-
tion) von G auf M verstehen wir eine Abbildung
GxM— M, (g,m) — g.m,
die den folgenden Bedingungen geniigt:

(A1) e.m = m fiir alle m € M,
(A2) g.(h.m) = (g - h).m fiir alle g, h € G, m € M.

Beispiele. (1) GL,(K) operiert auf K™.
(2) Gruppe G operiert auf sich selbst durch (Links-) Multiplikation.
(3) Gruppe G operiert auf sich selbst durch Konjugation.
Definition 1.2

Sei G x M — M, (g, m) — g.m eine Gruppenaktion und sei m € M.

(a) B=G.m = {g.m | g € G} heifit die G-Bahn (auch: Orbit) von m
(unter der Aktion von G).

(b) Mit M/G = {G.m | m € M} bezeichnen wir die Menge aller G-
Bahnen von M, den sog. Bahnenraum.

(c) Die Menge St(m) = Stg(m) = {g € G | gom = m} ist eine Unter-
gruppe von G sie heifit die Standuntergruppe (auch: Isotropiegruppe,
oder Stabilisator) von m.

Lemma 1.3 (Bahnenlemma)
G operiere auf M. Sei m € M.
(a) Die Abbildung
v: G/St(m) = G.m, g-St(m) — g.m
ist eine Bijektion. Falls G endlich ist, ist also |G.m| = [G : St(m)]

stets ein Teiler von |G|.
(b) Ist m' = g.m, so ist

St(m') = g St(m)g~'.

Beweis. (Vgl. Vorlesung.) u

Satz 1.4 (Bahnenzerlegung)

(a) Zwei Bahnen sind gleich oder disjunkt.

(b) Es gilt
M = ]_[ B.
BeM/G

25
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Beweis. (Vgl. Vorlesung.) |

Beispiele. (1) Die Gruppe T = {z € C | |z| = 1} operiert auf der Menge C der komplexen

Zahlen durch Multiplikation
TxC—C, (t,z)+— tx.

Die Bahnen sind Kreise um 0 mit einem Radius » > 0. Dieses Beispiel verdeutlicht
besonders gut die Bahnenzerlegung. Wir sehen hier auch, dass die Bahnen unter-
schiedliche Méchtigkeiten haben kénnen.

(2) Sei U eine Untergruppe der Gruppe G. Dies liefert die U-Aktion auf G,

UxG— G, (u,g9) — ug.

Die Bahnen sind hier die Rechtsnebenklassen Ug von U, die Standuntergruppen sind
trivial. Alle Bahnen haben die gleich Méchtigkeit, da U — Ug, u +— ug bijektiv. Falls
G endlich ist, liefert die Bahnenzerlegung

|G| =[U]-1G/U],

den bekannten Satz von Lagrange.
(3) G operiert auf G durch Konjugation

(9,2) — gzg ™"

Die Bahn zu € G ist die Konjugationsklasse C(z) = {gzg™' | g € G}, die
gleichmiichtig ist zu G/N(x), wobei N(z) die Standuntergruppe {g € G | grg™"' = z}
ist, also der Zentralisator von z. Die Bahnenzerlegung fiihrt — fiir endliches G — zur
Klassengleichung.

(4) Sei o eine Permutation von 1,...,n. Die zyklische Gruppe G = (o) operiert
auf {1,...,n}. Die Bahn von ¢ erhalten wir duch Bildung der Sequenz

o(i), 0*(i),..., o’(i) =4 j > 0 minimal.

Die Zahlen 1,...,n werden dadurch in disjunkte Bahnen zerlegt. Dies korrespondiert
zur sog. Zykelzerlegung von o. Jede Permutation zerlegt sich in paarweise disjunkte
Zykel.

2. Die Sylowsitze

Satz 2.1 (1. Sylowscher Satz (1872))

Sei |G| = p™ - m mit p prim, m teilerfremd zu p, und n > 1. Dann besitzt G
mindestens eine Untergruppe P der Ordnung p"™.

Jede solche Untergruppe heisst p-Sylowgruppe von G.
Beweis. Induktion nach |G|. Fiir |G| = 1 oder |G| = p ist alles klar. Wir nehmen

an, dass fiir Gruppen einer Ordnung < |G| die Aussage gilt und zeigen sie fiir G.
Sei Z = Z(G) das Zentrum von G. Dann operiert G auf der Komplementmenge
G \ Z durch Konjugation

Gx (G\Z) =G\ Z (g,2) — gzg .

Die Bahnen der Operation sind die Konjugationsklassen C(g) nichtzentraler Ele-
mente g, deren Standuntergruppe St(g) = Z(g9) = {h € G | hg = gh} deren
Zentralisator von g ist. Fiir nichtzentrales g gilt Z(g) # G. Zwei Félle treten auf:

1. Fall: Es gibt ein g € G\ Z, so dass p" die Ordnung von Z(g) teilt. Wegen
Z(g) # G ldsst sich auf Z(g) die Induktionsvoraussetzung anwenden: Es hat dann
Z(g), folglich auch G, eine Untergruppe der Ordnung p”.

2. Fall: Fiir kein g € G\ Z ist p" ein Teiler von | Z(g)|. Wegen (Bahnenlemma)
p"-m =G| =|Z(g)| - |C(9)]



2. DIE SYLOWSATZE 27

muss dann p ein Teiler von |C(g)| sein; dies fiir jedes g € G\ Z. Da

G\z= ][] cl)
[C(9)|>1
(Bahnenzerlegung) ist dann p ein Teiler von |G \ Z| = |G| — |Z| und p folglich
ein Teiler von Z. Nach dem Satz von Cauchy (nur die kommutative Version
benotigt) hat Z eine Untergruppe U der Ordnung p. Wegen U < Z ist U ein
Normalteiler in G, also kénnen wir die Faktorgruppe G/U bilden und auf G/U die
Induktionsvoraussetzung anwenden. Es gibt also eine Untergruppe P von G/U

der Ordnung p"~!. Definieren wir — mittels des natiirlichen Homomorphismus
v: G — G/U — die Untergruppe P von G als Urbild P = v~ *(P), so folgt

PJU = v(P) =P,
also |P| = |U|-|[P|=p-p" ' =p". [

Satz 2.2 (2. Sylowscher Satz (1872))

Je zwei p-Sylowgruppen von G sind zueinander konjugiert.

Insbesondere sind alle p-Sylowgruppen von G zueinander isomorph.

Satz 2.3 (3. Sylowscher Satz (1872))

Sei |G| = p™ - m mit p prim, m teilerfremd zu p, und n > 1. Die Anzahl «(p)
der p-Sylowgruppen von G ist ein Teiler von m und von der Form a(p) = 1+kp
fiir ein k > 0.

Die Beweise des 2. und des 3. Sylowsatzes folgen mit dem folgenden Lemma.

Lemma 2.4

Seien P eine p-Sylowgruppe und U eine p-Untergruppe von G. Gilt U C
N(P) :={g € G| gPg~* = P}, dem sog. Normalisator von P, so gilt schon
UCP.

Beweis. Aus U < N(P) folgt UP < N(P), und P ist folglich normal in UP. Nach

dem 1. Tsomorphiesatz (Ubung 11.2.1) ist [UP : P] = [U : PN U], und dies ist
einerseits ein Teiler von |U| = p® (aus dem rechten Term), andererseits aber nicht
durch p teilbar (aus dem linken Term). Es folgt [UP : P] =1,d. h. UP = P, und
damit U C P. |

Operiert die Gruppe G auf der Menge M, so ist

M€ :={m € M| gm = m fir alle g € G}

die Menge der Fizpunkte dieser Aktion. Fixpunkte sind also gerade die Elemente
mit einelementiger G-Bahn bzw. mit ganz G als Standuntergruppe. Die Bahnen-
zerlegung liefert (falls G, M endlich)

(2.1) M| =M+ ) |8,

|B|>1

wobei iiber alle G-Bahnen B mit mehr als einem Element summiert wird; ist hierbei
G eine p-Gruppe, so folgt aus dem Bahnenlemma p | |B| und daher p | |M| < p |
|M€].

Beweis vom 2. und 3. Sylowsatz. (2.) Sei U eine p-Untergruppe von G. Sei P

eine beliebige p-Sylowgruppe von G. (Eine solche existiert nach dem 1. Sylow-
satz.) Wir zeigen, dass es ein ¢ € G gibt mit U C gPg~"'. (Daraus folgt dann
mit |U| = p™ insbesondere der 2. Sylowsatz.) Sei M = {gPg~" | g € G} die
Menge aller zu P konjugierten (Sylow-) Gruppen. Auf dieser Menge operiert G
durch Konjugation mit einer Bahn, trivialerweise. Hier gilt Stg(P) = {g € G |
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gPg™' = P} = N(P), und wegen P < N(P) ist |[M| = |G.P| = [G : N(P)]
(Bahnenlemma) ein Teiler von [G : P] = m, wird also nicht von p geteilt.

Die Untergruppe U operiert ebenfalls durch Konjugation auf M. Aus der
Formel (2.1) (fiir U anstatt G) schlieBen wir, dass MY # § gilt. Sei Q € M ein
Fixpunkt. Also uQu~' = Q fiir alle u € U. Dies bedeutet U C N(Q). Aus dem
Lemma folgt U C Q. Wegen Q € M gibt es g € G mit Q = gPg~".

(3.) Sei .7 die Menge aller p-Sylowgruppen von G. Darauf operiert G durch
Konjugation. Nach dem 2. Sylowschen Satz haben wir eine einzige G-Bahn und
¥ = M wie oben. Nach dem vorherigen Beweisteil ist a(p) = [G : N(P)] ein
Teiler von m.

Es operiert auch die Gruppe P auf . durch Konjugation. Sei Q € . ein
Element der Fixpunktmenge .#*. Aus dem vorherigen Beweisteil (mit U = P)
folgt P C @, und wegen Anzahlsgleichheit sogar P = Q. Es ist also P der
einzige Fixpunkt dieser P-Aktion. Aus der zu (2.1) analogen Formel ergibt sich
a(p) = || =1+ kp fiir ein k£ > 0. |

3. Eine Anwendung: Gruppen der Ordnung 15 sind zyklisch

Sei G eine Gruppe der Ordnung 15 = 3-5. Fiir die Anzahlen «a(3) bzw. a(5) der
3- bzw. 5-Sylowgruppen gilt nach dem dritten Sylowschen Satz «(3) | 5, a(5) | 3,
und zusétzlich a(3) = 1 + ¢3 sowie «a(5) = 1 + k5 fiir £, k > 0. Also ist nur
a(3) = 1 = «(5) moglich. Das heisst, es gibt genau eine Untergruppe U der Ordnung
3 und genau eine Untergruppe V' der Ordnung 5. Jedes Element in G\ (U UV) hat
die Ordnung 15, d. h. erzeugt G.

Allgemeiner:

Satz 3.1

Seien p < q Primzahlen mit p 1 (¢ — 1). Dann ist jede Gruppe der Ordnung
n = pq zyklisch, d. h. isomorph zu Zy,.

Beweis. Es gilt a(q) € {1,p} sowie a(q) = 1 + £q fiir ein £ > 0. Wegen p < ¢
kann nur a(q) = 1 gelten. Weiter gilt a(p) € {1,q} und a(p) = 1 + kp fiir ein
k > 0. Wire a(p) = g, so folgte kp = (¢ — 1), Widerspruch zu der Annahme, dass
p1t (g —1) gilt. Also gibt es genau eine p- und genau eine g-Sylowgruppe von G.
Jedes Element auflerhalb dieser hat die Ordnung pq. Davon gibt es pg—p—q+1 =
(p—1)(g—1) > qg—12> 4 viele. [ |

4. Die Anzahl der Bahnen

Die Gruppe G operiere auf der Menge M. Fiir g € G sei Fix(g) = {m € M |
g.m = m} die Menge aller Fizpunkte von g in M. (Es ist also M¢ = ﬂgGG Fix(g).)

Proposition 4.1 (Fizpunktformel)

Die endliche Gruppe G operiere auf der endlichen Menge M.

M/Gl = =3 [Fix(g)|

Gl 7=

In Worten: Die Anzahl der Bahnen ist gleich dem Mittelwert der Anzahl der
Fixpunkte.

Beweis. Sei
F={(g,m)|g€G, meM, gm=m}
Es gilt

F =[] {g} x Fix(g9) = J] St(m) x {m},

geaG meM
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also
[Fl =) IFix(g)l = > [St(m)].
geqG meM
Seien Bi,..., B, die verschiedenen Bahnen, r = |M/G|. Fiir alle Punkte einer

Bahn B; sind die Standuntergruppen konjugiert, haben also dieselbe Elementan-
zahl. Es folgt

|Fl = Z |St(m)| = Z |Bi| - [ St(m;)| = - |G|

meM
mit m; € B;. Setzt man alles zusammen, folgt die Behauptung. |
Beispiel. Die symmetrische Gruppe S,, operiert auf {1,...,n} mit nur einer Bahn. Folg-
lich ist
1 .
1= ZS | Fix(0)].
oESH

Daher hat eine Permutation “im Durchschnitt” einen Fixpunkt.

5. Einfache Gruppen
Definition 5.1

Eine Gruppe G heisst einfach, wenn G # {e} gilt, und wenn G und {e} die
einzigen Normalteiler von G sind.

Proposition 5.2

Eine endliche abelsche Gruppe ist einfach genau dann, wenn sie von Primzahl-
ordnung ist. |

Dies folgt unmittelbar aus den Sétzen von Lagrange bzw. Cauchy. Wir konzentrieren
uns bei der Untersuchung einfacher Gruppen daher auf den nicht-abelschen Fall.

Proposition 5.3

Es gibt keine einfache Gruppe der Ordnung p? bzw. pq (p, q prim).

Beweis. (a) Jede Gruppe der Ordnung p? ist abelsch. Eine abelsche Gruppe ist aber
nur einfach, wenn |G| ein Primzahl ist.

(b) Sei G von der Ordnung pg mit p < ¢ prim. Wir hatten weiter oben
gesehen, dass a(q) = 1 gilt; das bedeutet, dass es genau eine g-Sylowgruppe U
von G gibt. Da alle Konjugierten einer g-Sylowgruppe wieder eine ¢g-Sylowgruppe
ist, folgt, dass U ein Normalteiler ist. Also ist G nicht einfach. |

Als wichtiges Argument halten wir fest (die Umkehrung folgt aus dem zweiten
Sylowschen Satz):
Lemma 5.4

Sei P eine p-Sylowgruppe der endlichen Gruppe G. Dann gilt
P ist Normalteiler < a(p) = 1.

Der Fall pg im obigen Resultat kann verallgemeinert werden:

Proposition 5.5

Es gibt keine einfache Gruppe der Ordnung ap (p prim, 1 < a <p).
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Beweis. Gelte |G| = ap. Wir kénnen a < p annehmen. Nach dem 3. Sylowsatz ist
a(p) ein Teiler von a und von der Form 1 + kp fiir ein k > 0. Wegen a < p folgt,
dass nur a(p) = 1 gelten kann. Somit ist nach dem Lemma die p-Sylowgruppe
von G ein nicht-trivialer Normalteiler. |

Bemerkung. Es gilt der p®¢®-Satz von Burnside: Es gibt keine einfache Gruppe der
Ordnung p®q” (p, ¢ prim, a, B> 1).

Die Gruppe G operiere auf der Menge M. Wir sagen, dass diese Operation transitiv

ist, wenn es genau eine G-Bahn von M gibt: M = G.m (fiir ein, und damit alle,

m € M). Anders formuliert: Zu m, m’ € M gibt es stets g € G mit m’ = g.m.

Proposition 5.6 (Poincaré)

Sei G eine nicht-abelsche einfache Gruppe, die transitiv auf einer endlichen
Menge M operiert, mitn = |M| > 2. Dann ist G isomorph zu einer Untergruppe
der alternierenden Gruppe A,,.

Beweis. Fiir jedes g € G bezeichne
gu: M — M, mw— gm
die Operation von g auf M. Wie im Beweis vom Satz von Cayley folgt, dass
©: G —S(M), g+ gu

ein Gruppenhomomorphismus ist. Da |[M| > 2 und G transitiv operiert, ist ¢
nicht trivial (d. h. Kern(¢) # G). Da G einfach ist, folgt Kern(y) = {e}, also ist
¢ injektiv. Wegen |M| = n kénnen wir S(M) mit S,, identifizieren und erhalten
somit eine Einbettung

p: G— S,.
Verkettung mit der Signatur sgn: S,, — Zs ergibt einen Homomorphismus sgnop: G —
Z2, der wegen der Voraussetzung an G nicht surjektiv sein kann (andernfalls hétte
G eine Untergruppe vom Index 2, die dann ein Normalteiler wére). Also ist sgn oy
der triviale Homomorphismus und

G~ p(GQ) < A,. -

Folgerung 5.7
Sei n > 2. Sei G eine nicht-abelsche einfache Gruppe. Es gelte eine der drei
Bedingungen:
(i) G hat eine Untergruppe U vom Index n; oder
(ii) G hat eine n-elementige Konjugationsklasse C(g); oder
(iii) es gibt einen Primteiler p von |G| mit a(p) = n.
Dann ist G zu einer Untergruppe von A,, isomorph.

Beweis. G operiert transitiv auf
(i) G/U ={gU | g € G} via Linksmultiplikation; bzw.
(ii) C(g) via Konjugation; bzw.
(iii) der Menge der p-Sylowgruppen von G via Konjugation.
In jedem der drei Fille folgt die Behauptung nun aus dem Satz von Poincaré. W

Satz 5.8
Es gibt keine nicht-abelsche einfache Gruppe G mit 1 < |G| < 60.

Beweis. Wir konnen Primzahlpotenzen nach Proposition 1.5.7 sowie Ordnungen ap
(p prim, 1 < a < p) ausschlieflen. Bleiben die Ordnungen

12, 18, 24, 30, 36, 40, 45, 48, 50, 54, 56.
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(a) 18, 50, 54 haben die Form 2 - p* (2 # p prim). Die p-Sylowgruppe hat
Index 2, ist also Normalteiler.

(b) 12, 24, 48 haben die Form 3 - p* (p = 2 prim). Die p-Sylowgruppe hat
Index 3, Widerspruch zu Poincaré (Folgerung 5.7).

(c) 40, 45 haben die Form 5 - p* (p prim). Die p-Sylowgruppe hat daher
den Index 5. Somit ist G isomorph zu einer Untergruppe von As, aber |G| 1 60,
Widerspruch.

(d) 36. Hier hat eine 3-Sylowgruppe Index 4, also G < A4, Widerspruch.

(e) 30. Ubung 7.1.

(f) 56. Ubung 7.1. |

Proposition 5.9

Jede einfache Gruppe der Ordnung 60 ist isomorph zur alternierenden Gruppe
As.

Beweis. Sei G einfach mit |G| = 60. Da 60 keine Primzahl ist, ist G nicht abelsch. Da

60 = 22 -3 -5 folgt a(5) € {1,6}. Wegen der Einfachheit von G scheidet a(5) = 1
aus, somit gilt a(5) = 6. Ferner ist a(2) € {3,5,15} und «(3) € {4,10}. Wegen
des Satzes von Poincaré sind nur a(2) = 15 und «(3) = 10 von Interesse. (Im
Falle a(2) = 5 wire G < As, also G ~ As; im dem Fall wiiren wir also fertig. Der
Fall «(3) = 4 ist nicht méglich, da nach Poincaré G < A4 folgen wiirde.) Also:

a(2) = 15, a(3) =10, a(5) = 6.

Wir zeigen nun, dass G eine Untergruppe vom Index 5 besitzt. Dazu untersu-
chen wir die 15 2-Sylowgruppen von G, die je 4 Elemente haben. Falls je zwei
verschiedene 2-Sylowgruppen U # V einen trivialen Durchschnitt haben, folgt

|G| >1+15-3+10-2+6-4 =90,

Widerspruch. Also gibt es zwei 2-Sylowgruppen U # V mit e #2 z € UN V.
Als Untergruppen der Ordnung 4 sind U und V abelsch, somit umfasst der Zen-
tralisator Z(z) sowohl U als auch V, [G : Z(z)] ist daher ein echter Teiler von
[G: U] = 3-5. Wegen des Satzes von Poincaré ist [G : Z(z)] = 3 nicht mdglich.
[G: Z(x)] =1 ist ebenfalls nicht moglich, da dies sonst e # = € Z(G) impliziert
und Z(G) dann ein nichttrivialer Normalteiler von G wire.

Also ist [G : Z(x)] = 5, und nach dem Satz von Poincaré G dann isomorph
zu As. |

Bemerkung. Es gibt keine nicht-abelsche einfache Gruppe G mit 60 < |G| < 168. Dies

zeigt man (Ubung 7.4) mit den gleichen Methoden (Sylow, Poincaré, ...) dhnlich wie
oben.

6. Einfachheit der alternierenden Gruppe Aj

Lemma 6.1

(a) Fiir n > 3 wird A,, von 3-Zykeln erzeugt.
(b) [Cauchy] Fiir n > 5 sind je zwei 3-Zykeln in A,, zueinander konjugiert.

Beweis. (a) Die Elemente aus A, sind gerade die Produkte geradzahlig vieler Trans-

positionen. Es geniigt daher zu zeigen, dass das Produkt zweier Transpositio-
nen (ab) und (cd) ein Produkt von 3-Zykeln ist. Haben sie genau ein Element
gemeinsam, etwa b = ¢, so gilt (ab)(bd) = (dab). Sind sie disjunkt, so gilt
(ab)(cd) = (cba)(cda).

(b) Ist o in S,, so gilt offenbar o(abc)o™" = (o(a) a(b) o(c)). Sind (abc)
und (a' b’ ¢') zwei 3-Zykel, so gibt es 0 € S,, mit o(a) =d’, a(b) =¥, o(c) =,
was zeigt, dass die beiden 3-Zykel in S,, konjugiert sind. Ist dabei o selbst noch
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nicht in A,,, so kénnen wir o mit 7 = (d e) verkniipfen, wobei d und e verschieden
sind von a, b, ¢; dies geht, weil n > 5 gilt. Es ist dann o7 € A,,. |

Satz 6.2 (Jordan (1870))
Fiir n > 5 ist die alternierende Gruppe A, einfach.

Beweis. Sei N # {e} ein Normalteiler in A,. Wir zeigen, dass N einen 3-Zykel
enthilt. Aus Lemma 6.1 folgt dann N = A,,.
Sei 1 # o € N. Es gibt eine Darstellung

oc=010...00
von o in disjunkte Zykeln (vgl. Bahnenzerlegung). Da disjunkte Zykeln miteinan-
der kommutieren, kénnen wir sie der Lénge nach ordnen, also ohne Einschréinkung
gelte £(o1) > L(o2) > ... > l(oy) > 2, wobei £(0;) = ¢;, wenn o; ein £;-Zykel ist.
1. Fall: 41 > 4. Seietwaor =(abcd...). Mit 7 = (a bc) € A, gilt
(adb)=(bcd)(cba)= (oo )7 ' =0a(ro '77") € N.

2. Fall: /1 = 3. Im Falle 0 = o7 ist die Behauptung richtig. Sei also r > 2,
seien 01 = (a b ¢c) und o2 = (d e f) oder o2 = (d e). Mit 7 = (a b d) € A, folgt
(adceb)y=(bce)dba)=(oro ) ' =0o(ro 77 ') € N.

Nimmt man (a d c e b) statt o, so kénnen wir den 1. Fall (mit o = 01) anwenden.

3. Fall: ¢; = 2. Dann sind o1, ..., 0, disjunkte Transpositionen, und r > 2,
etwa o1 = (a b), 02 = (c d). Sel e # a, b, ¢, d (mbglich wegen n > 5). Fiir
T=(ace) € A, folgt

(bdo(e)(eca)=(ocro )1 ' =o(ra 77" € N.
Gilt dabei o(e) = e, so ist dies Element (a b d e ¢), und wir kénnen den 1. Fall
anwenden. Gilt o(e) # e, so sind (b d o(e)) und (e ¢ a) disjunkt (denn o(e) #
o(d) = cund o(e) # o(b) = a). Nimmt man daher (b d o(e))(e c a) statt o, so
folgt die Behauptung aus dem 2. Fall. |

Bemerkung. Die GL3(F2) ist einfach von der Ordnung 168. Bis zur Ordnung 1000 sind
die Ordnungen 360, 504 und 660 die einzigen weiteren, zu denen nicht-abelsche ein-
fache Gruppen existieren.

7. Auflésbare Gruppen
Definition 7.1
] Sei G eine Gruppe. Eine Kette von Untergruppen
{e}=UpCU,CU,C...CU,.1CU, =G
heifit eine Normalreihe fir G, falls
e U;_1 ein Normalteiler in U; ist fiir jedes i =1,...,n.
Wir driicken dies rein symbolisch auch so aus:
(7.1) {e}=Ug< U1 Uy <...<U,-1 < U, =G.

Die Faktorgruppen U; /U;_1 (i = 1,...,n) heiflen die Faktoren der Normalreihe.
Die Normalreihe heifit abelsch (bzw. zyklisch, prim-zyklisch, Kompositionsrei-
he), falls alle Faktoren abelsch (bzw. zyklisch, zyklisch von Primzahlordnung,
einfach) sind.

Offenbar ist G endlich genau dann, wenn in einer (bzw. jeder) Normalreihe fiir G alle
Faktoren endlich sind. Jede prim-zyklische Normalreihe ist eine Kompositionsreihe.
Es sei noch darauf hingewiesen, dass aus V' <1 U <1 G nicht notwendigerweise V' <1 G
folgt. (Man iiberlege sich ein Gegenbeispiel.)
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Definition 7.2
Eine Gruppe G heifit aufldsbar, falls es eine Normalreihe (7.1) fiir G gibt, die
abelsch ist.

Satz 7.3

Es gelten folgende Aussagen.
(1) Jede Untergruppe H einer auflésbaren Gruppe G ist auflésbar.

(2) Seien m: G — H ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Ist G
auflosbar, so ist auch H auflésbar. Anders ausgedriickt: Faktorgrup-
pen auflosbarer Gruppen modulo einem Normalteiler sind auflésbar.

(3) Sei N ein Normalteiler in der Gruppe G. Sind N und G/N auflosbar,
so ist dies auch G.

Beweis. (1) Sei (7.1) eine abelsche Normalreihe fiir G. Sei V; ) Ui 0 H. Dann ist

offenbar V;_1 Normalteiler in V;, und es ist (vgl. Ubung 11.2.1 (1))
V; _ U, NH _ U NH NU’;l(UimH)C U;
Vica U_1nNH U-_1NUNH) Ui—1 —Ui—1
als Untergruppe einer abelschen Gruppe abelsch.

(2) Sei (7.1) eine abelsche Normalreihe fiir G. Es ist dann {e} = w(Uy) C
m(U1) C w(U2) C ... € w(Un-1) C 7w(Un) = H eine Kette von Untergruppen.
Sei i € {1,...,n}. Sei h € w(U;). Es gibt ein g € U; mit 7(g) = h. Es folgt
ha(Ui—1)h™" = w(gUi—19™") = n(Ui—1), also ist w(U;—1) ein Normalteiler von
7(U;). Ferner ist offenbar 7(U;)/m(U;—1) = w(U;/U;—1) abelsch.

(3) Seien N/N = Uo/N <1 Ui /N <t Us/N < ... < Un_1/N < Up/N = G/N
und {e} = Vo <« Vi < Vo < ... 4 Vo1 < Vi = N abelsche Normalreihen fiir
G/N bzw. N (vgl. Ubung I1.2.1 (3)). Setzt man diese Ketten zusammen, so erhilt
man die Normalreihe

{e}=VoaVi<...d9 Vi1 AV = N=Us< U1 <... <9 Up_1 < U, =G,
wobei die Faktoren V;/V;_1 und (vgl. Ubung 11.2.1 (2))
Ui _ U/N
Ui—1  Ui-1/N
abelsch sind. [

Beispiele. (1) Jede abelsche Gruppe ist auflgsbar.

(2) Jede endliche p-Gruppe ist auflésbar. (Ubung 7.6.)

(3) Jede nicht-abelsche, einfache Gruppe ist nicht auflésbar.

(4) Satz von Feit-Thompson': Jede Gruppe ungerader Ordnung ist auflosbar.
Satz 7.4

Fiir n > 5 ist die symmetrische Gruppe S,, nicht auflésbar.

Beweis. Mit S,, wire auch die Untergruppe A,, auflésbar. Fiir n > 5 ist A,, aber
einfach und nicht abelsch, also nicht auflésbar. (Fiir einen direkten Beweis vgl.
das Lemma unten.) |

Satz 7.5

Sei G eine endliche Gruppe. Es ist G auflésbar genau dann, wenn es eine
Normalreihe fiir G gibt, die prim-zyklisch ist.

WWalter Feit, John G. Thompson, Solvability of groups of odd order, Pacific J. Math. 13
(1963), 775-1029.
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Beweis. Sei G auflésbar. Nach Definition gibt es eine abelsche Normalreihe (7.1). Es
ist zu zeigen, dass wir durch “Verfeinerung” der Reihe (d. h. durch Einfiigen von
weiteren Untergruppen zwischen U;_1 und U; erreichen kénnen, dass die Faktoren
sogar Primzahlordnung haben. Dies ist schon ohne Verfeinerung der Fall, wenn
alle U;/U;_1 einfach sind, denn eine (endliche) einfache, abelsche Gruppe ist
zyklisch von Primordnung. Ist U; /U;—1 nicht einfach, so gibt es ein V' # U;_1, U;
mit U;—1 <V < U, und es ist V/U;_1 als Untergruppe von U; /U, abelsch und
U;/V als Bild vom surjektiven Gruppenhomomorphismus 7: U;/U;—1 — U;/V,
[z]u,_, = [z]v (vgl. Homomorphiesatz) ebenso. Dies setzt man induktiv fort
bis alle sukzessiven Faktoren in der (verfeinerten) Kette einfach sind; da die
Ordnungen der Faktoren immer kleiner werden, muss dies Verfahren nach endlich
vielen Schritten abbrechen. — Die Umkehrung ist trivial. |

Bemerkung. Die endlichen einfachen Gruppen bilden die kleinsten Bausteine der end-
lichen Gruppen in folgendem Sinn: Jede endliche Gruppe G besitzt eine Komposi-
tionsreihe. (Ubung 7.5.) Es gilt dabei auch eine Eindeutigkeitsaussage, nimlich der
Satz von Jordan-Holder, der besagt, dass in einer Kompositionsreihe die einfachen
Faktoren bis auf Reihenfolge und Isomorphie eindeutig durch G bestimmt sind. Ins-
besondere ist die natiirliche Zahl n in jeder Kompositionsreihe (7.1) fiir G dieselbe;
diese heifit die Linge der Gruppe G.

Sei n > 5. Die Nichtauflssbarkeit von S, wird spéter noch wichtig sein. (Vgl.
Satz VII.5.3.) Wir hatten Satz 7.4 aus der Einfachheit der A,, hergeleitet. Es gibt
aber auch einen direkten (unabhéngigen), einfachen Beweis, dass S,, nicht auflésbar
ist. Dies folgt unmittelbar aus der folgenden Aussage.

Lemma 7.6

Sei n > 5 und G eine Untergruppe von S,,, die alle 3-Zykel enthélt. Ist N ein
Normalteiler von G, so dass G/N abelsch ist, so enthélt N alle 3-Zykel.

Beweis. Seien z = (ijk) und y = (krs) zwei 3-Zykel in G, wobei 4, j, k, r, s fiinf
verschiedene Zahlen in {1,...,n} sind. Seien z, y die Klassen in G/N. Da G/N

abelsch ist, folgt gz 'y~ = e, also zyz~'y~' € N. Nun gilt

Noayz 'y ' =(ijk)(krs)(kji)(sTk) = (irk).
Also ist der (beliebige) 3-Zykel (ir k) in N. |

Bemerkung. Viele der bis hierhin vorgestellten gruppentheoretischen Hauptaussagen
werden in ihrem historischen Kontext beleuchtet in dem sehr empfehlenswerten Arti-
kel von Ian Stewart: Galois and the simple group of order 60. Archive for History of
Exact Sciences 78 (2024), 1-28. https://doi.org/10.1007/s00407-023-00319-9

Aufgaben

U 7.1. Es gibt keine einfache Gruppe der Ordnung 30 oder 56.

U 7.2. Sein > 5. Der einzige nicht-triviale Normalteiler von S,, ist A,,.

U 7.3. A4 ist nicht einfach. A4 hat keine Untergruppe der Ordnung 6. Sy ist auflésbar.
U 7.4. Es gibt keine nicht-abelsche einfache Gruppe G der Ordnung 60 < |G| < 168.
U 7.5. Jede endliche Gruppe besitzt eine Kompositionsreihe.

U 7.6. Jede endliche p-Gruppe ist auflésbar.

U 7.7. Seien p und ¢ zwei verschiedene Primzahlen. Dann ist jede Gruppe der Ordnung
pq auflosbar.

U 7.8. Jede Gruppe G der Ordnung |G| < 60 ist auflssbar.
U 7.9. Sei G eine endliche, nicht-abelsche einfache Gruppe, und sei p eine Primzahl.

Man zeige mit der Klassengleichung, dass es eine echte Untergruppe U < G (d. h. mit
U # G) geben muss, so dass p nicht den Index [G : U] teilt.
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U 7.10. Sei G eine endliche, nicht-abelsche einfache Gruppe. Sei U eine echte Unter-
gruppe der Ordnung d > 1. Dann gibt es (mindestens) eine weitere Untergruppe der
Ordnung d. Was bedeutet das (anschaulich) fiir den Untergruppenverband von G?

U 7.11. Fiir Elemente g, h in einer Gruppe G wird der Kommutator definiert durch
[g,R] := ghg~'h™!'. Es gilt gh = hg genau wenn [g, h] = e. Fiir Untergruppen U, V
von G sei [U, V] := ([u,v] | u € U, v € V) die gegenseitige Kommutatorgruppe von U
und V. Speziell sei G’ := GV := [G, G] die derivierte Untergruppe von G.
(1) G ist abelsch genau wenn G’ = {e}.
(2) Esgilt G < G.
(3) Die Faktorgruppe G/G’ ist abelsch.
(4) Sei H eine abelsche Gruppe und f: G — H ein Morphismus. Dann gilt G’ C
Kern(f).
(5) G’ ist der kleinste Normalteiler N in G, so dass G/N abelsch ist.
U 7.12. Fiir eine Gruppe G definiere die deriwvierte Normalreihe induktiv wie folgt: GO .=
G, GY = [G,G], und G = [@D G fiir alle ¢ > 1. Man hat dann die (evtl.
unendlich lange) Kette

G=GVp>GV >G> .. . >G>

(1) Eine endliche Gruppe G ist auflosbar genau dann, wenn es ein n > 0 gibt mit
G™ = {e}.
U 7.13. Sein > 5. Dann gilt S, = A,' = A,.
U 7.14. Sei G eine endliche Gruppe, in der jede Sylowgruppe ein Normalteiler ist. (Dies
gilt z. B., wenn G abelsch ist.)
(1) Seien p # q zwei Primteiler von |G| und U bzw. V die p- bzw. ¢-Sylowgruppe
von G. Dann gilt wv = vu fiir alleu e U, v € V.
(2) G ist isomorph zum direkten Produkt aller ihrer p-Sylowgruppen (mit p | |G]).

U 7.15. Beschreibe (bis auf Isomorphie) alle Gruppen von der Ordnung 1225.






KAPITEL IV

Polynome und Ringe

1. Euklidische Ringe
In diesem Abschnitt werden wir nur kommutative Ringe R betrachten, d. h. es
gilt stets x -y =y - fir alle z, y € R.
Definition 1.1
Ein Integrititsbereich R zusammen mit einer Griflenfunktion o: R\ {0} — Ny

heifit euklidischer Ring, wenn folgendes gilt: Zu allen Elementen a, b € R mit
b# 0 gibt es ¢, 7 € R mit a = ¢gb+ r, mit » = 0 oder o(r) < o(b).

Beispiel. Z ist ein euklidischer Ring mit Groflenfunktion o = | —|.
Satz 1.2
Jeder euklidische Ring R ist ein Hauptidealring.

Beweis. Sei I C R ein Ideal. Ist I = {0}, so wird I von 0 erzeugt. Sei I # {0}. Wihle
a € I mit o(a) minimal. Es gilt Ra C I. Sei umgekehrt b € I. Dann gibt es g,
r € Rmit b = ga+r, wobei r = 0 oder o(r) < o(a) gilt. Weil auchr =b—qa € I
gilt, muss r = 0, gelten, also b = ga € Ra. |

2. Teilbarkeit und Faktorisierung
Definition 2.1

Sei R ein Integritdtsbereich.

(0) Seien a, b € R. Wir sagen, dass a ein Teiler von b ist (oder a teilt b; a
ist ein Faktor von b; b ist ein Vielfaches von a (Schreibweise: a | b), falls b € Ra
gilt, falls es also ein r € R gibt mit b = ra.

(1) Ein r € R heifit Finheit (oder invertierbar), falls es ein s € R gibt mit
rs =1 (= sr). Die Einheiten in R bilden eine (abelsche) Gruppe E(R).

(2) Ein u € R heifit irreduzibel, falls u # 0 keine Einheit ist, und falls aus
u = ab folgt, dass a oder b eine Einheit ist.

(3) Ein p € R heiit prim (oder Primelement), falls p # 0 keine Einheit ist,
und falls aus ab € Rp folgt, dass a € Rp oder b € Rp gilt. (Also:p|ab = p|a
oder p | b.)

(4) Gilt Ra = Rb, so heiBen a und b assoziiert (a ~ b). Aquivalent dazu:
Es gibt eine Einheit v mit a = ub.

Lemma 2.2

Jedes Primelement p in einem Integritédtsbereich ist irreduzibel.

Beweis. Es gelte p = ab. Dann ab € Rp. Es folgt etwa, dass a € Rp gilt, a = rp.
Dann p = rpb, also p(1 — rb) = 0, und es folgt 1 — rb =0 bzw. 1 = rb. Also ist b
eine Einheit. |
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Definition 2.3

Ein Integrititsbereich R heifit faktoriell, falls jede Nichteinheit r # 0 ein Pro-
dukt von Primelementen ist, r = pyps ...p, (p; prim, n > 1).

Lemma 2.4

Sei R ein Integritéiitsbereich. Es gelte

pip2...-pr =4q1492--.4s

mit Primelementen p1,...,p, und q1,...,qs. Dann gilt r = s, und nach evtl.
Umnummerierung p; ~ ¢; fiir allei =1,...,r.

Beweis. p; teilt das Produkt qiq2...qs, und da p; prim ist, einen dieser Faktoren

(diese Eigenschaften von Primelementen gilt auch fiir mehr als zwei Faktoren per
Induktion); nach Umnummerierung kénnen wir p1 | ¢1 annehmen, etwa ap; =
q1. Da g1 als Primelement irreduzibel ist und p; keine Einheit ist, muss a eine
Einheit sein, d. h. p1 ~ ¢1. Kiirzen (Nullteilerfreiheit!) von p; liefert p2...p, =
(ag2)gs - - . gs, und mit gz ist auch age prim. Die Aussage folgt nun per Induktion. H

Satz 2.5

Fiir einen Integritétsbereich R sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) R ist faktoriell.

(2) Jede Nichteinheit # 0 ist ein Produkt von irreduziblen Elementen, die
bis auf Umnummerierung und Assoziiertheit eindeutig bestimmt sind.

(3) Jede Nichteinheit # 0 ist ein Produkt von irreduziblen Elementen,
und jedes irreduzible Element in R ist prim.

Beweis. (1)=-(3) Nach 2.2 ist jede Nichteinheit # 0 ein Produkt von irreduziblen

Elementen. Sei g irreduzibel. Dann ist ¢ = p1 ... p, mit p; prim. Da ¢ irreduzibel
folgt g ~ p; fiir ein ¢, und damit ist ¢ prim.

(3)=(1) Klar.

(2)=-(3) Sei q irreduzibel. Gelte ab € Rq, etwa ab = cq. Zerlegt man a, b und
¢ in irreduzible Elemente und nutzt die Eindeutigkeit aus, so erhélt man, dass
a € Rq oder b € Rq gilt. Also ist g prim.

(3)=(2) Da jedes irreduzible Element prim ist, und Zerlegungen in Primele-
mente eindeutig sind (bis auf Assoziiertheit) nach 2.4, folgt auch die Eindeutigkeit
der Zerlegung in irreduzible Elemente. |

Satz 2.6

Jeder Hauptidealring ist faktoriell.

Beweis. (1) [“Euklids Lemma”] Jedes irreduzible Element ist prim. Sei p irreduzibel.

Gelte ab € Rp und a ¢ Rp. Dann gilt Rp C Rp + Ra = Rc fiir ein ¢ € R, da R
Hauptidealring. Dann p € Re, also p = dc. Fall d Einheit, nicht moéglich wegen
Ra # Rec. Also c Einheit, Rc = R. Also 1 = rp 4 sa. Dann b = rbp + sab € Rp.

(2) Jede Nichteinheit # 0 ist ein Produkt von irreduziblen Elementen. Sei
r # 0 Nicheinheit. Angenommen, r ist nicht Produkt von irreduziblen Elementen.
Dann ist r selbst nicht irreduzibel. Also gibt es Nichteinheiten a, b (# 0) mit
r = ab. Dann ist a oder b nicht irreduzibel. Setzt man dies fort, so erhilt man (!)
eine unendliche, echt aufsteigende Kette

Ra1 € Raz C Raz € -+ C Ran € Rant1 € ...

I= URan

n>1

Dann ist
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ein Ideal, also ein Hauptideal, I = Rc. Es gibt ein n mit ¢ € Ra,. Es folgt
Ra,, = Ran+1, Widerspruch. |

Wir haben also die Beziehungen
euklidisch = Hauptidealring = faktoriell.

Die Umkehrungen gelten i. a. nicht. Vgl. U 6.2. Ein Beispiel eines nicht-euklidischen
Hauptidealrings ist angegeben in: Jack C. Wilson: A principal ideal ring that is not
a Buclidean ring. Mathematics Magazine 46 (1973), 34-38. http://www.jstor.
org/stable/2688577

Folgerung 2.7 (Hauptsatz der Arithmetik)
Der Ring Z ist faktoriell.

Aufgaben

U 2.1. Sei R ein Hauptidealring und p € R irreduzibel. Dann ist R/pR ein Kérper.

3. Polynomringe

Definition von Polynomen iiber einem kommutativen Ring K als Funktionen
(Folgen) f = (fn)n>0: No — K mit endlichem Tréger, d. h. f,, = 0 fur “fast alle”
(d. h. bis auf endliche viele) n > 0. Schreibe 0 = (0,0,0,...), 1 =(1,0,0,...).

Proposition 3.1

Die Menge aller Polynome iiber K wird zu einem kommutativen Ring mit 1
durch folgende Addition und Multiplikation

(fn) + (gn) = (fn + gn)

und

1=0

Beweis. Nachrechnen. |

Bemerkung. Sei R der Ring der Polynome iiber K. Dann ist a — (a,0,0,...) ein in-
jektiver Ringhomomorphismus K — R. Identifiziere K als Teilring (-kérper) von R
vermoge dieses Homomorphismus’.

Schreibe T := (0,1,0,0,...) € R. Dann gilt T° = 1 € R, T? = (0,0,1,0,0,...),

7% =(0,0,0,1,0,...), usw.

Proposition 3.2

Jedes vom Nullpolynom verschiedene Polynom f iiber K hat eine Darstellung
f=ao+ a1 T+ ayT?+ -+ a,T" mit n > 0 und eindeutigen Koeffizienten
ag, a1,-..,a, € K, wobei a, # 0.

Beweis. Klar. |

Bezeichnung: R = K|T] heisst der Polynomring iiber K in der Unbestimmten T.
n = grad f, Leitkoeffizient a.,.


http://www.jstor.org/stable/2688577
http://www.jstor.org/stable/2688577
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Proposition 3.3

Sei K ein Integritdtsbereich. Seien f, g € K[T| vom Nullpolynom verschieden.
Dann gilt

(1) grad(f - g) = grad(f) + grad(g). (Insbesondere fg # 0.)
(2) KT ist ein Integritdtsbereich.

Beweis. (1) Sei f = amT™+: - 4+a1T+ao und = b, T"+- - -4+b1T+bo mit am, bn # 0,
also grad(f) = m und grad(g) = n. Dann gilt fg = @b, ™™ + ..., wobei alle
weiteren Summanden kleineren Grad als m + n haben. Da K nullteilerfrei ist,
gilt ambn # 0, also ist grad(fg) = m + n = grad(f) + grad(g).

(2) folgt aus (1). |

Satz 3.4 (Polynomdivision mit Rest)

Sei K ein Koérper. Seien f, g € K[T] mit g # 0. Dann gibt es eindeutig
bestimmte ¢, r € K[T| mit
f=ag+r,
wobei = 0 oder r # 0 und grad(r) < grad(g).

Beweis. Existenz. Fiir f = 0 wihle ¢ = 0 = r. Es gelte nun f # 0. Die Existenz wird
durch Induktion nach n = grad(f) bewiesen. Falls grad(f) < grad(g), wihle
g = 0und r = f. Gelte nun n > m := grad(g). Sei etwa f = a,T" + ...
und g = b, 7™ + ..., wobei die Leitkoeffizienten a,, b,, # 0 sind. Dann ist
Anbm TV g = anT" 4+ .... Also ist f = f — anbm 'T""™ - ¢ entweder 0
oder vom Grad < m — 1. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es daher g, r mit
f=gg+r, mit r =0 oder grad(r) < grad(g). Wir erhalten

f=F+anby ‘T ™. g= (Z] + anbmflTnfm) g+,

und mit ¢ = § + anbm 1T ™ folgt f = qg+ 7.
Eindeutigkeit. Falls ebenfalls f = qig + 71 mit 11 = 0 oder grad(r1) <

grad(g), so erhélt man (q1 —q)g = r —r1. Aus Gradgriinden muss dann r —r1 = 0
gelten, was auch g1 — g nach sich zieht. Also g1 = ¢ und r1 = r. |

Folgerung 3.5

Fiir jeden Kérper K ist K[T] ein euklidischer Ring mit Groflenfunktion o =
grad. Inbesondere ist K[T] ein Hauptidealring und faktoriell.

Bemerkung. Der obige Beweis der Polynomdivision mit Rest funktioniert auch in belie-
bigen kommutativen Ringen mit 1, wenn man nur voraussetzt, dass der Leitkoeffizient
von g eine Einheit ist.

Proposition 3.6 (Universelle Eigenschaft des Polynomrings)

Sei K ein kommutativer Ring. Der Polynomring K [T hat folgende universelle
Eigenschaft: Sei S ein Ring und s € S. Sei ¢: K — S ein Ringhomomor-
phismus. Dabei sei S ein kommutativer Ring, oder es gelte allgemeiner, dass
v(a)s = sp(a) gilt fiir alle a € K. Dann gibt es genau einen Ringhomomor-
phismus @: K[T] — S mit §|x = ¢ und p(T) = s.

Beweis. Definiere 3(>.7_, a:;T%) = 1, ¢(ai)s’. |

Hiufig ist ¢: K — S eine natiirliche Einbettung ¢: @ +— a. Man schreibt dann:
2(f) = f(s). In die Unbestimmte T wird das Element s € S eingesetzt. Ist s fest,
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so ist f — f(s), K[T] — S ein Ringhomomorphismus, der sogenannte Finset-

zungshomomorphismus. Ein s € S heifit Nullstelle von f (in S), falls f(s) = 0

gilt.

Bemerkung. Man denke etwa an den Satz von Cayley-Hamilton aus der Linearen Al-
gebra: A € M, (K), xa € K[T] das charakteristische Polynom, dann x4(A) = 0. Die
Matrix A ist also eine Nullstelle des Polynoms x4 im Ring S = M, (K).

Proposition 3.7

Sei K ein Kérper, oder auch nur ein Integritdtsbereich (vgl. obige Bemerkung).
Sei f € K[T] (f # 0) ein Polynom vom Grad n. Sei ¢ € K eine Nullstelle von
f in K. Dann gilt

f =q- (T - C)a
mit g € K[T] vom Grad n—1. Insbesondere hat f in K héchstens n Nullstellen.

Beweis. Polynomdivision mit Rest liefert eindeutige ¢, r € K[T] mit f = ¢(T —c¢)+r
und r = 0 oder grad(r) < grad(T' —c¢) = 1. In jedem Fall ist » € K konstant, und
wegen 0 = f(c) = q(c¢)(c —¢) +r(c) = r(c) folgt r = 0. |

Folgerung 3.8

Sei K ein unendlicher Kérper. Dann ist K[T] isomorph zum Ring Pol(K, K)
aller Polynomfunktionen f: K — K, ¢ — ag + a1c + asc® 4+ - 4 apc® mit
Koeffizienten in K.

Beweis. Jedes f € K|[T] liefert eine eindeutige Polynomfunktion ¢ — f(c). Diese
Zuordnung ist offenbar surjektiv und ein Homorphismus von Ringen. Weil K
unendlich ist, ist diese Zuordnung auch injektiv nach dem vorherigen Satz. |

Beispiel. Sei K = Fy der Kérper mit zwei Elementen 0 und 1. Das Polynom f = T? +
T € KIT)] ist verschieden vom Nullpolynom, aber die zugehérige Polynomfunktion
K — K, a— f(a) ist die Nullfunktion, denn es gilt f(0) =0 und f(1) =1+1=0,
also f(a) =0 fiir alle a € K.

4. Quotientenkérper

Bemerkung: Ist R Teilring eines Korpers K, so ist R ein Integritatsbereich. Es
gilt auch die Umkehrung:

Satz 4.1

Sei R ein Integritédtsbereich. Dann gibt es einen Korper K, so dass R mit einem
Teilring von K identifiziert werden kann.

Beweis. Sei X die Menge aller Paare (a,b) mit a, b € R, b # 0. Wir erkldren eine
Aquivalenzrelation ~ auf X durch
(a,b) ~ (c,d) < ad=bc.

[Nachrechnen, dass dies eine Aquivalenzrelation ist.]

Sei K = X/ ~ die Menge der Aquivalenzklassen. Wir schreiben [%] fiir die
Klasse von (a,b).

Auf K wird nun eine Addition und eine Multiplikation wie folgt erklért:

51+ (51 [455]
2[5 2]

Man priift nach, dass dies wohldefiniert ist, d. h. nicht von der Auswahl der
Reprisentanten der Klasse abhiingt. Wir zeigen dies nur fiir die (schwierigere)

und
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Addition: Gilt (a,b) ~ (a’,b") und (c,d) ~ (c',d"), so folgt (ad + bc,bd) ~ (a'd’ +
b'c',b'd") [kurz demonstrieren], und dies zeigt die Wohldefiniertheit.
Man sieht, dass diese “Bruchrechenregeln” K zu einem kommutativen Ring

machen mit Nullelement [9] und Einselement [%] Es ist [%] = 0 genau dann,

1
wenn a = 0 ist. Daher ist jedes [¢] # 0 invertierbar mit Inversem [2].

Es ist offenbar ¢t: R — K, a +— [ﬂ ein injektiver Ringhomomorphismus. ]

Bemerkung. Identifizieren wir R via ¢ mit einem Teilring des oben konstruierten Koérpers
K, so folgt, dass jedes Element von K von der Form ist ab™! = a/b mit a, b € R,
b # 0. In K gibt es dann keinen kleineren Korper, der R enthélt. Man nennt K auch
den Quotientenkdérper oder den Kérper der Briiche von R. Der bestimmte Artikel ist
gerechtfertigt, denn ist L irgendein Kérper, der aus den Elementen (“Briichen”) ab™!
mit a, b € R, b # 0 besteht, so konstruiert man einen offensichtlichen Isomorphismus
von K nach L, der alle Elemente aus R festldsst.

Beispiele. (1) Q ist Quotientenkdrper von Z.
(2) K(T) sei der Kérper der Briiche des Polynomrings K[T]. Er besteht aus allen
(formalen) Briichen von Polynomen f(T")/g(T"), wobei g # 0 ist. Dieser Kérper heifit
auch der rationale Funktionenkdrper in einer Unbestimmten iiber K.

Aufgaben

U 4.1. Sei R faktoriell mit Quotientenkdrper K. Sei {p; | i € I'} ein Reprisentantensystem
der irreduziblen Elemente in R, d. h. jedes irreduzible Element in R ist assoziiert zu
genau einem p;. Jedes Element z € K mit x # 0 hat eine Darstellung

r=u- le"‘
iel
mit eindeutigen v € E(R) und n; € Z, wobei nur endlich viele der n; ungleich null
sind. Dabei gilt x € R genau dann, wenn alle n; > 0 sind.

U 4.2. Sei R ein Integritiitsbereich mit Quotientenkérper K und kanonischer Einbettung

t: R— K, aw a/l. Sei f: R — S ein Ringhomomorphismus, so dass f(a) invertier-

bar in S ist fiir jedes a € R, a # 0. Dann gibt es genau einen Ringhomomorphismus
h: K— Smit f=hou.

5. Faktorielle Ringe sind ganz abgeschlossen

Sei R ein Integritdtsring mit Quotientenkorper K. Grundlegendes Beispiel ist
hier R=7, K =Q.
Proposition 5.1

Sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkérper K. Jedes Element x € K,
welches einer normierten Polynomgleichung

(5.1) 2"+ an_ 12" '+ taxta=0

mit Koeffizienten ag,...,a,—1 € R gentigt, ist notwendig in R gelegen. Ferner
ist solch ein x ein Teiler von ag.

Generell heisst ein Element x eines Oberrings S eines Rings R ganz {iber R, wenn
eine Gleichung (5.1) gilt. (Wichtig dabei ist, dass sie normiert ist!) Der Satz besagt
also, dass es im faktoriellen Fall in K keine {iber R ganzen Elemente gibt, die
nicht schon selbst in R liegen. Man sagt dann, dass der (Integritéits-) Ring R ganz
abgeschlossen (in K) ist.

Folgerung 5.2

Sei f € Z[T)] ein normiertes Polynom. Ist x € Q mit f(z) = 0, so gilt x € Z
(und z ist sogar ein ganzzahliger Teiler des absoluten Glieds ag von f). B

Beispiel. Die Gleichung #'* — 102° + 3 = 0 ist nicht in Q lésbar.
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Folgerung 5.3

Sei a € 7 eine ganze Zahl, welche sich fiir gegebenes n > 2 in 7Z nicht als n-te
Potenz schreiben léisst (d. h. wir nehmen a # k™ fiir jedes k € Z an). Dann ist
die Gleichung

2" —a=0
nicht in Q Iésbar. Anders formuliert: {/a ¢ Q. |

Beweis von Proposition 5.1. Schreibe = a/b mit teilerfremden a, b € R, b # 0.
(In einem faktoriellen Ring ist dies méglich: man kiirzt sukzessive gemeinsame ir-
reduzible Faktoren heraus, bis keine mehr iibrig bleiben.) Multiplikation von (5.1)
mit b" liefert

an + Zaniianfibi =0,
i=1
also

n

i

a" = —b E An_;a” b .
im1

Es folgt b | ™. Wire nun b keine Einheit in R, dann gébe es einen Primfaktor p
von b, und p wire dann auch ein Primfaktor von a, Widerspruch. Also ist b eine
Einheit in R, und damit = ab~! € R. Ferner gilt

- (2"t —an 12" = —asx — a1) = ao,

also z | ao. |

Aufgaben

U 5.1. Das Polynom T2 + 9T — 2 ist irreduzibel iiber Q.

6. Faktorisierung von Polynomen: Der Satz von Gauf
Definition 6.1 (ggT)

Sei R Integrititsbereich. Seien a und b € R. Ein d € R heifit ein grifiter
gemeinsamer Teiler (ggT) von a und b, falls

(1) d|aund d| b, und

(2) Ist d € Rmit d' | a und d’ | b, so folgt d' | d.

Die Definition wird in naheliegender Weise auf mehr als zwei Elemente erweitert.
Analog (“dual”) wird das kleinste gemeinschaftliche Vielfache (kgV) definiert.

Offenbar gilt: Sind d; und dy ggT’s von a und b (falls existent), so gilt dy ~ da
(und umgekehrt). Ist @ € R und b = 0, so ist a ein ggT von a und b. Ist 1 ein ggT
von a und b, so heiflen a und b auch teilerfremd.

U 6.1. Sei R ein Hauptidealring, und seien a, b € R.
(1) (“Bézouts Lemma”) Es gilt Ra + Rb = Rd mit d = ggT(a,b).
(2) Es gilt Ra N Rb = Rv mit v = kgV(a,b).

Auch in faktoriellen Ringen hat man die Existenz des ggT:

Lemma 6.2

Sei R faktoriell. Seien a = up;™* ...p,"" und b = vp;™ ... p."", mit p1,...,pr

paarweise nicht-assoziierte Primelemente und u, v € E(R), m;, n; > 0. (Alle
Elemente # 0 lassen sich auf diese Weise schreiben.) Dann ist ein ggT von a
und b gegeben durch p,* ...p.*r, wobei k; = min(m;, n;).

FEine analoge Formel mit max statt min gilt fiir das kgV.
Beweis. Klar. |
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Lemma 6.3

] Sei R faktoriell, und seien a, b € R nicht beide 0. Es sind a und b teilerfremd
genau dann, wenn es kein irreduzibles Element p € R gibt mit p | a und p | b.

Beweis. Klar. [ ]

Definition 6.4

Sei R faktoriell. Der Inhalt I(f) eines Polynoms f = >"" ,a;T" € R[T], f #0
ist der ggT seiner Koeffizienten. (Dies ist nicht paarweise gemeint! Der ggT ist
nur bis auf eine Einheit eindeutig definiert!) Ein Polynom f mit grad(f) > 1
heifit primitiv, falls I(f) =1 gilt.

Bemerkung: Ein Polynom f € R[T] mit f # 0 heisst normiert, falls der Leitkoeffi-
zient = 1 ist. Ein normiertes Polynom vom Grad > 1 ist immer primitiv.

Proposition 6.5 (Gaufl-Lemma)

Sei R faktoriell. Seien f, g € R[T) ungleich null. Dann gilt (bis auf Einheiten)
1(fg) = I(H)1(g)-

Beweis. Zunichst kann man ohne Einschriankung annehmen, dass sowohl f wie auch
g einen Grad > 1 hat. Schreibt man f = I(f)f’ und g = I(g)g’, so sind f’ und
g’ primitiv, es gilt I(fg) = I(f)I(g)I(f'g’), und es geniigt daher zu zeigen:

(6.1) Sind f und g primitiv, so ist auch fg primitiv.
Seien f =" a;T" und g = >."_, ;T mit am # 0 und b, # 0. Dann ist

m+n 7

fg="> > ajbiy)T".
i=0 ;=0
Schreibe ¢; = Z;‘:o a;jb;_; Sei p ein beliebiges Primelement. Sei r die grofite
ganze Zahl mit 0 < r < m, a, # 0 und p teilt nicht a,. Ebenso sei s die grofite
ganze Zahl mit 0 < s < n, bs # 0 und p teilt nicht bs. Es ist
Cr4s = arbs + ar+1bs—1 + -+ ar—lbs+1 + ...

Da p das Produkt a,bs nicht teilt, aber alle anderen Summanden auf der rechten
Seite, teilt p nicht ¢,+5. Es gibt also kein Primelement, welches alle Koeffizienten
¢; gleichzeitig teilt, daher sind sie teilerfremd. |

Ist K ein Korper und f € K[T], so bedeutet f irreduzibel genau folgendes: (1)
grad(f) > 1, und (2) ist f = gh, so ist grad(g) = 0 oder grad(h) = 0. Ist R (nur)
ein faktorieller Ring, so kann es auch irreduzible f € R[T] vom Grad 0 geben,
némlich gerade die irreduziblen Elemente in R.

Lemma 6.6 (Gauf3-Lemma)

Sei R faktoriell und sei K der Quotientenkérper von R. Ist f € R[T| vom Grad
> 1 und irreduzibel, so ist f auch irreduzibel in K[T).

Beweis. Sei f vom Grad > 1 und irreduzibel tiber R, aber reduzibel tiber K. Man
kann also schreiben f = gh mit g, h € K[T], und mit grad(g), grad(h) > 1.
Multipliziert man mit dem Hauptnenner a der Koeffizienten von g und mit dem
Hauptnenner b der Koeffizienten von h, so erhélt man abf = (ag)(bh) mit a,
be R,a#0,b# 0und ag, bh € R[T]. Schreibt man ag = I(ag)g’ und bh =
I(bh)h', so sind g’ und A’ primitiv, und abf = I(ag)I(bh)g'h’. Da f irreduzibel
in R[T] (und vom Grad > 1), ist f primitiv. Vergleich der Inhalte beider Seiten
liefert (bis auf Einheit) ab = I(ag)I(bh). Kiirzen liefert f = g’h’ mit ¢’, b’ € R[T]
primitiv. Dies ergibt eine nicht-triviale Zerlegung von f in R[T], Widerspruch.
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Satz 6.7 (Gauf3)

Ist R ein faktorieller Ring, so ist dies auch R[T].

Sei K der Quotientenkorper von R. Die irreduziblen Polynome in R[T]
sind die irreduziblen Elemente in R und die primitiven Polynome in R[T], die
irreduzibel in K[T| sind.

Beweis. Sei f € R[T], f # 0. Wir wissen, dass K[T] als euklidischer Ring faktoriell
ist. Es hat also f in K[T] eine Zerlegung f = qigz...qr mit Primelementen
¢; € K[T]. Zieht man Nenner und gemeinsame Teiler der Zahler heraus, so erhélt
man f = ¢pipz...pr mit ¢ € K, ¢ # 0, und primitiven, irreduziblen Polynomen
pi € R[T] (da irreduzibel in K[T7]). Man kann schreiben ¢ = a/b mit teilerfremden
aund b, und erhilt bf = ap1pz ... pr. Der Inhalt der rechten Seite ist a (mit (6.1)),
der der linken Seite wird von b geteilt. Also muss b eine Einheit in R sein, damit
zerlegt sich f schon iiber R in irreduzible Elemente und Polynome. Ist f =
pip> ... D5 eine weitere solche Darstellung, so sind die pj; primitiv oder vom Grad
0. Die primitiven p; sind nach Lemma 6.6 auch irreduzibel iiber K, dort stimmen
sie bis auf Einheiten in K (und Umnummerierung) mit den p; iiberein, und obiges
Argument zeigt nochmal, dass die p; schon iiber R zu den p); assoziiert sind. ]

Beispiel. Z[T] ist faktoriell.

Beispiel. Sei R faktoriell und R[T%, T3] := R[T1][T>] der Polynomring in zwei Unbe-
stimmten iiber R. Es ist R[T1,7%] faktoriell. (Dies kann man induktiv auf endlich
viele Unbestimmte erweitern.)

Aufgaben

U 6.2. Z[T] ist kein Hauptidealring.

U 6.3. Sei K ein Korper. Der Polynomring K|[T1,T»] in zwei Unbestimmten ist kein
Hauptidealring.

U 6.4. Sei R faktoriell, und seien a, b € R. Dann gilt (bis auf Assoziiertheit)
ab = ggT(a,b) - kgV(a,b).

U 6.5. Sei R faktoriell, und seien a, b, ¢ € R\ {0}. Es gelte a | bc und ggT(a,b) = 1.
Dann folgt a | c.

7. Ein Irreduzibilitadtskriterium

Satz 7.1 (Kriterium von Eisenstein)
Sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkérper K. Sei f € R[T], f = ap +
a1T + -+ a,T" vom Grad n > 1. Es gebe ein Primelement p € R mit

(1) ptay. (Etwa: f normiert.)

(2) pla; (1 =0,...,n—1).

(3) »* 1 ao.
Dann ist f irreduzibel in K[T)].

Beweis. Schreibe f = I(f)f’ mit f’ primitiv. Zu zeigen geniigt, dass f’ in R[T]
irreduzibel ist. Da I(f) nicht von p geteilt wird, gelten bzgl. Teilbarkeit durch
p fiir f dieselben Bedingungen wie fiir f. Man kann also ohne Einschrinkung
annehmen, dass f selbst primitiv ist, und zu zeigen geniigt (vgl. Lemma 6.6),
dass f irreduzibel in R[T] ist. Angenommen, dies ist falsch, also f = gh in R[T
mit g =37, bT" und h = >°7_ ;7" mit b, # 0 und ¢, # 0, wobei wir wegen
der Primitivitat zusétzlich r, s > 1 annehmen kénnen. Dann ist

r+s 1

F=3 O bei)T".

i=0 j=0
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Da ao = boco durch p aber nicht durch p2 teilbar ist, gilt etwa p | bo und p 1 co.
Da a, = brcs nicht durch p teilbar ist, ist b, nicht durch p teilbar. Sei k der
kleinste Index mit p { bg. Da in

ar = bock +bick—1+ -+ bp—1c1 + bico

auf der rechten Seite nur der Summand bico nicht durch p geteilt wird, folgt,
dass aj nicht durch p geteilt wird, Widerspruch zur Annahme p | ar (k < n). |

Beispiel. Sei f =275 +15T* +9T3+6 ¢ Z[T]. Nach dem Kriterium von Eisenstein (mit
p = 3) ist f irreduzibel in Q[T.

Aufgaben

U 7.1. Sei p eine Primzahl. Dann ist das Polynom
TP TP T4

irreduzibel iiber Q. (Hinweis: Eisenstein nach geeigneter Variablentransformation.)

U 7.2 In Q[T] gibt es zu jedem m > 1 unendlich viele normierte, irreduzible Polynome
vom Grad n.

*

8. Anhang: Elementare Zahlentheorie und Kryptographie

Wir haben gesehen, dass der Ring Z der ganzen Zahlen euklidisch ist, also
insbesondere ein Hauptidealbereich und faktoriell ist. Die daraus resultierende Ei-
genschaft, dass sich jede natiirliche Zahl n > 1 eindeutig als ein Produkt von (posi-
tiven) Primzahlen schreiben ldsst, nennt man auch den Hauptsatz der Arithmetik.
Im folgenden seien Primzahlen immer natiirliche Zahlen, also positiv. Schon sehr
lange ist bekannt:

Proposition 8.1 (Euklid)

Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Angenommen, es gidbe nur endlich viele; seien p1,...,p: € N alle Primzah-
len. Setze n := p1 - ... - p + 1. Als natiirliche Zahl n > 2 hat n (nach dem
Hauptsatz der Arithmetik) mindestens einen Primteiler p. Es muss dann p = p;
fiir ein ¢ gelten, aber offenbar teilt keines der p; das n (es bleibt der Rest 1!).
Widerspruch. |

Bemerkung. Es gilt der sehr viel stirkere sog. Primzahlsatz!: Fiir jede positive reelle
Zahl z bezeichne 7(z) die Anzahl aller Primzahlen p mit p < z. Dann gilt

w(xz) ~ ﬁ fiir ¢ — oo.

Diese Asymptotik bedeutet limg— o0 7(z)/(z/Inz) = 1.

Der erweiterte euklidische Algorithmus. Der euklidische Algorithmus be-
rechnet bei Eingabe zwei natiirlicher Zahlen a, b deren gréfiten gemeinsamen Teiler
d = ggT(a,b) € N, und zwar durch sukzessive Division mit Rest. In der erweiterten
Version werden zusiitzlich ganze Zahlen z, y bestimmt mit d = za + yb. (Vgl. auch
Bézouts Lemma.)

Ist etwa a > b > 0, so liefert Division mit Rest a = ¢gb+ r mit 0 < r < b.

Der Primzahlsatz wurde schon 1793 von GauB und 1798 von Legendre vermutet, aber konnte
erst 1896 unabhéngig von Hadamard und de La Vallée Poussin bewiesen werden. Der Beweis
verwendet tiefliegende analytische Methoden.
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Lemma 8.2

(1) Es gilt ggT(a,b) = ggT(b, 7).
(2) Ist r =0, so ist b = ggT(a,b).

Beweis. Unter Verwendung von = a — ¢b ist dies eine leichte Ubungsaufgabe. ]

Wir wenden dies mehrfach an:

a = q¢b+nr
b = qri+r
TL = @3T2+T3
Da0 < ... <r3 < ryg < r; muss dieses Verfahren nach endlich vielen Schritten

den Rest 0 liefern, etwa 7, > 0 und r,4+; = 0. Es ist dann, nach dem Lemma,
ggT(a,b) = rn.

Nun zur Berechnung von  und y. Aus a = ¢1b+r; folgt 11 =1-a+ (—q1) - b.
Also sei 1 = 1 und y; = —qi. Im n#chsten Schritt, b = gor; + ro, und somit
ro =b—qar1 =b—ga(a—bq1) = (—g2)a + (1 — y1g2)b. Also sei 9 = —¢go und
Yo = 1 — y1q2. Angenommen, x;, x;4+1 und y;, y;+1 sind bereits bestimmt, so dass

Ty = Tia + Y;b
Tit1 = Ti410 + Yir1b
gilt. Der néchste Schritt im euklidischen Algorithmus liefert r; = q;197541 + 7i42-
Damit

Tiv2 = T3 — (qi42Ti4+1
= z;a+yb— giyo(zit1a + yit1D)
(i — qivowiv1)a + (Yi — qivy2Yit1)d.

Sei also

(8.1) Tit2 = T — QiyaTit1 und  Yiyo = Yi — Git2Yit1-

Dann gilt 7,19 = axiio + by;12. Insbesondere erhélt man d = ggT(a,b) = r, =
Tna + Ynb.

Beispiel. Seien a = 60972 und b = 19404. Wir verwenden den erweiterten euklidischen
Algorithmus in folgender, schematischen Weise (siehe Tabelle), wobei in der linken
Spalte sukzessive Division mit Rest ausgefiihrt wird und die Faktoren auf der rechten
Seite induktiv, ausgehend von z_1 = 1,y-1 = 0,70 = 0, yo = 1, mittels (8.1)
berechnet werden. Der ggT ist 12. (Vgl. Lemma 8.2 (2).)

60972 = 1-60972 + 0-19404
19404 = 0-60972 + 1-19404
60972 = 3-19404 + 2760 | 2760 = 1-60972 + —3 19404
19404 = 7-2760 + 84 84 = —7-60972 + 2219404
2760 = 32-84 + 72 72 = 225-60972 + —707-19404
84 = 1-72 + 12 12 = -232-60972 + 729 - 19404

72 = 6-12 + 0

Bemerkung. Der erweiterte euklidische Algorithmus l&sst sich genauso in jedem euklidi-
schen Ring durchfiihren. Insbesondere also auch im Polynomring K[T] in einer Unbe-
stimmten iiber einem Korper K. Im Gegensatz zu der durch Lemma 6.2 suggerierten
Methode zur Berechnung des ggT, ist der euklidische Algorithmus sehr effizient.
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Der Satz von Euler.

Bemerkung. Der (kleine) Satz von Fermat aus der Gruppentheorie ldsst sich so aus-
driicken: Seip eine Primzahl und a eine natiirliche Zahl mit p { a. Dann gilt aP ™' =

1 mod p.
Denn nach Voraussetzung ist die Restklasse von @ modulo p nicht-null im Korper

Z/pZ, dessen Einheitengruppe die Ordnung p — 1 hat.
Satz 8.3 (FEuler)

Sei n > 1 eine natiirliche Zahl und a € 7Z mit ggT(a,n) = 1. Dann gilt
a?™ = 1modn.

Hierbei ist die Eulersche ¢-Funktion definiert durch ¢(n) := {z e N| 1 <z <
n, ggT(xz,n) = 1}|. Man beachte, dass im Falle n = p prim ¢(p) = p — 1 gilt, der
Satz von Fermat also ein Spezialfall ist.

Beweis. Man sieht leicht: die Klasse [m] von m € Z ist eine Einheit im Restklas-
senring Z, = Z/nZ, genau wenn ggT(m,n) = 1 gilt. (Man verwende Bézouts
Lemma.) Also hat die Einheitengruppe von Z, die Ordnung ¢(n). Nach dem
kleinen Fermat ist deswegen [a]*™ = [1]. |

Die folgende Aussage ist eine Variante des Satzes von Euler in einem Spezialfall:
Proposition 8.4

Sei n = p - q ein Produkt zweier verschiedener Primzahlen p und q. Fiir jede
ganze Zahl z € 7 gilt x - 2*"") = zmod n.

Beweis. Esgilt p(n) = o(p)p(q) = (p—1)(¢—1). Gelte zuniichst ggT(x,n) = 1. Dann
gilt nach dem Satz von Euler z#™ = 1modn, und damit z - z*" = zmodn.
Dies gilt offenbar auch fiir x = 0, oder allgemeiner, wenn n | z. Gelte nun
d =ggT(z,n) > 1 und n { z. Dann kann nur n = p oder n = g gelten. Also etwa
x = q (der Fall z = p geht analog). Dann gilt p { z, und aus dem Satz von Fermat
folgt 2P~! = 1modp. Wegen q | = ergibt sich = - 2P~ = zmod pq. Wiederholt
man dies (¢ — 1)-mal, so ergibt sich

r=1x- x(pfl) =z. 12(17*1) =...=¢. m(qfl)(pfl) — . mw(n)

mod n. m

Modulares Potenzieren. Im folgenden wird es wichtig sein, ¢-te Potenzen
einer natiirlichen Zahl z modulo n zu berechnen, wobei hier typischerweise ¢, =
und n sehr grofie natiirliche Zahlen sein werden. Wie dies relativ effizient geht,
illustrieren wir im folgenden Beispiel.

Beispiel. Wir wollen 6'°%' mod 789 ausrechnen. Erst die Potenz 6'°%! innerhalb Z be-
rechnen und erst danach modulo 789 zu reduzieren wiirde riesige Zahlen produzieren.
Stattdessen multiplizieren wir Schritt fiir Schritt und reduzieren jedesmal zwischen-
durch modulo 789 mittels Division mit Rest. Wir beschreiben das sog. wiederholte
Quadrieren (“repeated squaring”):

Schreibe 1031 als Summe von Potenzen von 2:
1031 = 1024 + 4+ 2+ 1 =2"" + 22 4 2 4+ 2°.

Dann berechnen wir sukzessive 6 = 36,
Es ergibt sich also 6! = 61924 . 6% . 62 . 6! = 99507 - 36 - 6 = | 39 | mod 789.

Das RSA-Kryptoverfahren. Das RSA2-Verfahren ist ein sogenanntes asym-
metrisches Verschliisselungsverfahren. Alice mochte Bob eine chiffrierte Nachricht
schicken. Dafiir verwendet sie Bobs 6ffentlich bekannten Schliissel (n, e) zum Chif-
frieren, und Bob kann die Nachricht mit seinem dazu gehorigen geheimen Schliissel

2Nach Ron Rivest, Adi Shamir, und Leonard Adleman vom Massachusetts Institute of Tech-
nology (1977).
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6* = 362 = 1296 = 507 mod 789
68 = 5077 = 257049 = 624 mod 789
66 = 6242 = 389376 = 399 mod 789
632 = 3992 = 159201 = 612 mod 789
65 = 6122 = 374544 = 558 mod 789
6'22 = 5582 = 311364 = 498 mod 789
62°¢ = 4982 = 248004 = 258 mod 789
6°12 = 2582 = 66564 = 288 mod 789
61924 = 92882 = 82944 = 99 mod 789

(n,d) dechiffrieren. Hierbei ist n eine natiirliche Zahl, die ein Produkt von zwei
verschiedenen (grofien) Primzahlen ist; die Zerlegung n = p - ¢ ist nur Bob selbst
bekannt®. Zudem wird diese Zerlegung nach Konstruktion der Schliissel nicht mehr
benétigt. Es gilt dann ¢(n) = (p — 1)(¢ — 1) (vgl. Ubung 8.1). Bob wihlt eine
natiirliche Zahl 1 < e < p(n) mit ggT(e,¢(n)) = 1. Aus n und e berechnet Bob (mit
dem erweiterten euklidischen Algorithmus) die natiirliche Zahl d mit 1 < d < ¢(n)
und der Eigenschaft de = 1 mod ¢(n); es ist d also das multiplikative Inverse zu e
modulo ¢(n). Die Zahlen p, ¢, d und ¢(n) miissen geheim bleiben. Versffentlicht
werden kann der offentliche Schliissel (n,e) jedem zuginglich z. B. auf Bobs Web-
site. Dagegen ist (n,d) Bobs geheimer Schliissel* nur ihm bekannt.

Ein Nachricht & kann man sich als natiirliche Zahl < n vorstellen. Alice chiffriert
diese Nachricht als y = £° mod n und sendet y an Bob. Dieser bildet mit seinem ge-
heimen Schliissel y? mod n und erhilt z zuriick: denn mehrfache Anwendung obiger
Proposition liefert

yd = xed _ x1+k4p(n)
= . (xw(n))k — . P (mv(N))k—l
= z- (™)1 =... = zmodn.

Beispiel. Ein Minibeispiel, um die Methode zu illustrieren. Seien p = 11, ¢ = 17 und
n = pq = 187. Es ist ¢(n) = 10 - 16 = 160. Wihle etwa e = 7. (Man sieht, dass
geT(7,160) = 1 gilt.) Wir verwenden den erweiterten euklidischen Algorithmus, um
das Inverse d von 57 mod 352 zu berechnen. Wir erhalten d = 23. (Den behélt Bob

160 = 1-160 + 0-7
7T = 0-160 + 1.7
160 = 22.7 + 6 6 = 1-160 + —-22.7
7T =16 + 1 1 = —-1-160 —+ 23-7

fiir sich.)
Es soll etwa die “Nachricht” x = 12 an Bob geschickt werden. Dazu bildet Alice
mit Bobs 6ffentlichen Schliissel (187, 7)

y = z' =12"=(12°)*.12=45 - 12=155- 12
= 177mod 187

3Zur Konstruktion verwendet Bob Zufallszahlgeneratoren und probabilistische Primtests.

“Die Sicherheit des Geheimnisses beruht darauf, dass kein effizienter Algorithmus bekannt
ist zum Faktorisieren (grofier) natiirlicher Zahlen in Primfaktoren, und damit weder p(n) noch
d effizient berechnet werden kann. Man beachte aber, dass nicht bewiesen ist, dass es keinen
effizienten Algorithmus geben kann. Und da Computer immer leistungsfihiger werden, miissen
auch die Zahlen n (bzw. p und ¢) immer gréfier gewihlt werden; zur Zeit wird empfohlen, dass
n mindestens 600-stellig sein soll. Abgesehen davon werden noch weitere Anforderungen etwa an
e gestellt, um gewissen bekannten Angriffen vorzubeugen. An dieser Stelle wird das Verfahren
sozusagen nur in math. Reinkultur dargestellt.
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und sendet also 177 an Bob. Dieser bildet mit seinem geheimen Schliissel y¢ mod 187,
und erhélt
177% —10% = —1000" - 100 = —65" - 100 = —(65%)* - 6500
= —111°.142 = —111° - 54 = —166 - 54 = —175
12mod 187,

also die Originalnachricht.

Bemerkung. Man kann sich vorstellen, dass dieses modulare Potenzieren mit einem n,
das mehrere hundert Stellen hat, relativ rechenaufwéndig ist, insbesondere bei lan-
gen Nachrichten. Deshalb wird das RSA-Verfahren i.d.R. nur zum Austausch von
Schliisseln verwendet, die wiederum fiir andere, schnellere (symmetrische) Kryptover-
fahren verwendet werden.

Aufgaben

U 8.1. (1) Sei p eine Primzahl und & > 1. Dann gilt p(p*) = p* — pF~1.
(2) Sind m, n € N teilerfremd, so gilt p(mn) = o(m)e(n).

(3) Sein = plfl .. .p,’ft mit k; > 1 und paarweise verschiedenen Primzahlen p1, ..., p:.
Dann gilt
t t
o) =TJ@ —pr ™) =]pi" e = D).
i=1 i=1
U 8.2. [Chinesischer Restsatz] Sei R ein kommutativer Ring und seien my, ..., m, Ideale

in R, die paarweise coprim sind, d. h. fiir alle ¢ # j gilt m; + m; = R. Dann induziert
der Ringmorphismus R — ], R/m;, r — (r 4+ m;)7_; einen Isomorphismus

i=1 i=1

U 8.3. Sei R = Z. Was bedeutet es fiir zwei Ideale Zn und Zm coprim zu sein? Was be-
deutet der chinesische Restsatz fiir das Losen eines Gleichungssystems linearer Kon-

gruenzen
= aimodmi
= asmodims
T =  anmodmy,
wobei a1,...,a, € Z und mq,...,m, € N gegeben sind und z € Z gefunden werden
soll?

U 8.4. Seien a und b zwei Ideale in einem kommutativen Ring R. Das Produktideal a - b
ist definiert als die Menge aller endlichen Summen "7, a;b; mit a; € a, b; € b, n > 0.
Es gilt stets a- b Canb. Sind a und b coprim (a+b=R),sogilt a-b=anb.

U 8.5. Fiir f = T°—6T+1 und g = T°—6T2+T+4 berechne einen gréften gemeinsamen
Teiler h von f und g in Q[T] und finde Polynome p und ¢ in Q[7], so dass h = pf +qg
gilt.

U 8.6. Sei K ein beliebiger Kérper. Dann gibt es im Polynomring K [T] unendlich viele
normierte irreduzible Polynome.



KAPITEL V

Endlich algebraische Kérpererweiterungen

1. Algebraische und transzendente Elemente

Sei L/K (“L iiber K”) eine Korpererweiterung , d. h. K ist ein Teilkorper
von L, bzw. L ist ein Erweiterungskorper von K. (Man beachte, dass bei dieser
Schreibweise L/K keine Faktorbildung gemeint ist!) Sei € L. Dann bezeichne
K|[xz] die Teilmenge von L bestehend aus den Elementen der Form

ap + a1z + asx® + - + apz™
mit n > 0 und a; € K. Es ist also K[z] = {f(x) | f € K[T]}.

Proposition 1.1

Kxz] ist der bzgl. Inklusion C kleinste Unterring von L, der K und x enthélt.
Die Abbildung ¢, : K[T| — K|z], f — f(z) ist ein surjektiver Ringhomomor-
phisms.

Beweis. Offensichtlich. [ ]

Definition 1.2
Kz] entsteht aus K durch Ringadjunktion des Elementes x € L. “K adjungiert

b2

x.

Statt ab~' schreiben wir hiiufig auch a/b, oder ¢.
Analog: K(z) die Menge aller in L gebildeten Quotienten
_ ag + a1z + asz® + - - + apz”

7 b ¥ bzt boa® - f b
mit a;, b; € K und b + bz + bax? + -+ + byz™ # 0. Also besteht K (x) aus den
Elementen der Form a/b mit a, b € K[z], b # 0. Oder anders: K(z) = {f(x)/g(z) |
f, 9 € K[T], g(x) # 0}
Proposition 1.3

K (x) ist der bzgl. Inklusion kleinste Teilkérper von L, welcher K und x enthélt.

Beweis. Offensichtlich. |

Definition 1.4

K(z) heiBt der aus K durch Adjunktion des Elementes x € L gebildete
Teilkorper von L.

Beispiel. (a) Die Zahlen a + bv/2 mit a, b € Q bilden einen Teilkérper K des Kérpers R.
Es gilt K = Q[v2] = Q(v2).
(b) Im Korper C ist
Qi) = Qli] ={a+bi|a,beQ}.
(c)* Es lésst sich zeigen, dass Q[r] ¢ Q() gilt. (7 ist transzendent, Satz von Lin-
demann (1882).) Ahnliches gilt fiir die Eulersche Zahl e (Hermite (1873)). Die Beweise

51
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hierfiir sind sehr aufwindig und verlangen analytische Methoden. — Tatséchlich ist
eine zufillig gegebene komplexe (oder reelle) Zahl mit 100%iger (!) Wahrscheinlichkeit
transzendent. Dennoch ist es enorm schwierig, deren Transzendenz zu beweisen. Erst
1844 wurde von Liouville gezeigt, dass transzendente Zahlen iiberhaupt existieren.

Definition 1.5 (Algebraische Elemente)

Sei L/K eine Korpererweiterung. Ein x € L heisst algebraisch diber K, wenn
es ein normiertes Polynom

f=T"4+a, T ' 4+ + a1 T+ ap € K[T]
gibt, das x als Nullstelle hat, also f(z) = 0 gilt. Falls es ein solches Polynom
nicht gibt, heisst x transzendent tber K.

Eine Korpererweiterung L/K heisst algebraisch, falls jedes x € L algebra-
isch iiber K ist. Anderfalls heisst L/K transzendente Korpererweiterung.

Bemerkung. (1) Der Bezug (“iiber”) zum Grundkérper K ist stets zu benennen. Nur
wenn K = Q und = € C nennt man z algebraisch bzw. transzendent (ohne weiteren
Bezug).

(2) Ein normiertes Polynom f ist immer verschieden vom Nullpolynom. Ist um-
gekehrt f € K[T] mit f # 0 und K ein Korper, sowie z eine Nullstelle von f, so ist =
auch Nullstelle eines normierten Polynoms g € K[T]. Man wihlt ndmlich g = a,, " *- f,
wenn a, der Leitkoeffizient von f ist. Daher kéonnen wir in der Definition ohne Ein-
schrankung annehmen, dass f normiert ist.

Definition 1.6 (Minimalpolynom)

Sei L/K eine Koérpererweiterung, und sei x € L algebraisch iiber K. Es gibt
dann, nach Definition, ein normiertes Polynom f € K[T], f # 0, mit f(z) =
0. Dann gibt es auch ein solches f minimalen Grades, und dies heisst das
Minimalpolynom von x dber K. (Dies ist offenbar eindeutig bestimmt.) Wir
schreiben auch f = MIPO(z/K).

Satz 1.7 (Charakterisierungen des Minimalpolynoms)

Sei L/K eine Korpererweiterung, sei x € L und f € K[T] ein normiertes
Polynom. Dann sind dquivalent:

(1) f ist das Minimalpolynom von z iiber K, d. h. 0 # f € K|[T] ist
minimalen Grades mit f(z) = 0.

(2) f ist irreduzibel tiber K und es gilt f(z) = 0.
(3) f(x) =0, und f teilt jedes Polynom g € K[T] mit g(x) = 0.

Beweis. (1)=(2) Ist f nicht irreduzibel, so gibt es g, h € K[T'| mit grad(g), grad(h) >
1 mit f = gh. Es gilt dann g(z) = 0 oder h(z) = 0, wobei g und h kleineren Grad
als f haben.
(2)=(1) Sei f irreduzibel, und sei g € K[T'| minimalen Grades mit g(z) = 0.
Schreibe f = gg + r mit » = 0, oder grad(r) < grad(g). Wegen r(z) = 0 ist nur
r = 0 moglich, also f = gg. Da f irreduzibel ist, folgt, dass ¢ ein konstantes
Polynom # 0 ist, und auch f hat minimalen Grad.
(1)=-(3) Folgt wie im vorherigen Beweisteil per Division (durch f) mit Rest.
(3)=(1) Klar. |

Bemerkung. Sei L/K eine Korpererweiterung. Dann ist L insbesondere ein K-Vektorraum,
in natiirlicher Weise. Damit steht das ganze Repertoire der Linearen Algebra (lineare
Gleichungen, Matrizen, Basen, Dimension, etc.) zur Untersuchung von L/K bereit.
Insbesondere ist dimg L definiert (endlich oder unendlich).
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Definition 1.8

Sei L/K eine Korpererweiterung. Die Dimension dimg (L) heisst auch der
(Kérper-) Grad von L iiber K und wird mit [L : K] bezeichnet. Eine Korper-
erweiterung L/K heisst endlich, falls [L : K] endlich ist. Allgemeiner schreiben
wir auch fiir einen kommutativen Ring R, der den Korper K als Teilring enthélt,
[R: K] =dimg(R).

Satz 1.9

Sei L/K eine Kérpererweiterung. Sei x € L algebraisch iiber K und f =
MIPO(z/K) mit n = grad(f). Dann gilt:
(1) FK[T] = Kern(¢,).
(2) Klz] ~ K[T|/fK[T].
(3) Eine Basis des K-Vektorraums K[x] ist gegeben durch die Elemente
Lx,22,..., 2" L. Insbesondere [K[z] : K] = n = grad(f).
(4) K|x] ist ein Kérper. Also K[x] = K(z).

Beweis. (1) folgt aus dem vorherigen Satz. (2) aus dem Homomorphiesatz.
(3) Schreibe f =T" + 3" ' a;T", mit a; € K. Wegen f(z) = 0 ist

n n—1
r = —ap)—a1x — - — an-1T 5

und mit Induktion folgt, dass K|[x] {iber K erzeugt wird von den Elementen
1,z,2% ...,2" . Da f minimalen Grades mit f(z) = 0 ist, folgt, dass diese
Elemente auch linear unabhéngig iiber K sind.

(4) Da Klz] als Teilring des Kérpers L nullteilerfrei ist, folgt dies aus Pro-
position I1.5.7. |

Satz 1.10

Jede endliche Korpererweiterung L/ K ist algebraisch.
Genauer gilt: Ist [L : K| = n, so gibt es zu jedem x € L ein normiertes
Polynom f € K[T] vom Grad < n mit f(z) = 0.

Beweis. Seix € L. Wegen [L : K] = n sind die n-+1 Elemente 1, 2, 22,..., 2" linear
abhéngig iiber K. Es gibt also by, ..., b, € K nicht alle null mit

bo 4+ biz + - + buz™ = 0.
Daraus folgt die Behauptung. |

Satz 1.11 (Charakterisierungen algebraischer Elemente)

Sei L/ K eine Korpererweiterung, und sei x € L. Dann sind dquivalent:
(1) z ist algebraisch iiber K.

(2) [K[z]: K] ist endlich.

(3) K(z) = Klz].

(4) K|x] ist ein Teilkérper von L.

Beweis. (1)<(2) und (2)=-(3) folgt aus den vorherigen Argumenten. (3)<(4) ist
klar.

(3)=(1): Gilt K(z) = K|z], so ist K[z] ein Kérper, und insbesondere ist
invertierbar in K[z] (der Fall z = 0 ist uninteressant). Es gibt also eine natiirliche
Zahl n und Elemente b, ...,b,—1 € K mit

e =bo+biwt - +burz”

Multiplikation der Gleichung mit x zeigt dann, dass = einer Polynomgleichung
iiber K geniigt, x ist also algebraisch iiber K. |
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Folgerung 1.12

Sei L/K eine Korpererweiterung und x € L algebraisch iiber K. Dann ist die
Koérpererweiterung K (z)/K algebraisch.

Beweis. Fiir alle y € K(x) gilt [K(y) : K] < [K(z) : K] < o0. |

Ist x algebraisch iiber K, so heisst der Korpergrad [K(z) : K] auch der Grad des
Elements z iiber K.
Definition 1.13

Eine Korpererweiterung L/K heisst einfach, falls es ein ¢ € L gibt mit L =
K (z). Ist in diesem Fall x algebraisch iiber K, so heisst sie einfach algebraisch,
und z ein primitives (=erzeugendes) Element von L/K; andernfalls heisst L/K
einfach transzendent.

Beispiel. C/R ist wegen C = R[] einfach algebraisch. Q(7)/Q ist einfach transzendent.”
Proposition 1.14 ( Einfach transzendente Erweiterungen; Kronecker (1882))

Sei L/K eine Kérpererweiterung und « € L transzendent iiber K. Dann ist
K(a) ~ K(T); genauer: Es gibt einen Isomorphismus K(T) = K(«), der T
auf a schickt und auf K wie die Identitdt wirkt.

Beweis. Definiere K(T') — K(«), f(T)/9(T) — f(a)/g(a), wobei g(T') # 0 gilt. Da
a transzendent iiber K ist, folgt dann auch g(«) # 0. Man priift unmittelbar nach,
dass dies wohldefiniert ist (unabhéngig von der Darstellung des Bruches), ein
Homomorphismus von Ringen, und nach Definition von K(a) ist die Abbildung
auch surjektiv. Weil K (T) ein Korper ist, ist sie offenbar auch injektiv. ]

Anmerkung*: Es folgt etwa, dass Q(7) ~ Q(T) ~ Q(e) (mit 7 <> T <> e) gilt.

Bemerkung. [Allgemeinere Adjunktionen| Sind z1, x2,... Elemente in L so definiert

man K[z1,x2] ef (K[z1])[z2] und K(x1,x2) ef (K(z1))(x2). Induktiv werden der
Ring K[a:l, .. ,xn} und der Kérper K(z1,...,x,) definiert. Dies ist der kleinste Teil-
ring (bzw. -korper) von L, der K und {z1,...,z,} enthilt.

2. Einfach algebraische Kérpererweiterungen

In Satz 1.9 hatten wir ein algebaisches Element x € L und dessen Minimalpo-
lynom iiber K betrachtet, wobei L/K eine schon gegebene Korpererweiterung war.
Der folgende wichtige Satz ist gewissermaflen eine Umkehrung davon, der uns zeigt,
wie man einfach algebraische Korpererweiterungen “abstrakt” konstruieren kann,
d. h. ohne in einem evtl. schon gegebenen Oberkorper zu argumentieren.

Satz 2.1 (Satz von Kronecker (1887))

Sei K ein Korper. Sei f € K[T] normiert und irreduzibel vom Grad n. Dann
ist L = K[T]/fKIT] eine Kérpererweiterung von K vom Grad [L : K| = n. Die
Klasse t = [T] von T in L ist eine Nullstelle von f in L, und es gilt L = K ().
Ferner ist f das Minimalpolynom von t iiber K.

Beweis. Weil f ein Primelement in K[T7] ist, folgt unmittelbar, dass der Faktorring
K[T]/fK[T] ein Integrititsbereich ist. Offenbar ist a +— [a] = a + fK[T] ein
injektiver Ringhomomorphismus K — K[T]/fK[T], womit K als Teilkérper von
L identifiziert wird. (Vgl. auch nachfolgende Ubung.)

Die Klassen [1], [T],...,[T™ '] bilden eine K-Basis von L: Denn ist [g] =
g+ fK[T] € L, so zeigt Division mit Rest, g = ¢f +r, dass [g] = [r], und r =0
oder grad(r) < n, d. h. 7 wird von 1, T,...,T" ! erzeugt. Ist Z?;OI a;[T?] = 0,
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so ist 1" a;T" € fK[T], aber aus Gradgriinden geht nur .7~ ' a;T" = 0, also
alle a; = 0.

Weil nun L eine endlichdimensionale nullteilerfreie K-Algebra ist, folgt aus
Proposition I1.5.7, dass L ein Koérper ist.

Ist t = [T, so ist dann L = K (t) unmittelbar klar. Einsetzen ergibt f(¢) =
F([T]) = [f] = [0]. Da f irreduzibel iiber K ist, ist f das Minimalpolynom von ¢
iiber K (vgl. 1.7). |

Beispiel. [Cauchy (1847)] R[T]/(T? + 1) ~ R[i] = C.
U 2.1. Seien K, L Koérper und j: K — L ein Monomorphismus. Dann gibt es eine
Kérpererweiterung L'/K und einen Isomorphismus ¢: L' — L mit ojx = j.

Definition 2.2

(1) Seien L/K und L'/ K Koérpererweiterungen. Ein Isomorphismus o: L —
L' heiflt ein K -Isomorphismus, wenn o = 1k gilt. (Aquivalent: o
ist K-linear.)

(2) Ist dabei L = L', so heiit o ein K-Automorphismus.

(3) Allgemeiner: Ist i: K — K’ ein Isomorphismus (bzw. ein Monomor-
phismus; vgl. anschliefende Bemerkung) von Kérpern, und sind L/ K
und L'/ K’ Kérpererweiterungen, so nennen wir einen Isomorphismus
(Monomorphismus) o: L — L' Isomorphismus (Monomorphismus)
von Kérpererweiterungen, falls o) =i gilt.

(4) Im Falle K = K’ und ¢ = 1k nennen wir einen Monomorphismus
o: L — L' mit ok =1k einen K -Monomorphismus.

(5) Ist i: K — K’ ein Monomorphismus und L’ = K’, so nennen wir

einen Monomorphismus o: L — K’ mit o), = i eine Fortsetzung von
i (auf L).

Bemerkung. Sei L ein Kérper und R ein Ring, R # {0}, und sei 0: L — R ein Ho-
momorphismus von Ringen. Dann ist offenbar o injektiv. (Beachte o(1) = 1 # 0.)
Wir nennen dann o auch einen Monomorphismus. Auch wenn dies automatisch der
Fall ist, sprechen wir meist lieber von Monomorphismus als von Homomorphismus,
besonders, wenn R = L’ ebenfalls ein Kérper ist. Offenbar gilt: Sind L/K und L'/K
Korpererweiterungen, so ist ¢ ein K-Monomorphismus genau dann, wenn o K-linear
ist.

Fiir einen Ringmorphismus o: R — S definiere den Morphismus ¢*: R[T] — S[T]

durch

a*(z a;T") = Z o(a;)T".
=0 =0
Fiir f € R[T] schreiben wir auch f7 = o*(f).
Lemma 2.3

Sei L/K und L'/K' Kérpererweiterungen und i: K — K’ ein Isomorphismus.
Seio: L/K — L'/K' ein Isomorphismus von Erweiterungen. Ist f € K[T] und
x € L eine Nullstelle von f, so ist o(x) eine Nullstelle von i*(f) in L'.

Beweis. Sei f =3"_, a;T?. Dann gilt

& (N)o@) = ila;)o@) =) ola)oa’) = U(Z aja’) = o(f(x)) = 0(0) = .

j=0 j=0
Satz 2.4

Seien K (a)/K und K(B)/K einfach algebraische Korpererweiterungen. Aqui- |
valent sind:
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(1) Es gibt einen K-Isomorphismus o: K(a) = K(8) mit o(a) = 3.
(2) a und § haben dasselbe Minimalpolynom f € K[T)].

Beweis. (2)=-(1) Nach Satz 1.9 haben wir Isomorphismen oq: K[T]/(f) = K(«)
und og: K[T]/(f) — K(B), die die Elemente aus K festlassen und 7" auf o bzw.
B schicken. Dann hat ¢ := 05 0 0o~ " die behauptete Eigenschaft in (1).
(1)=(2) Sei f = MIPO(a/K). Aus dem Lemma folgt f(8) = f(c(a)) = 0.
Da f irreduzibel ist, folgt f = MIPO(3/K). |

Oft ist es niitzlich, vorstehende Aussage (2)=-(1) allgemeiner zu haben:
Satz 2.5

Seien K und L Koérper und i: K — L ein Isomorphismus. Seien K (a))/K und
L(B)/L einfach algebraische Kérpererweiterungen. Sei f € K[T'] das Minimal-
polynom von « iiber K und g € L|T] das Minimalpolynom von 3 iiber L. Gilt
i*(f) = g, so gibt es einen Isomorphismus von Erweiterungen j: K(a)/K —

L(B)/L mit j(o) = f.

Beweis. Wie oben, nur dass man noch den von i*: K[T] — L[T] induzierten Isomor-
phismus K[T]/(f) — L[T]/(*(f)) (Homomorphiesatz!) zwischenschaltet. Kon-
kret wird hier also fiir z = ap + a1a + asa® + -+ + an_1a™" ' € K () definiert

(2.1) j(x) = i(a0) +i(ar)B +i(az) B + - +i(an-1)B" " € L(B). n

3. Der Gradsatz

Der folgende Satz ist von dhnlich grundlegender Bedeutung wie der Satz von
Lagrange in der Gruppentheorie:
Satz 3.1 (Gradsatz)

Sei K C L C M ein Kérperturm. [M : K] ist genau dann endlich, wenn [M : L]
und [L : K] endlich sind. In dem Fall gilt

[M:K]|=[M:L]-[L:K]

Man beweist dazu die folgende stiarkere Aussage, die auch selbst sehr niitzlich und
wichtig ist.

Zusatz 3.2
Sei K C L C M ein Koérperturm. Ist ¢y,...,¢, eine K-Basis von L und
mi,...,my eine L-Basis von M, so ist die pg-elementige Menge

{tim; |i=1,...,p, j=1,...,¢}
eine K-Basis von M.

Beweis. Man zeigt leicht die lineare Unabhéngigkeit und die Erzeugendeneigenschaft
fiir die £;m; tiber K, indem man sie mittels
a P
Z aijéimj = Z <Z aij&) my
] j=1 Ni=1
auf die entsprechenden Eigenschaften der ¢; iiber L und der m; iiber K zuriickfithrtll

Beispiel. z = /i ist Nullstelle des Polynoms 7 + 1. Es gilt vi = 2(v/2+141/2). Schauen
wir uns die Korpererweiterung Q(i,/2)/Q an. Es gilt [Q(v/2) : Q] = 2. Weil Q(+/2) C
R und i ¢ R, gilt auch [Q(i, v2) : Q(v/2)] = 2, und damit nach dem Gradsatz

[QG,v2) : Q] = [Q(, V2) : Q(vV2)] - [Q(V2) : Q] =2 -2 = 4.
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Es ist 1, v/2 eine Q-Basis von Q(v/2) und 1, i eine Q(+/2)-Basis von Q(i,+/2). Nach
dem Zusatz ist deswegen
1,14, V2, iV?2

eine Q-Basis von Q(i,v/2). Auflerdem gilt Q(vi) = Q(i,v2): Wegen vi = 1(v2 +
iv2) € Q(i,v2), also Q(v4) C Q(i,+/2). Sollte diese Inklusion echt sein, so muss
[Q(v4) : Q] < 4 ein Teiler von 4 sein, also = 1 oder = 2. Offenbar kann er nicht
= 1 sein. Er kann aber auch nicht = 2 sein, denn sonst miisste i = \ﬂQ sich als
LKB iiber Q in 1, v/i = 2(v/2 +4v/2) darstellen lassen. Da aber 1, i, v/2, iv/2 linear
unabhéngig iiber Q sind, ist dies nicht moglich. Es folgt [Q(v/% : Q] = 4, und da
mit f = T* + 1 € Q[T] ein normiertes Polynom vom Grad 4 ist mit f(z) = 0, gilt
MIPO(z/Q) = T* + 1.
Folgerung 3.3

Sei L/K eine Korpererweiterung. Sind x1,...,x, € L sdmtlich algebraisch
iiber K, so gilt
K(zy,...,2,) = Kl21,...,25],

und dies ist eine endliche Korpererweiterung von K.

Beweis. Induktion nach n. Fiir n = 1 wissen wir die Aussage schon. Es ist

Klzi,...,zn] = Klz1,...,Zn-1][Zn]
Y K21, .. mn1)[m]
2 K(zy, . an1) ()
= K(z1,...,%n). n

Satz 3.4 (Charakterisierung endlicher Kdérpererweiterungen)

Sei L/ K eine Kérpererweiterung. Aquivalent sind:
(1) L/K ist endlich.
(2) Es gibt endlich viele iiber K algebraische Elemente x1,...,z, € L
mit L =K(x1,...,z,).

Beweis. (2)=-(1) Nach der vorstehenden Folgerung.
(1)=(2) Ist L/K endlich, so gibt es eine endliche K-Basis y1,...,ym € L.
Damit gilt insbesondere L = K (y1,...,Ym), und wegen [K(y;) : K] < [L: K| <
oo sind alle y; algebraisch iiber K. |

Bemerkung. Aufgrund des Satzes nennt man eine endliche Koérpererweiterung auch
manchmal endlich algebraisch.

Proposition 3.5 (Interner algebraischer Abschluss)

L/K sei Kérpererweiterung. Es gilt

(1) Die iiber K algebraischen Elemente in L bilden einen Teilkérper L,
von L.

(2) L, ist der grofite Teilkorper von L, der iiber K algebraisch ist.

(3) Jedes Element aus L, welches iiber L, algebraisch ist, liegt schon in
L.

Beweis. (1) Seien z, y € L algebraisch iiber K. Dann gilt © + y € K(z,y), also
[K(z+vy): K] <[K(z,y) : K] < oo, und analoges gilt fiir z - y. Ist  # 0, so gilt
z~! € K(x), also auch [K(z™!): K] < [K(z) : K] < co. Also sind = + y, zy und
™! algebraisch iiber K, und es folgt, dass L ein Koérper ist.

(2) ist trivial.
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(3) Sei z € L algebraisch iiber L,. Dann gibt es ein normiertes f € Lq[T] mit
f(xz) =0.Seietwa f =T" +an 1 T" '+ +a1T +ao, wobei ag, .. ., an_1 alge-
braisch iiber K sind. Dann ist offenbar x algebraisch iiber M = K (ao,...,an-1).
Es folgt

[K(z): K] <[M(z): K]=[M(z): M]-[M : K] < oo,
weil beide Faktoren endlich sind. Also ist = algebraisch iiber K, d. h. z € L,. |

Bemerkung. Man schreibt auch L, = K, wobei bei dieser Notation aber zu betonen ist,
dass es relativ L gemeint ist. Dann besagt (3) symbolisch ausgedriickt K = K.
Beispiel. Q in C ist die Menge der algebraischen Zahlen.

Folgerung 3.6 (Transitivitit algebraischer Erweiterungen)

Es sei K C L C M ein Kérperturm. Die Erweiterung M /K ist genau dann
algebraisch, wenn die beiden Erweiterungen M /L und L/K beide algebraisch
sind.

Beweis. (1) [Transitivitit] Seien M/L und L/K algebraisch. Dann gilt L C K, dem
algebraischen Abschluss von K in M. Sei x € M. Dies ist algebraisch iiber L,
also erst recht iiber K. Nach dem Resultat zuvor gilt dann = € K, also ist x
algebraisch iiber K. Es folgt, dass M /K algebraisch ist.

(2) Die andere Richtung ist trivial: Sei M/K algebraisch. Jedes x € M ist
iiber K, also erst recht iiber L algebraisch. Also ist M/L algebraisch. Da jedes
Element von M algebraisch iiber K ist, ist insbesondere jedes Element von L
algebraisch tiber K. Also ist auch L/K algebraisch. |

Aufgaben

U 3.1. Fiir eine Kérpererweiterung L/K sind dquivalent:
(1) L/K ist algebraisch.
(2) Jeder Ring R mit K C R C L (Teilringe) ist ein Korper.
U 3.2. Sei L/K eine Kérpererweiterung, und sei 0 # x € L algebraisch iiber K. Dann
haben MIPO(z/K) und MIPO(z~'/K) denselben Grad.
U 3.3. Seien a, b € R und z = a + ib € C. Dann: z ist algebraisch < a und b sind
algebraisch.
U 3.4. Fiir den Kérper Q der komplexen algebraischen Zahlen gilt: Q/Q ist algebraisch
und [Q : Q] = oo, genauer: abzdhlbar unendlich.

4. Berechnung von Minimalpolynomen

Beispiel. Betrachte L = Q(v/4)/Q. Wir haben schon gesehen, dass 1, i, v/2, iv/2 eine
Q-Basis von L ist.
(1) Sei 2 = 2i + /2. Wir wollen das Minimalpolynom von z iiber Q berech-
nen. Dazu stellen wir die Elemente 1, z, 22,... als Linearkombination in der oben
gegebenen Basis dar. Die Koeffizienten schreiben wir als Spalten einer Matrix:

1 z 22 23 xt
1 0 -2 0 —28
0 2 0 4 0
0o 1 0 -10 0
0 0 4 0 —16

Da nach dem Gradsatz [L : Q] = 4, miissen wir hier maximal bis z* gehen und stellen
x* (sofern dies nicht schon vorher méglich ist), als Linearkombination in den vorhe-
rigen Potenzen von x dar. Hier sehen wir, dass die ersten vier Spaltenvektoren linear
unabhéngig sind, also 1, z, 2%, 2* sind linear unabhéngig. Daher muss MIPO(z/Q)
den Grad 4 haben, und man sieht, indem man die letzte Spalte als LKB der vorderen
Spalten darstellt, * = —42? — 36, und damit MIPO(x/Q) = T* 4 472 + 36.
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(2) z=1+V2+i.

1z 22 22 2t
1 1 2 4 0
0o 1 2 8 24
0o 1 2 2 0
0o 0 2 6 16

Man sieht x* = 423 — 42% — 8, also MIPO(z/Q) = T* — 4T + 472 + 8.
Bemerkung. Es sei L/K eine Korpererweiterung und 0 # = € L. Dann haben die
Elemente  und 1/z denselben Grad iiber K. Denn es gilt K(z) = K(1/z).
Beispiel. Minimalpolynom von & = 1+ i + /2 iiber Q ist T* — 4T° + 472 + 8, das von
1/x ist T* +1/2T% — 1/2T +1/8.

5. Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

e Dreiteilung des Winkels.

e Verdoppelung des Wiirfels (Delisches Problem).
e Quadratur des Kreises.

e Konstruktion des regelméfligen n-Ecks.

Definition 5.1

Es sei M eine Teilmenge von C, welche die Punkte 0 und 1 enthélt.

(1) Eine Gerade G heisst unmittelbar aus M konstruierbar, wenn es Ele-
mente 21, 2o € M mit z; # 29 so gibt, dass 21, 25 € G.

(2) Ein Kreis heisst unmittelbar aus M konstruierbar, wenn es Elemente
20, 21, 22 in M so gibt, dass K der Kreis um zo mit Radius |21 — 2] ist.

(3) Ein Punkt z € C heisst unmittelbar aus M konstruierbar, wenn es A
und B mit A # B und z € AN B so gibt, dass A und B jeweils eine unmittelbar
aus M konstruierbare Gerade oder einen unmittelbar aus M konstruierbaren
Kreis bedeuten.

Definition 5.2

Wir setzen M(® = M und erkliren rekursiv MtV als die Menge der unmit-
telbar aus M (™) konstruierbaren Punkte aus C. Definitionsgemif heifit dann

K(M)=|JM™
neN
die Menge der ausgehend von M mit Zirkel und Lineal konstruierbaren Punkte.
Wir nennen ein z € C (schlechthin) (mit Zirkel und Lineal) konstruierbar,
wenn z ausgehend von der Menge {0,1} konstruierbar ist. Wir nehmen im
folgenden immer M = {0, 1} an.

Satz 5.3

Sei M = {0, 1}. Dann ist K (M) der kleinste Teilkérper K von C mit folgenden
Eigenschaften (1) und (2):
(1) ze K = z€ K;
(2) Ist z € C Losung einer quadratischen Gleichung z? + az + b = 0 mit
Koeffizienten a, b € K, so folgt z € K. (Oder kiirzer: z € K = +/z €
K.)

Kurz: K (M) ist der kleinste Teilkérper von C, der unter komplexer Konjugation®
und Quadratwurzelziehen abgeschlossen ist?.

1Anrnerkung: Auf diese Eigenschaft (1) kann verzichtet werden, vgl. Lemma 5.9 unten; aus
beweistechnischen Griinden fordern wie sie hier mit.
2Man nennt K (M) (fir M = {0,1}) auch den pythagoréischen Abschluss von Q.
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Beweis. (0) K (M) ist ein Teilkérper von C: Sind z und w in K (M), so erhilt man
z — w als Schnittpunkt des Kreises um z mit Radius |w| und des Kreises um
—w mit Radius |z|. Sei z € C, z # 0. In Polarkoordinaten, z = re*®. Dann gilt
offenbar

ze K(M) & 7 e%eKM).

Seien nun z = re'* und w = se* in K (M) \ {0}. Wir wollen zeigen, dass dann
auch z/w € K (M) gilt. Dazu geniigt es zu zeigen, dass /s und ¢®~# in K (M)
sind.

(a) Fiir /s kénnen wir r # s annehmen. Es ist ¢ € K(M), und dann 1+ €
K(M). Sei A die Gerade durch 0 und 1+ 4. Sei a € A Schnittpunkt des Kreises
um 0 mit Radius  mit A, und b der Schnittpunkt mit dem Kreis um 0 mit Radius
s. Wir kénnen annehmen, dass a und b im ersten Quadranten liegen. Sei B die
Gerade durch 1 und b. Wir kénnen dann eine Parallele B’ konstruieren, die durch
den Punkt a geht. Der Schnittpunkt von B’ mit der reellen Achse heifle c. Der
Strahlensatz sagt uns nun

r _la] ¢
s b1
Der konstruierte Punkt ¢ € K (M) ist also r/s.

(b) Mit w = € ist auch @ = =" in K(M). Wir miissen also nur eine
Winkeladdition konstruieren. Das ist einfach.

Es folgt, dass K (M) ein Teilkérper von C ist. (Insbesondere enthilt K (M)
als Teilkorper Q.) Wir zeigen die Eigenschaften (1) und (2):

(1) Die einfache Konstruktion haben wir eben schon verwendet.

(2) Sei z € K(M) \ {0}. Wir zeigen \/z € K(M). Schreibe z = re'®. Es ist
VZz = \/re'®/?. Die Winkelhalbierung ist einfach zu konstruieren. Es sind 7, 0
und —1 in K(M). Der Mittelpunkt der Strecke zwischen —1 und 7 ist ’";1. Wir
schlagen einen Kreis B um diesen Punkt, so dass —1 und r die Schnittpunkte von
B mit der reellen Achse sind. Der Schnittpunkt von B mit der imaginédren Achse
heile a. Die Punkte —1, r und a bilden die Ecken des rechtwinkligen Dreiecks
im Thaleskreis, die Lange der Verbindung zwischen 0 und a bildet die Hohe h
des Dreiecks. Der Hohensatz (mehrfache Anwendung des Satzes von Pythagoras)
sagt h? = | — 1| - r. Es ist also h = |a|] € K (M) Quadratwurzel von r.

Gilt 2> 4+ az+b = 0mit a, b € K(M), so gilt z = —% =+ \/%—b, also
z € K(M) nach dem vorherigen Argument.

(3) Sei nun K ein Teilkérper von C, der die Eigenschaft (1) und (2) erfiillt.
Wir haben K (M) C K zu zeigen. Dazu zeigen wir per Induktion, dass M™CK
gilt fiir jedes n > 0: Es gilt M© = M = {0, 1} C K trivialerweise. Sei n > 0, und
wir nehmen an, wir hitten bereits M™ C K gezeigt. Wir zeigen M"Y C K:
Sei ze M"Y alsoz€ ANB, A # B, mit drei moglichen Fillen:

(a) A und B sind Geraden; a1, a2 € A, a1 # a2, b1, ba € B, by # ba, und
ai, az, by, by € M(n) C K. Es gilt

A={a+tc|teR}, B={b+sd|secR},
mita = a1,c=az—ai, b="b1,d=0bs—b1 € K. Man kann dies auch so schreiben:

A={weC|ew—a)=cw—a)}, B={weC|dw-"b)=dw-—b)},

denn ist ¢(w — a) reell, so erhélt man mit ¢ := ¢(w — a)/cc € R, dass w = a + tc
gilt; umgekehrt folgt aus w = a + te, dass ¢(w — a) = tcc reell ist. Es ist also
(2,2)" eine Losung des linearen Gleichungssystems

(5 =) 6)-(Cata)

Diese ist eindeutig, denn z ist der einzige Schnittpunkt zweier ungleicher Geraden;
gleichbedeutend: die Richtungsvektoren c und d sind nicht reell-proportional, was
dquivalent ist dazu, dass die Determinante —¢d+ cd # 0 ist. Da alle Koeflizienten
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in K sind, gilt 2z, Z € K, denn

z\ _ (¢ —c -t (—ca+zca
z) \d -d —db+db) "
(b) A ist Gerade und B ein Kreis. Konkret:
A: b(w—a) —b(w—a)=0
B: (w-o@=o=s (=w-d)
mit a, b € M™ C K, b # 0 (wie oben) und ¢ € M™ C K und s = |p — ¢,
p, ¢ € M™ C K. Nutzt man nun z € AN B, so sieht man, dass z Nullstelle eines
quadratischen Polynoms f € K[T] ist, also wegen (2) folgt z € K.
(c) A und B sind Kreise. Konkret:
A: (w—a)(w—a) =r
B: (w—b)(w—10b) = s,
mit a, b, 7,5 € M™ C K mit a # b (und r, s Betrige von Differenzen von
Elementen in M(")). Nutzt man z € AN B, zieht die erste Gleichung von der
zweiten ab, so erhilt man mit ¢ := s> — %> +aa — bb € K NR, dass z den
Gleichungen B und
A (a=bw+(a—bw+c=0
geniigt. Multipliziert man die letzte Gleichung mit 4, setzt e :== - (b —a) € K
und dann f := ¢/2Im(e) € K N R, so erfiillt z die Gleichung ew — ew + ic = 0,
und wegen ic = 2if Im(e) = 2iIm(ef) = ef — ef die Geradengleichung

A" e(w—f)—e(w—f)=0.

Wir kénnen nun den Fall (b) anwenden.
In jedem Fall ergibt sich also z € K. Damit MY C K und schlieBlich
K(M) C M. ]

Satz 5.4
Fiir eine komplexe Zahl z sind dquivalent:

(1) z ist konstruierbar, d. h. z € K({0,1}).
(2) Es gibt einen Kérperturm

Q=KyCcKiCKycCc---CK,.1CK,

mit Schritten vom Grad [K; : K;—1] = 2 (fiir alle 1 <1i < n), welcher
z erreicht, d. h. z € K,,.

Der Beweis wird weiter unten gefiihrt.

Folgerung 5.5 (Notwendiges Kriterium fiir Konstruierbarkeit)

Jede konstruierbare komplexe Zahl z ist algebraisch iiber Q und der Grad
[Q(z) : Q] ist eine Potenz von 2. |

Bemerkung. Die Umkehrung der Folgerung gilt nur in modifizierter Form, die wir auch
erst mit mehr Theorie (Galoistheorie) beweisen konnen. Vgl. Satz VIIL.8.1.

Folgerung 5.6

Die Zahl 7 ist nicht konstruierbar. Damit ist die Quadratur des Kreises nicht
Iosbar.

Beweis. T ist nicht algebraisch. (Satz von Lindemann?® (1882).)

3Auf den nicht-trivialen Beweis, der analytische Methoden verwendet, kénnen wir hier
nicht eingehen. Wir verweisen auf die Biicher von Lang oder Morandi oder Stewart im
Literaturverzeichnis.
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Folgerung 5.7

Die Zahl /2 ist nicht konstruierbar. Damit ist die Verdoppelung des Wiirfels
(das Delische Problem) nicht l6sbar.

Beweis. Fiir o = /2 gilt (vgl. Kriterium von Eisenstein) [Q(c) : Q] = 3. |

Folgerung 5.8

¢ = e*>™/9 (= 40°-Winkel) ist nicht konstruierbar, dagegen ¢* (= 120°-Winkel)
aber schon. Damit ist die Dreiteilung des Winkels nicht I6sbar.

Beweis. Esist w:=(® = %“/g Diese Zahl ist konstruierbar. Angenommen, auch
¢ selbst wire konstruierbar. Dann auch ¢! = ¢ und a := ¢ + ¢~ *. Offenbar gilt
w* =1und w? +w+1 = 0. Damit ¢® + ¢ = —1. Es folgt o® = ((+ ¢ 1) =
¢ +3¢+3¢+¢% =3a -1 (beachte (7% = ¢%). Das Polynom T° — 3T + 1
ist irreduzibel iiber Q, weil es keine rationale Nullstelle hat. Also [Q(«) : Q] = 3,
was keine Zweierpotenz ist, Widerspruch. |

Die Nichtlosbarkeit der Verdoppelung des Wiirfels und der Dreiteilung des Winkels
wurde zuerst von L. P. Wantzel 1837 gezeigt.

Bemerkung. Wir werden spéter sehen, dass das regulédre n-Eck genau dann konstruierbar
ist, wenn ¢(n) eine Potenz von 2 ist. Hier ist ¢ die Eulersche @-Funktion, welche bei
gegebener Primzahlfaktorisierung

n=p-p;
durch
e(n) = (P —p* ") (Pt =Pt )
erklért ist. Wir werden den Nachweis dieses Satzes an spéterer Stelle fithren, wenn
uns stirkere Hilfsmittel der Galoistheorie zur Verfiigung stehen.

Beweis von Satz 5.4. Wir nehmen ab jetzt M = {0, 1} an. Dann ist die
Eigenschaft (1), Abgeschlossenheit gegeniiber komplexer Konjugation, in Satz 5.3
nicht n6tig, sondern automatisch erfiillt. Dies folgt aus dem folgenden allgemeineren
Lemma.

Lemma 5.9

Sei 7: C — C ein Ringautomorphismus des Korpers C. Sei K C C der klein-
ste Teilkorper von C, der abgeschlossen ist unter Ldsungen von quadratischen
Gleichungen. Dann gilt 7(K) C K.

Beweis. Setze K’ = 77! (K). Seien f' = T?4+a/T+b € K'[T] und = € C mit f'(x) =

0. Dann gilt mit @ = 7(a’), b=7(), y = 7(x) und f =T* +aT +b € K[T):
fly) =7(f'(z)) = 7(0) = 0.

Wegen der Abgeschlossenheit von K folgt y € K und damit z = 77 (y) € K.
Also ist auch K’ abgeschlossen unter Loésungen von quadratischen Gleichungen,
und wegen der Minimalitéitseigenschaft von K folgt K C K’. Sei nun z € K.
Dann gilt = € K’, also x = 77 *(y) fiir ein y € K. Es folgt 7(z) =y € K. Es folgt
7(K)CK. |

z € C heisst erreichbar, wenn es einen Korperturm

Q=K¢C K C---CK,

in C gibt, so dass alle [K; : K;_1] = 2 gilt (1 < ¢ < n), welcher z erreicht, d. h.
z € K,,. Mit Q bezeichnen wir die Menge aller erreichbaren z € C.
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Proposition 5.10

~

Q ist ein Teilkérper von C mit folgender Eigenschaft:

z €Q.

Beweis. Seien z, w € @ Es gibt Korpertiirme

Q:KoCK1 c---C K,
und

Q:LQCLIC"'CLM
mit [K; : K;—1] =2 und [L; : Lj—1] = 2, mit 2 € K, und w € L.,. Es gibt «;
vom Grad 2 iiber K;—1 mit K; = K;_1(a;) und 8; vom Grad 2 iiber L;_; mit
L, = L]'_1(ﬂ]'). Es ist dann K; = Q(Oq,. ..,ai) und Lj = Q(ﬂla- '-75]')- Man
betrachtet nun den Kérperturm

e Geniigt z € C einer quadratischen Gleichung iiber @, so gilt schon

QCQa1) C--CQar,...,an) CQar,...,an, 1) C - CQat,...,an,B1,...,Bm),

wobei in dem grofiten der Korper die Elemente z und w, und somit auch z — w
und z/w (sofern w # 0) liegen. Jedes B; hat den Grad 2 iiber L;_1, also einen
Grad < 2 iiber K,(B1,...,083j—1). Lisst man Indizes 7 mit L; = L;_1 aus, so
erhélt man einen Koérperturm mit Gradschritten 2, der z — w und z/w erreicht.
Sei nun z € C eine Lésung von z? + az + b = 0, wobei a, b € @ gilt. Dann
werden a und b von einem gemeinsamen Korperturm der obigen Form erreicht,
etwa a, b € K,,. Es ist dann z € K41 := K, (\/a?/4 —b) und [Kn41 : Kn] < 2.

Proposition 5.11
Fiir M = ({0, 1}) gilt K(M) = Q.

Beweis. “C” Beide Teilkérper, K (M) und @7 sind abgeschlossen bzgl. Lésungen von
quadratischen Gleichungen, und nach Satz 5.3 (und Lemma 5.9) ist K (M) der
kleinste solche. Also folgt K (M) C Q.

“277 Sei
Q=KoCKiC---CK,

ein Kérperturm in C mit [K; : K;—1] = 2 fiir 1 <4 < n. Man zeigt induktiv fiir
1 =0,...,n, dass K; C K(M) gilt. Fiir ¢ = 0 ist dies wegen Ko = Q klar. Es
sel bereits gezeigt, dass K;—1 C K(M) gilt. Sei z € K;. Wir kénnen z ¢ K;
annehmen. Dann erfiillt z wegen [K; : K;_1] = 2 eine quadratische Gleichung
2> +az+b=0mit a, b€ K;_1. Es folgt a, b € K(M), und nach Satz 5.3 folgt
z € K(M).

Aufgaben

U 5.1. Das regulire 5-Eck ist mit Zirkel und Lineal konstruierbar. Man beschreibe explizit

eine Konstruktionsanleitung.
U 5.2. Das regulire 7-Eck ist nicht konstruierbar.

U 5.3. Sei z:= €2>™/'® € C, und sei o der Realteil von z.

(1) Es gilt 8a® = 6a + 1. (Hinweis: 1/2 = cos(3 - 27/18) = Re(e*?™/18) und a =

cos(2m/18).)

(2) Man bestimme das Minimalpolynom von « iiber Q. (Hinweis: Betrachte 8 := 2«

statt a.)

(3) Q(z) ist abgeschlossen gegen Konjugation, d. h. ist w € Q(z), so gilt auch fiir

die konjugierte komplexe Zahl w € Q(z).
(4) Man bestimme [Q(z) : Q).

5) Man bestimme das Minimalpolynom von z iiber Q. (Hinweis: Betrachte z* auf
(5) poly

dem Einheitskreis.)
(6) Ist das regulire 18-Eck konstruierbar?
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U 5.4. Sei L D K D Q ein Kérperturm mit [L : K] = 2. Dann gibt es b € L mit L = K (b)
und b* € K. (Es ist also L = K(y/a) mit a = b* € K.)



KAPITEL VI

Galoistheorie

1. Die Galoisgruppe einer Koérpererweiterung und Fixkoérper

Definition 1.1 (Galoisgruppe)

Sei L/K eine Korpererweiterung. Die Menge aller K-Automorphismen o: L —
L ist ein Gruppe, wobei die Verkniipfung durch Komposition von Abbildungen
gegeben ist. Diese Gruppe heisst die Galoisgruppe der Korpererweiterung L/K
und wird mit Gal(L/K) bezeichnet.

Proposition 1.2

Sei L/ K eine endliche Kérpererweiterung. Dann hat die Galoisgruppe Gal(L/K)
endliche Ordnung.

Beweis. Sei etwa L = K(au,...,ay) mit iiber K algebraischen «;, vgl. Satz V.3.4.
Indem man nun das Produkt f = fi ...  fn, der Minimalpolynome der «;
und die Nullstellenmenge von f in L betrachtet, folgt die Behauptung leicht
aus Lemma V.2.3, denn jeder K-Automorphismus von L ist durch sein Wirken
auf ai,...,a, schon eindeutig bestimmt. (Die Vervollstindigung der Details sei
als einfache Ubung empfohlen.) ]

Satz 1.3 (Isomorphismen-Erweiterungs-Lemma)

Seien K (z)/K und K'(2")/K' einfache algebraische Korpererweiterungen und

i: K — K’ ein Isomorphismus. Sei f € K[T] das Minimalpolynom von x iiber
K, und es gelte, dass i*(f) das Minimalpolynom von z’ iiber K’ ist. Dann ist
die Anzahl der Erweiterungen o: K(x) — K'(z') von i gleich der Anzahl der
verschiedenen Nullstellen von f in K (x). Es gibt genau eine solche Erweiterung
o mit o(z) = a'.

Beweis. Seien = x1,z2,...,xs die verschiedenen Nullstellen von f in L = K(x).
Nach Satz V.2.5 gibt es einen Isomorphismus o: K(z) — K'(z'), der i fortsetzt
und mit o(x) = z’. Nach Lemma V.2.3 iiberfiihrt o die verschiedenen Nullstellen
Z1,...,Zs von f in K(z) in die verschiedenen Nullstellen o(x1),...,0(zs) von
i*(f) in K'(z"). Ist nun 7: K(z) — K'(z') ein beliebiger Isomorphismus, der :
fortsetzt, so gibt es ein j mit 7(z) = o(z;). Da 1,z,...,z" " eine K-Basis von
K(z) ist und 7 eine Fortsetzung von i: K — K', ist 7 durch das Bild 7(x) schon
eindeutig festgelegt. Es gibt fiir 7 also genau s Mdoglichkeiten. |

Spezialisiert man auf K = K’, x = 2’/ und i = 1k, so erhilt man:

Folgerung 1.4

Sei K(x)/K eine einfach algebraische Korpererweiterung, und sei f € KT
das Minimalpolynom von x itber K. Dann ist die Ordnung von Gal(K (z)/K)
gleich der Anzahl der verschiedenen Nullstellen von f in K(z). Insbesondere
gilt

| Gal(K (z)/K)| < grad(f) = [K(z) : K].

65
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Es wird ein wichtiges Ziel sein, diese Aussage auf beliebige endliche Korpererwei-
terungen zu verallgemeinern.

Bemerkung. Die vorherige Aussage (und ihr Beweis) liefert ein Konstruktionsverfahren
fiir Gal(K (z)/K); die Elemente von Gal(K (z)/K) korrespondieren mit den (verschie-
denen) Nullstellen von f in K(x); sind z1,...,zs € K(x) die verschiedenen Nullstellen
von f in K(z), so induziert die Festsetzung o;(x) = x; ein eindeutig bestimmtes Ele-
ment von Gal(K(z)/K).

Beispiele. (1) Betrachte C/R. Es ist C = R(i). Das Minimalpolynom f = 72 + 1 von
i iiber R hat die Nullstellen ¢ und —i (die beide in R(¢) liegen). Es gibt also die
Méglichkeiten ¢ — ¢ und i — —i. Dies liefert die R-Automorphismen 1¢ (die Identitét)
und 7 definiert durch 7(a + bi) = a — bi (es ist also 7 die komplexe Konjugation).
Gal(C/R) = {1,7} = (7).

(2) Betrachte Q(¥/2)/Q. Hierbei bezeichnet /2 die eindeutig bestimmte positive
reelle dritte Wurzel aus 2. Die komplexen Nullstellen des Minimalpolynoms T2 — 2
von o = /2 iiber Q sind a, ™3, e*™/3 . Wegen Q(¥/2) C R liegt davon nur « in
Q(V/2). Also besteht Gal(Q(+/2)/Q) nur aus dem neutralen Element.

(3) Betrachte Q(+v/2)/Q. Die komplexen Nullstellen des Minimalpolynoms T* — 2
von a = v/2 iiber Q sind «,ia, —a, —ic. Davon sind nur o und —« in Q(+/2). Also
besteht Gal(Q(v/2)/Q) aus dem neutralen Element und dem Q-Automorphismus o
der o auf —a schickt; dieser ist auf beliebigen Elementen von Q(+/2) definiert durch

ola+ba+ ca® +do®) = a — ba + ca® — do®.

(4) Betrachte Q(i, v/2)/Q(i). Es ist f = T* — 2 ein Polynom iiber Q(i), welches
V/2 als Nullstelle hat. Wegen

8=2-4=[QG, v2): Q(vV2)]-[Q(V2): Q] = [QG, v2) : @] = [Q(, V2) : Q)] - [QG) : O
folgt [Q(4, v2) : Q(3)] = 4, und damit ist f auch das Minimalpolynom von v/2 iiber
Q(i). Alle Nullstellen o, ic, —a, —ia (mit o = +/2) liegen in Q(i, v/2). Sei ¢ der
Q(4)-Automorphismus von Q(i, v/2), der durch ¢: a + ia bestimmt ist. Dann gilt
0% aw —a, 0®: a— —ia und o* = 1. Es ist also Gal(Q(4, v/2)/Q(i)) zyklisch von
der Ordnung 4, erzeugt von o.

Definition 1.5 (Fizkdrper)

Sei L ein Korper und G eine Gruppe von Automorphismen o: L — L. Dann
ist LY = {x € L | o(z) = z fiir alle 0 € G} ein Teilkorper von L, der Fizkérper
von G.

Insbesondere: Ist L/K eine Korpererweiterung und U C Gal(L/K) eine
Untergruppe der Galoisgruppe, so ist der Fixkorper LY ein Zwischenkorper
von L/K.

Bemerkung. Sei L/K eine Kérpererweiterung mit Galoisgruppe G = Gal(L/K). Es gilt
L€ D K und Gal(L/L%) = Gal(L/K), wie man leicht nachrechnet.

Definition 1.6 (Galoiserweiterung)

Eine algebraische Kérpererweiterung L/K heisst galoissch, oder Galoiserwei-
terung, falls LG*(L/K) = [ gilt.

Beispiele. (1) C/R. Sei G = Gal(C/R). Es ist C¥ = {z € C| z = 2} = R. Also ist C/R
galoissch.
(2) Bs ist G = {1} die Galoisgruppe von Q(+/2)/Q. Also gilt Q(¥/2)% = Q(V/2) #
Q, d. h. diese Korpererweiterung ist nicht galoissch.
(3) Esist G = {1, 0} (wie oben beschrieben) die Galoisgruppe von Q(+v/2)/Q. Es
ist dann

QV2)¢ = {z | o(z) =2} = {a+ V2| a, c € Q} = Q(V2),

also ist diese Korpererweiterung nicht galoissch.
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(4) Q(i, v/2)/Q(i) ist galoissch. Wir haben eben schon gezeigt, dass die Galois-
gruppe G zyklisch ist mit Erzeuger o: o — ia. Es folgt weiter:

LY = {2z € Q(i, V2) | o(z) = 2}.
Jedes Element x € Q(4, v/2) lisst sich schreiben als
2 3
r=x0+ 10 + 20" + T30
mit eindeutige zo, z1, T2, 3 € Q(i). Damit ist
) 2 . 3
o(z) = xo + Tl — T2” — x31Q°.

Es folgt damit = € L® genau dann, wenn x; = ix1, T2 = —xr2 und xr3 = —ixs,
also, wenn = = zo € Q(i) gilt. Also L = Q(¢). Damit ist die Kérpererweiterung

Q(i, v/2)/Q(3) galoissch.

2. Zerfillungskorper
Definition 2.1 (Zerfdillungskdrper)
Sei K ein Korper und f € K[T] mit f # 0. Ein Erweiterungskérper L von K
heifit ein Zerfillungskérper von f iiber K, falls
o f zerféllt iiber L in Linearfaktoren, d. h. f =c¢-(T'—ay)-...- (T —ay)

mit ¢ € K* und aq,...,a, € L; und
e esgilt L =K(a,...,a,).

Die zweite Bedingung ist offenbar gleichwertig dazu, dass es in L keinen kleineren
Korper gibt, iiber dem f zerfillt. Auflerdem gilt ersichtlich [L : K] < co.

Beispiel. Sei f = T° — 2 € Q[T]. Die komplexen Nullstellen von f sind /2, ¥/2e2™%/3,
¥2e*™/3_ Ein Zerfallungskorper von f iiber Q ist gegeben durch

L= Q(%’ \3/562772'/3’ 3 2e4fri/3) — (@(\3/57 627ri/3).

Satz 2.2 (Existenz von Zerfillungskdérpern; Kronecker (1887))

Sei K ein Korper und f € K[T]| mit f # 0. Dann gibt es einen Zerfillungskorper
L von f iiber K.

Beweis. Wir beweisen die Aussage per Induktion nach n = grad(f) unter Verwen-
dung des Satzes von Kronecker. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Sei n > 1. Es hat
f einen irreduziblen Faktor fi € K[T]. Nach Satz V.2.1 gibt es einen Erweite-
rungskorper L1 = K(a1) von K mit fi(a1) = 0. In L1[T] gilt dann f = (T'—a1)g.
Nach Induktionsvoraussetzung hat g einen Zerfillungskdrper L/L;. Dann ist of-
fenbar L ein Zerfallungskorper von f iiber K. |

Satz 2.3 (Isomorphismen-Erweiterungs-Theorem)

Sei i: K — K' ein Kérperisomorphismus, sei 0 # f € K[T]. Sei L ein Zerféll-
ungskdérper von f iiber K, sei L' ein Zerfillungskorper von f' = i*(f) iiber K'.
Dann gibt es einen Isomorphismus von Erweiterungen o: L/K — L'/K' mit
og = 1. Es gibt < [L : K] solche Isomorphismen. Die Anzahl ist = [L : K] ge-
nau dann, wenn jeder irreduzible Faktor von f iiber L in paarweise verschiedene
Linearfaktoren zerfillt.
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Beweis. Induktion nach n = grad(f). Das folgende Diagramm veranschaulicht die

Vorgehensweise im Beweis.

(2.1) e

K——K'
Man geht von unten nach oben vor. Zunéchst erweitert man ¢ durch j auf einen
Zwischenkorper K (x), wobei x eine Nullstelle von f in L ist, indem man Satz 1.3
(Isomorphismen-Erweiterungs-Lemma) anwendet. Dann wird j per Induktions-
voraussetzung auf L erweitert. Die Details:

Existenz. Fiir n = 0 ist nichts zu zeigen. Sei n > 1. Es gibt einen irreduziblen
Faktor f1 von f in K[T]. Dann ist fi = i*(f1) ein irreduzibler Faktor von f’.
Sei x eine Nullstelle von fi in L und 2’ eine Nullstelle von ¢*(f1) in L’. Nach
Satz 1.3 gibt es einen Isomorphismus j: K(x) — K'(2'), der i erweitert und z
auf ' abbildet. Schreibe f = (T —x)g und f' = (T — 2')g’ mit f € K(z)[T] und
§' € K'(@)[T). Dann gilt f' = i*(f) = 4 (f) = 5*(T — )" (9) = (T — #')j"(9),
also ¢’ = j*(g). Offenbar ist L Zerfillungskérper von g iiber K(x) und L’
Zerfillungskérper von g’ iiber K'(z'). Man wendet nun die Induktionsvoraus-
setzung auf ¢g an.

Anzahl. Auch dies beweist man per Induktion, mit Lemma V.2.3 und Satz 1.3,
indem man L/K(z) und K(z)/K betrachtet. Der obige irreduzible Faktor fi
hat in L’ héchstens grad(f1) = grad(f1) = [K(z) : K] verschiedene Nullstellen
' =a,...,2,,, wobei m = [K(z) : K] genau dann, wenn f; iiber L in paarweise
verschiedene Linearfaktoren zerfillt. Es definiert jedes j,: K(z) — K'(z;) C L'
durch z — z; eine Erweiterung von . Fiir L/K (z) wendet man dann die Indukti-
onsannahme auf jedes j, an, denn die irreduziblen Faktoren von g = f/(T —x) €
K (2)[T] zerfallen iiber L in paarweise verschiedene Linearfaktoren, wenn dies fiir
f gilt; gilt dies fiir f nicht, dann macht man den Induktionsanfang mit einem irre-
duziblen Faktor f; € K[T] von f, bei dem Linearfaktoren mehrfach vorkommen,
erhélt nur m < [K(z) : K] Erweiterungen von 4 auf K(x) nach K(z}), und nach
Induktionsannahme kann jede dieser m Erweiterungen héchstens [L : K (z)]-mal
auf L nach L' erweitert werden, d. h. es gibt héchstens m - [L : K(x)] < [L : K]
Erweiterungen von ¢ auf L. |

Spezialisiert! man auf K = K’ und i = 1, so erhiilt man:

Folgerung 2.4 (Eindeutigkeit des Zerfillungskdrpers)

Seien L und L' Zerfdllungskorper des Polynoms f # 0 iiber K. Dann gibt es
einen K-Isomorphismus o: L — L. ]

Beispiel. Wir veranschaulichen obigen Induktionsbeweis an einem Beispiel (mit i = 1x).

war.

Zum konkreten Berechnen aller Erweiterungen ist er nicht unbedingt so praktisch, wie
er zunichst aussieht. Seien K = Q, f = T® — 2 € K[T] und L der Zerfillungskorper
von f wie im vorigen Beispiel. Seien a@ = ¢/2, w = **/3. Die Nullstellen von f
sind a1 = @, az = wa, as = w?a. Es ist f das Minimalpolynom von « iiber K. Es
gibt also drei K-Isomorphismen j;: K(a) = K(ay) (mit £ = 1, 2, 3). (Man beachte
dagegen, dass Gal(K (a)/K) = {1}.) Alle K (ay) sind Zwischenkérper von L/K. Diese
K-Isomorphismen sind jetzt auf eine einfache Erweiterung von K (a) zu erweitern.
GemiB dem Induktionsbeweis betrachtet man K (a)(az) (was hier schon = L ist) und
g=f/(T—a) = (T—)(T—a3) =T?+aT+a?. Dies ist auch das Minimalpolynom

Man beachte aber, dass fiir obigen Induktionsbeweis die allgemeinere Situation notwendig
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von az iiber K (a). Es sind dann (jeweils) die Polynome j; (g) zu betrachten. Offenbar
ji(g) = g, und eine kleine Rechnung ergibt (1 + w 4 w?® = 0 verwendend)

J3(9) =T? + aaT + a3 = (T — a)(T — as), j3(g) =T° +asT+ a3 = (T — a)(T — az),

und damit j5(g) = MIPO(a/K(a2)), j3(9) = MIPO(a/K(a3)). GemiB der For-
mel (2.1) im Beweis von Satz V.2.5 kann jedes j¢ auf genau zwei Weisen zu einem Au-
tomorphismus von L erweitert werden, ndmlich indem fiir ein Element x = a¢ + a1z
mit ag, a1 € K(«a) das primitive Element as jeweils auf eine der beiden Nullstellen
von j; (g) geschickt und auf die “Koeffizienten” ax der Isomorphismus j; angewen-
det wird. Dies ergibt dann 6 verschiedene K-Automorphismen von L/K, und wegen
[L : K] = 6 damit die Elemente der Galoisgruppe von L/K. Statt diese 6 Elemen-
te konkret aufzulisten (was nach obiger Herleitung nun zwar einfach ist, aber etwas
ldstig hinzuschreiben), beschreiben wir stattdessen eine Variante (in diesem konkre-
ten Fall), die j; zu erweitern, und die die Auflistung der 6 Elemente der Galoisgruppe
iibersichtlicher gestaltet.

Statt a2 nehmen wir w als primitives Element, denn es ist auch L = K(a)(w).
Das Minimalpolynom von w iiber K(a) ist h = (T° = 1)/(T —1) = T? + T + 1, wie
man leicht nachrechnet. (Verwende w ¢ R D K(«).) Wegen j¢(1) = 1 gilt j; (h) = h
fiir alle £. (Dies vereinfacht die Sache!) Die beiden Nullstellen davon sind w und w?.
Jedes x € L hat eine eindeutige Darstellung x = ao + a1w mit ag, a1 € K(«). Jedes
je lasst sich dann auf genau zwei Weisen zu einem Automorphismus o¢.: L — L,
t =1, 2, geméB der Formel (2.1) im Beweis von V.2.5 erweitern:

o0,t(x) := je(ao) + je(ar)w'.
Wir erhalten somit
Gal(L/K) ={oe: | £=1,2,3; t =1, 2}.

Aufgaben

U 2.1. Untersuchung wie im vorstehenden Beispiel, aber fiir den Zerfillungskorper von
f=T*-2¢€Q[T).

U 2.2. Sei L der Zerfillungskorper eines Polynoms f € K[T] vom Grad n. Dann gilt
[L: K] <nl

U 2.3. Sei L Zerfillungskorper eines Polynoms f € K[T] vom Grad n > 1. Wenn [L :
K] = n! gilt, dann ist f irreduzibel.

U 2.4. Sei f € K[T] mit Primfaktorzerlegung f = a-p{™* -...-p/"*, mit € K* und paar-
weise verschiedenen normierten und irreduziblen Polynomen p;. Der Zerfallungskorper
von f ist identisch mit dem des Polynoms p; - ... - p:.

U 2.5. Seien L und L’ Zerfillungskérper eines Polynoms 0 # f € K[T7]. Liegen L und L’
in einem gemeinsamen Oberkérper Q, so gilt L = L'.

3. Charakteristik und Primkdorper eines Korpers
Definition 3.1

(Erinnerung: U I1.7.2.) Sei K ein Koérper. Gibt es keine ganze Zahl n > 1 mit
n-1g =0, so ist die Charakteristik von K gleich 0, also Char(K) = 0. Gibt es
eine solche Zahl n, so ist die kleinste solche Zahl eine Primzahl p, und diese ist
dann die Charakteristik von K.

Der Primkérper TI(K) von K ist der kleinste in K enthaltene Teilkérper,
d. h. der Durchschnitt aller Teilkérper von K.
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Proposition 3.2

Sei K ein Korper.
(1) Im Fall Char(K) = 0 ist TI(K) = {24 | m, n € Z, n >0} ~ Q.

n-1
(2) Im Fall Char(K) = p > 0 ist II(K) zum Restklassenkérper F,, = Z/pZ
isomorph.

Beweis. Die Abbildung u: Z — K, n — n - 1k ist ein Ringhomomorphismus, der
genau dann injektiv ist, wenn Char(K) = 0 gilt. In dem Fall ist das Bild {n-1x |
n € Z} ein zu Z isomorpher Teilring von K, und es folgt, dass II(K) ~ Q ist.
Wenn dagegen Char(K) = p > 0 gilt, so ist Kern(u) = pZ. Der Homomorphiesatz
liefert: Es ist F,, = Z/pZ — Bild(u) C II(K) C K. Da F,, ein Korper ist, gilt dies
auch fiir Bild(u), und es folgt II(K) = Bild(u). |

Aufgaben

U 3.1. Sei K ein Kérper mit Char(K) = p > 0. Dann ist die Abbildung 0,: K — K,
x + 2P ein Ringmorphismus. (Dieser heisst der Frobenius-Endomorphismus.)

U 3.2. Sei K ein Kérper mit Char(K) = p > 0. Fiir jedes a € K gilt T? —a? = (T — a)?.

4. Vielfachheit von Nullstellen
Definition 4.1

Sei L/K eine Korpererweiterung und 0 # f € K[T]. Sei a € L eine Nullstelle
von f. Die Vielfachheit e von a in L ist die natiirliche Zahl e > 1 mit f =
(T —a)° - g, wobei g € L[T] gilt mit g(a) # 0. Die Nullstelle a heisst einfach,
falls e = 1 gilt, sonst mehrfach (doppelt, dreifach, etc.). — Dies gilt auch fiir
e = 0: Ist a keine Nullstelle, so sei die Vielfachheit 0.

Definition 4.2
Sei K ein Korper. Definiere die (formale) Derivation D: K[T] — K[T] durch

f= iaiTi > imi:ﬂ—l =: D(f).
=0 i=1

Es heisst D(f) die (formale) Derivierte von f.

Folgende Eigenschaften sind leicht nachzurechnen:

e D ist K-linear.

e (Produktregel) D(fg) = fD(g) + D(f)g fiir alle f, g € K[T)].
Satz 4.3 (Derivationskriterium fiir Einfachheit von Nullstellen)

Sei K ein Korper und 0 # f € K[T] ein Polynom.
(1) Sei a eine Nulistelle von f. Es ist a eine einfache Nullstelle genau
dann, wenn D(f)(a) # 0 gilt.
(2) f hat in beliebigen Erweiterungskérpern von K nur einfache Nullstel-
len genau dann, wenn ggT(f, D(f)) =1 gilt.

(3) Sei f zusétzlich irreduzibel. Genau dann hat f in jedem Erweite-
rungskorper von K nur einfache Nullstellen, wenn D(f) # 0 gilt.

Beweis. Fiir (1) wendet man die Produktregel an auf f = (T'—a)®-g, wobei e > 1 und
g(a) # 0 gilt. Ist e = 1, so folgt D(f) = g+ (T'—a)D(g), also D(f)(a) = g(a) # 0.

Ist e > 2, so folgt D(f)(a) =0 aus D(f) = (T — a)* 'g + (T — a)*D(g).
(2) Zunichst eine Voriiberlegung: Sei L/K eine Kérpererweiterung. Dann
gilt die Aussage ggT(f, D(f)) = 1 in L[T] genau dann, wenn sie in K[T] gilt.
Denn gilt dies in K[T7], so gibt es g, h € K[T] mit 1 = gf + hD(f). Dies ist auch
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eine Gleichung in L[T], woraus sofort die Teilerfremdheit von f und D(f) auch
in L[T] folgt. Haben umgekehrt f und D(f) in L[T] keine gemeinsamen Teiler,
dann trivialweise auch in K[T] nicht.

Es geniigt die Aussage in (2) zu zeigen fiir den Fall, dass L Zerféllungskorper
von f iiber K ist. Sind f und D(f) teilerfremd in L[T], so kénnen sie auch keine
gemeinsame Nullstelle in L haben, und aus (1) folgt, dass alle Nullstellen von f
in L einfach sein miissen. Haben dagegen f und D(f) einen gemeinsamen Teiler
g € L[T] vom Grad > 1, so zerfillt g (wie f) in L[T] komplett in Linearfaktoren,
und es folgt, dass f und D(f) eine gemeinsame Nullstelle in L haben. Aus (1)
folgt dann die Mehrfachheit dieser Nullstelle von f.

(3) Gilt D(f) # 0, muss wegen grad(D(f)) < grad(f) —1 der ggT von f und
D(f) eine Einheit sein. Nach (2) hat f in jedem Erweiterungskérper von K nur
einfache Nullstellen. Ist dies umgekehrt der Fall, so ist ebenfalls nach (2) der ggT
von f und D(f) eine Einheit, also muss D(f) # 0 gelten. ]

Bemerkung. Man beachte, dass man mit dem niitzlichen Kriterium (2) bzw. (3) sehr
effizient Einfachheit aller Nullstellen von f priifen kann, ohne diese Nullstellen bzw.
den Zerféllungskorper von f iiberhaupt zu kennen.

Bemerkung. Sei f € K[T]. Gelte Char(K) = p > 0. Genau dann gilt D(f) = 0, wenn
f = g(T?) fiir ein g € K[T] gilt. Dagegen ist im Fall Char(K) = 0 immer D(f) # 0,
sofern f nicht konstant ist.

Aufgaben

U 4.1. Sei f = (T —a)™ - g. Dann ist D™(f)(a) = m!g(a). (Wobei D™ = Do...oD die

m-fache Komposition von D ist, also die m-te Derivation.)

U 4.2. Es gelte Char(K) = 0. Sei 0 # f € K[T] und L ein Zerfillungskérper von f. Die
Vielfachheit einer Nullstelle a« € L von f ist dann die kleinste natiirliche Zahl e mit

D*(f)(a) # 0.

5. Separabilitit
Definition 5.1

Ein irreduzibles Polynom f € K[T] heifit separabel, falls es in einem Zerfillungs-
korper nur einfache Nullstellen hat. Ein beliebiges Polynom 0 # f € K[T] heif3t
separabel, wenn jeder seiner irreduziblen Faktoren separabel ist.

Bemerkung. Nach Satz 4.3 (3) ist ein irreduzibles Polynom f € K[T] separabel genau
dann, wenn D(f) # 0 gilt.

Satz 5.2 (Charakterisierung der Separabilitit von Polynomen)

Sei f € K|[T) ein nicht-konstantes Polynom und L ein Zerfillungskérper von
f iiber K. Dann sind dquivalent:
(1) f ist ein separables Polynom.
(2) Fiir jeden Isomorphismus i: K — K' und jeden Zerfillungskorper L'
von f' = i*(f) iiber K’ ist die Anzahl der Erweiterungen o: L — L’
von i gleich dem Kérpergrad [L : K].
(3) Die Anzahl der K-Automorphismen o: L — L ist gleich dem Kérper-
grad [L : K]. Mit anderen Worten: | Gal(L/K)| = [L : K].

Beweis. (1)<(2) Folgt aus dem Isomorphismen-Erweiterungs-Theorem. — Man sieht
auch, dass es in (2)=(1) reicht anzunehmen, dass K’ = K, i = 1x und L' = L
gilt, was sofort auch die Aquivalenz zu (3) zeigt. |

Definition 5.3

Sei L/K eine Koérpererweiterung, sei @ € L algebraisch iiber K. Dann heift
x separabel iiber K, falls das Minimalpolynom von z iiber K separabel ist.
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Eine algebraische Korpererweiterung L/K heifit separabel, falls jedes © € L
separabel iiber K ist.

Satz 5.4

Jede endliche Erweiterung L/K von einem Kérper K der Charakteristik 0 ist
separabel.

Beweis. Seix € L und f =T" + Z?:_(Jl a;T* das Minimalpolynom von z iiber K.

Dann ist D(f) =n-T"" " +...# 0. Also ist « separabel iiber K. ]

Proposition 5.5

Sei K C F C L ein Kérperturm. Ist L/K separabel, so sind auch L/F und
F/K separabel.

Beweis. Sei L/K separabel. Sei z € L. Das Minimalpolynom g von z iiber F ist (in
F[T)) ein Teiler des Minimalpolynoms f von x iiber K. Mit f hat dann aber erst
recht g nur einfache Nullstellen. Trivialerweise ist F'/ K separabel. |

Bemerkung. Es gilt auch die Umkehrung, d. h. die Transitivitdt separabler Erweiterun-
gen. Der Beweis ist nicht ganz einfach, selbst im endlichen Fall. Vgl. Ubung 8.5. Wir
werden die Aussage aber nicht verwenden.

Aufgaben

U 5.1. Sei K ein Korper mit Char(K) = p > 0. Sei L/K eine endliche Kérpererweiterung,
deren Grad n = [L : K] nicht von p geteilt wird. Dann ist L/K separabel.

U 5.2. Sei K ein Korper mit Char(K) = p > 0. Sei f € KT irreduzibel. Dann gibt es ein
n > 0 und ein separables g € K[T] mit f = g(T*"). Ist a in einem Erweiterungskdrper
L eine Nullstelle von f, so hat a die Vielfachheit p™, und a? " st separabel iiber K.

U 5.3. Sei f € K[T)] irreduzibel. Es ist f separabel genau dann, wenn es eine Kérper-
erweiterung L/K und eine einfache Nullstelle z von f in L gibt.

6. Normalitét
Definition 6.1
Eine algebraische Korpererweiterung L/K heifit normal, falls fir jedes (nor-

mierte) irreduzible Polynom f € K[T] gilt: Hat f eine Nullstelle a € L, so
zerfillt f {iber L vollstdndig in Linearfaktoren.

Satz 6.2

Sei L/K eine endliche Kérpererweiterung. Die folgenden Aussagen sind dqui-
valent:

(1) L/K ist normal.

(2) L/K ist Zerféillungskérper eines Polynoms in K|[T].

Beweis. (1)=(2) Sei L/K normal. Schreibe L = K(ou,...,an). Fir jedes i =
1,...,n sei f; das Minimalpolynom von «; iiber K. Sei f = fi...fn. Jedes
fi ist irreduzibel und zerféllt iiber L in Linearfaktoren, da L/K normal. Da L
von den Nullstellen von f iiber K erzeugt wird, ist L ein Zerfdllungskorper von

f iiber K.
(2)=(1) Es sei L Zerfallungskorper eines Polynoms f € K[T]. Sei g € K[T]
irreduzibel, ohne Einschrinkung normiert. Es habe g eine Nullstelle @ € L. Sei
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M D L ein Zerfallungskorper von fg iiber K. Sei 8 eine weitere Nullstelle von g
in M.

Sei v = a oder v = 8. Dann gilt
(L(y): L]+ [L: K] =[L(7) : K] = [L(v) : K(7)] - [K(7) : K].

Nun sind K(«) und K(8) nach Satz V.2.4 K-isomorph, mit a — 3. Auflerdem
ist L(y) offenbar ein Zerfiallungskérper von f iiber K (7). Daher gibt es nach
Satz 2.3 einen Isomorphismus von L(«) nach L(3), der obigen K-Isomorphismus
fortsetzt. Man bekommt [L(«) : K(a)] = [L(8) : K(B)], was zusammen [L(«) :
K] = [L(B) : K] und schlielich durch Kiirzen [L(«) : L] = [L(B) : L] ergibt. Da
a € L, folgt 1 = [L(a) : L] = [L(B) : L], was aber 8 € L bedeutet. Also liegen
alle Nullstellen von g in L. |

Folgerung 6.3

Sei L/K eine endliche Kérpererweiterung. Ist L/ K normal und separabel, so
ist L Zerfillungskérper eines separablen Polynoms iiber K.

Beweis. Ergibt sich sofort aus dem vorherigen Satz und aus der Definition eines
separablen Polynoms. |

Wir zeigen spéter auch die Umkehrung; vgl. Satz 8.1.

Normaler Abschluss. Sei L/K eine endliche Kérpererweiterung. Eine Kor-
pererweiterung N/L heisst normaler Abschluss von L/K, falls
(i) N/K eine endliche, normale Korpererweiterung ist, und
(ii) fiir jeden Zwischenkorper M von N/L gilt: ist M /K normal, so gilt M =
N.
Proposition 6.4

Jede endliche Kérpererweiterung L/K besitzt einen normalen Abschluss.

Beweis. Sei etwa L = K(ai,...,q,) mit algebraischen Elementen «; und f; =
MIPO(w;/K). Setze f = f1 ...  fa. Sei N Zerfillungskérper von f iiber K,
wobei wir ohne Einschrinkung N O L annehmen kdnnen. Dann ist N/K end-
lich und normal. Uber einem echt kleineren Zwischenkérper M von L/K zerfillt
mindestens eines der irreduziblen Polynome f; noch nicht, also ist M/K nicht
normal. ]

Satz 6.5 (Einschrdinkungssatz)

Sei L/ K eine endliche Koérpererweiterung. Aquivalent sind:
(1) L/K ist normal.
(2) Fiir jede Korpererweiterung F/L und fiir jeden K-Automorphismus
o: F— F gilt o(L) C L.
(3) Es gibt eine endliche normale Kérpererweiterung F/K , die L enthiilt,
so dass fiir jeden K-Automorphismus o: F' — F gilt o(L) C L.
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Beweis. (1)=-(2) Sei L/K normal, F'/L eine Korpererweiterung und o € Gal(F/K).
Sei o € L. Das Minimalpolynom f von « iiber K zerfillt iiber L in Linearfaktoren.
Da 8 = o(«) auch eine Nullstelle von f ist, folgt o(a) € L.

(2)=-(3) Sei F/K ein normaler Abschluss von L/K. Dann ist F/K eine
endliche normale Korpererweiterung, mit der sich (3) aus (2) ergibt.

(3)=(1) Es ist F Zerfallungskoérper eines Polynoms f € K[T]. Sei g € K[T]
irreduzibel, und es habe g eine Nullstelle @ in L. Da F/K normal ist, zerfillt g
iiber F in Linearfaktoren. Sei 8 € F' eine weitere Nullstelle von g. Nach Satz V.2.4
gibt es einen K-Isomorphismus i: K(«) — K(8) mit i(a) = . Da offenbar F
auch Zerfillungskérper von f iiber K(«) und iiber K () ist, gibt es nach Satz 2.3
einen (K-) Automorphismus o: F — F, der ¢ fortsetzt. Nach Voraussetzung gilt
dann o(L) C L. Es folgt 8 = i(a) = o(a) € L, d. h. alle Nullstellen von g liegen
schon in L. ]

Bemerkung. Aus (2) bzw. (3) im Einschrinkungssatz folgt trivialerweise jeweils sogar
o(L) = L.— Sei L/ K eine Kérpererweiterung. Zwischenkérper M und M’ heiflen kon-
jugiert (in L), falls es 0 € Gal(L/K) gibt mit o(M) = M'. Sei M/K eine endliche Er-
weiterung. Es ist also M /K normal genau dann, wenn M in jeder Kérpererweiterung
mit all seinen Konjugierten iibereinstimmt, und genau dann, wenn es in einer end-
lichen normalen Erweiterung von K mit all seinen Konjugierten iibereinstimmt. —
Daher ist der Begriff einer normalen (Zwischen-) Kérpererweiterung in Analogie zur
Normalteilereigenschaft einer Untergruppe.

Ist M/K eine (endliche) Kérpererweiterung und sind L4, ..., L; Zwischenkorper,
so dass kein echter Teilkérper von M die Vereinigung aller L; enthélt, so heisst M
das Kompositum der L;. Man schreibt auch M = L1Ly... L;.

Proposition 6.6

Sei L/ K eine endliche Kérpererweiterung und N ein normaler Abschluss. Dann
ist N das Kompositum aller Konjugierten von L in N.

Beweis. Wir iibernehmen die Bezeichnungen aus dem Beweis von Proposition 6.4.
Sei §; irgendeine Nullstelle von f; in N. Dann gibt es 0 € Gal(N/K) mit 8; =
o(ai) € o(L). |

Aufgaben

U 6.1. In Definition 6.1 kann man auf die Irreduzibilitéit nicht verzichten: man gebe ein
Beispiel einer endlichen, normalen Erweiterung L/K an und ein (nicht-irreduzibles)
Polynom f € K|[T], welches eine Nullstelle in L hat, aber iiber L nicht in Linearfak-
toren zerfallt.

U 6.2. Jede Kérpererweiterung L/K mit [ : K] = 2 ist normal.

U 6.3. Sei L/K eine algebraische Kérpererweiterung. Aquivalent sind:
(1) L/K ist normal.
(2) Jedes = € L ist Nullstelle eines irreduziblen Polynoms f € K[T], welches iiber L
in Linearfaktoren zerfallt.

U 6.4. Sei L/K eine endliche Korpererweiterung und N ein normaler Abschluss davon.
Sei N'/K eine normale Erweiterung, die L enthélt.
(1) Es gibt einen L-Monomorphismus N — N’.
(2) Liegen N und N’ in einem gemeinsamen Kérper (2, so gilt N C N'.
U 6.5. Zwei normale Abschliisse N und N’ einer endlichen Erweiterung L/K sind L-
isomorph.
U 6.6. Sei L O M D K ein Korperturm, so dass L/K und M/K endlich und normal sind.

Dann induziert Einschrankung o — o einen surjektiven Morphismus Gal(L/K) —
Gal(M/K).
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U 6.7. Sei L/K eine endliche normale Kérpererweiterung, und sei M ein Zwischenkorper.
Jeder K-Monomorphismus 7: M — L lisst sich fortsetzen zu einem K-Automorphismus
o: L — L (d. h. mit oyp; = 7).

U 6.8. Sei L/K eine endliche normale Erweiterung. Sei f € K[T] irreduzibel, und seien
«, B € L Nullstellen von f. Dann gibt es einen K-Automorphismus von L mit o(a) =
B.

U 6.9. [Anzahl der Fortsetzungen] Sei L/K eine endliche Koérpererweiterung, und sei
N ein normaler Abschluss von L/K (oder allgemeiner, irgendeine endliche normale
Erweiterung von K, die L enthilt). Es gibt mindestens einen und héchstens [L :
K] verschiedene K-Monomorphismen o: L — N. Es gibt exakt [L : K] solche K-
Monomorphismen genau dann, wenn L/K separabel ist.

(Hinweis: Per Induktion nach n = [L : K]: ist L/K separabel, so ist die Anzahl
= [L: K], ist L/K nicht separabel, so ist die Anzahl < [L : K].)

U 6.10. Sei L/K eine endliche Kérpererweiterung und M ein Zwischenkdrper. Dann gibt
es hochstens [M : K| viele K-Monomorphismen o: M — L. Ist M /K nicht separabel,
so ist die Anzahl echt kleiner als [M : K].

7. Der Satz von Artin
Satz 7.1 (Emil Artin)

Sei L ein Korper und G eine endliche Gruppe von Automorphismen von L,
der Ordnung n. Sei K = L% der Fixkorper. Dann ist L/K eine normale und

separable Korpererweiterung vom Grad [L : K] = n und mit Galoisgruppe
Gal(L/K) =@G.
Beweis. Seia € L.Seioq,...,0, € G ein maximales System, so dass o1(c), ..., 0. (@)

verschieden sind. Sei
f=1I(T - oi(a)) € LITY.
i=1

Sei 0 € G. Dann permutiert o die Elemente o1(a),...,0.(®), und daher gilt
o*(f) = f. Die Koeffizienten von f bleiben also fix unter allen ¢ € G, und daher
liegen die Koeffizienten in K = LY, d. h. f € K[T]. Ferner gilt f(«) = 0. Da f
nur einfache Nullstellen hat, folgt, dass a separabel iiber K ist.

Ist a € L Nullstelle eines irreduziblen Polynoms g € K[T7], so ist dieses (bis
auf Normierung) das Minimalpolynom von « iiber K und daher ein Teiler von
obigem Polynom f, und zerfillt daher in L[T] (wie f) komplett in Linearfaktoren.
Daher ist L/K auch normal.

Es ist L/K auch endlich; genauer gilt: [L : K| < |G| = n. Denn: Ange-
nommen, [L : K] < n gilt nicht. Dann gibt es (mindestens) n + 1 Elemente
Yiy- s Yn, Ynt+1 € L, die linear unabhingig tiber K sind. Seien o1 = 11, 02,...,0n
die Elemente von G. Diese sind K-Automorphismen (also K-linear). Wir betrach-
ten die Matrix

A= (Ui(yj)) € Muxn+1(L).
Da A hochstens den Rang n haben kann, sind die Spalten von A linear abhingig
iber L. Es gibt also c1, ..., cn41 € L, nicht alle = 0, so dass Zj:ll ¢joi(y;) = 0 fiir
i =1,...,n. In so einer Darstellung kénnen nicht alle ¢; in K liegen, denn sonst
wiirde aus o1 = 1, eine lineare Abhéngigkeit von y1,...,yn+1 tiber K folgen. Sei
¢ > 1 minimal, so dass die ersten ¢ Spalten von A (nach evtl. Umnummerierung)
linear abhéngig iiber L sind. Es gibt also ci1,..., ¢, € L, nicht alle = 0, mit

‘
(7.1) > coily) =0  i=1,...,n
j=1
Wegen der Minimalitét von ¢ miissen dann sogar alle ¢; # 0 sein (j = 1,...,4),

und auflerdem gilt £ > 2. Wir kénnen (nach Division durch ¢;) ohne Einschrén-
kung ¢; = 1 annehmen. Sei 0 € G. Wenden wir ¢ auf (7.1) an, so werden dabei
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die o; permutiert, und wir erhalten
¢
> ole)oily;) =0 i=1,...,n.
j=1

Bilden wir die Differenz der beiden Gleichungen, so bekommen wir (wegen ¢; = 1)

‘

Z(Cj—J(Cj))O'i(yj):O izl,...,n.

=2
Wegen der Minimalitit von ¢ folgt dann aber ¢; — o(¢;) = 0 fiir j = 2,...,L.
Wegen ¢; = 17, gilt dies auch fiir j = 1. Es folgt ¢1,...,¢c € L = K. Das ist
aber ein Widerspruch, wie oben schon gezeigt wurde.

Wir haben also bis jetzt: L/K ist eine endliche, normale und separable Er-
weiterung mit [L : K| < |G|. Nach Folgerung 6.3 ist L Zerfallungskérper eines
separablen f € K[T]. Aus Satz 5.2 ergibt sich [L : K] = | Gal(L/K)|. Trivial gilt
G C Gal(L/K). Wir erhalten also insgesamt [L : K| = |G| = | Gal(L/K)| und
G = Gal(L/K). Damit ist der Satz von Artin bewiesen. ]

Folgerung 7.2

Sei L/K eine endliche Korpererweiterung. Dann gilt | Gal(L/K)| < [L : K].
Genauer ist | Gal(L/K)| ein Teiler von [L : K]. Es gilt Gleichheit genau dann,
wenn L/K eine Galoiserweiterung ist.

Beweis. Sei G = Gal(L/K) und L€ der Fixkérper. Zunichst ist festzuhalten, dass
G endlich ist, nach Proposition 1.2. Nach dem vorherigen Satz und dem Gradsatz
gilt |G| = [L: L€] | [L : K]. Wiederum mit dem Gradsatz folgt

Gl=[L:K] & [L9:Kl=1 & L°=K <« L/Kgaoissch. g

Folgerung 7.3

Sei L/ K eine endliche Galoiserweiterung. Dann ist L/ K separabel und normal.

Beweis. Fiir G = Gal(L/K) gilt LY = K, und die Behauptung folgt unmittelbar
aus dem Satz von Artin. |

8. Charakterisierungen von Galoiserweiterungen
Satz 8.1

Sei L/ K eine endliche Korpererweiterung. Dann sind édquivalent:
(1) L/K ist galoissch.
(2) L/K ist normal und separabel.
(3) L ist Zerféllungskdrper eines separablen Polynoms in K|[T].
(4) Es gilt |Gal(L/K)| = [L : K].

Beweis. Folgerung 7.2 zeigt die Aquivalenz von (1) und (4). Folgerung 7.3 zeigt
die Implikation (1)=-(2). Die Implikation (2)=(3) ist Folgerung 6.3, wihrend
(3)=(4) aus Satz 5.2 folgt. |

Folgerung 8.2
Sei L/ K endlich galoissch und M ein Zwischenkérper. Dann ist L /M galoissch.
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Beweis. Es ist L/K normal und separabel. Dann ist L/M nach Proposition 5.5
separabel, und offenbar ist L als Zerfidllungskorper eines Polynoms f iiber K
auch Zerféallungskorper von f iiber M, also ist L/M auch normal. |

Folgerung 8.3

Sei L/K eine endliche Erweiterung. Ist L/K separabel, oder ist genauer L =
K(ai,...,a,) mit allen «; separabel iiber K, so ist der normale Abschluss
N/K von L/K galoissch.

In dem Fall nennt man N auch einen Galois-Abschluss von L/K.

Beweis. Das Polynom f = fi-...- f, im Beweis von Proposition 6.4 ist unter diesen
Voraussetzungen separabel, also ist N/K separabel. |
Aufgaben

U 8.1. Es gelte Char(K) # 2. Jede Kérpererweiterung L/K mit [L : K] = 2 ist galoissch.
(Gilt dies auch, wenn Char(K) = 27 Vgl. spitere Abschnitte.)

U 8.2. Sei L = K(au,...,o,) mit allen o; algebraisch und separabel iiber K. Dann ist
die Korpererweiterung L/K separabel.

U 8.3. [Interner separabler Abschluss] Sei L/K eine endliche Erweiterung. Die Teilmenge
L, C L aller iiber K separablen Elemente in L ist ein Zwischenkérper von L/K. Mit
[L: K] :=[Ls : K] folgt

L/K separabel < [L:K|;=[L:K].

U 8.4. Sei L/K eine endliche Kérpererweiterung mit Char(K) = p > 0. Sei o € L\ Ls.
Dann gibt es n > 0 mit o?" € Ls, und MIPO(a/Ls) hat o als einzige (mehrfache)
Nullstelle.

U 8.5. [Transitivitit endlicher separabler Erweiterungen] Sei L/K eine endliche Erwei-
terung und M ein Zwischenkérper. Sind L/M und M /K separabel, so ist auch L/K
separabel.

Skizze: Angenommen, L/K ist nicht separabel. Dann gilt Char(K) = p > 0. Sei
L, der interne separable Abschluss iiber K. Dann gibt es « € L\ Ls. Es gilt M C L,
und L/L, ist separabel. Es gibt n > 0 mit o € L, und g = (T — a)?" liegt in
L[T]. Ferner ist MIPO(«/ L) ein Teiler von g. Da aber « separabel iiber L ist, folgt
a € L,, Widerspruch.

(Ein methodisch anderer Beweis wird spéter mit Proposition 1X.2.2 gefiihrt.)

9. Der Hauptsatz der Galoistheorie

Lemma 9.1

Sei L/ K eine Kérpererweiterung und M ein Zwischenkérper. Ist o € Gal(L/K),
50 ist

(9.1) Gal(L/o(M)) = o Gal(L/M)o ™ .

Beweis. Ist 7 ein M-Automorphismus von L, so ist 7o~ " offenbar ein o(M)-Auto-
morphismus von L, und jeder solche ist von dieser Form. |

Bemerkung. Ist M/K endlich und normal, so folgt Gal(L/M) < Gal(L/K), weil M in
L nach Satz 6.5 mit all seinen Konjugierten o (M) iibereinstimmt.

Sei L/K eine Korpererweiterung mit Galoisgruppe G = Gal(L/K). Bezeichne mit

Z die Menge aller Zwischenkérper M von L/K, also so, dass K C M C L ein

Korperturm ist. Bezeichne mit U die Menge aller Untergruppen von G. Beides sind

geordnete Mengen bzgl. der Inklusion.
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Satz 9.2 (Hauptsatz der Galoistheorie)

Sei L/K eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G = Gal(L/K).
Dann gilt:
(1) Die Abbildungen
®: Z U, M~ Gal(L/M)
und
U:U— 2, U~ LY
sind ordnungs-umkehrend und zueinander invers.

(2) Fiir jeden Zwischenkorper M von L/K ist die Kérpererweiterung
L/M galoissch; dagegen ist M /K galoissch (dquivalent: normal) genau
dann, wenn ®(M) = Gal(L/M) C G ein Normalteiler ist. In diesem
Fall hat man eine kanonische Isomorphie von Gruppen

_ Gal(L/K)

Gal(M/K) ~ a3

Beweis. (1) Sei M ein Zwischenkorper, also M € Z. Es ist L/M galoissch nach
Folgerung 8.2. Mit U = Gal(L/M) € U folgt also LY = M. Mit anderen Worten,
es gilt YVO(M) =M, also Vo d = 1z.

Sei umgekehrt U eine Untergruppe von G. Dann gilt nach dem Satz von Artin
Gal(L/LY) = U, mit anderen Worten ®¥(U) = U. Damit gilt auch ® o ¥ = 1.

(2) Der erste Teil wurde schon gezeigt. Sei M /K normal. Nach der Bemer-
kung zum Lemma ist dann Gal(L/M) ein Normalteiler in G.

Ist umgekehrt Gal(L/M) ein Normalteiler in G, so folgt aus (9.1) fiir jedes
o € G die Gleichheit Gal(L/o(M)) = Gal(L/M), also ®(c(M)) = ®(M). Aus
Teil (1) folgt o(M) = M fiir jedes o € G, also ist M /K normal (also galoissch)
nach Satz 6.5 (3)=(1).

Sind diese Bedingungen nun erfiillt, so ist die Einschrinkung o — o)ar
ein Gruppenhomomorphismus p: G = Gal(L/K) — Gal(M/K), nach dem Ein-
schriankungssatz 6.5. Dessen Kern ist offenbar gerade durch Gal(L/M) gegeben.
Ferner ist p surjektiv aufgrund des Isomorphismen-Erweiterungs-Theorems 2.3.
Also induziert p einen Isomorphismus Gal(L/K)/ Gal(L/M) = Gal(M/K), nach
dem Homomorphiesatz. |

Aufgaben

U 9.1. Fiir die Bijektion in (1) im Hauptsatz ist die Voraussetzung “L/K galoissch”
notwendig.

U 9.2. Sei L/K eine endliche normale Erweiterung. Sei Ls der separable Abschluss von
K in L. Dann gilt: L/ K ist galoissch, Gal(L/L;) = {1} und |Gal(L/K)| = [L : K]s.
(Hinweis: Vgl. U 8.4.)

U 9.3. Sei L/K endlich galoissch. Sei M ein Zwischenkorper und Ko = MEAM/E) Danp
ist Gal(L/Ko) der Normalisator von Gal(L/M) in Gal(L/K), und es gilt

_ Gal(L/Ko)

Gal(M/K) = &7

10. Ein Beispiel
Beispiel. Wir betrachten die Kérpererweiterung L = Q(4, {4/5) iber K = Q.

(1) Offenbar ist L der Zerfillungskorper des separablen Polynoms f = T* — 2
iiber Q, denn die komplexen Nullstellen von f sind o = v/2, ic, —cr, —ic, und es ist
L = Q(a, i, —a, —icx). Daher ist L/K galoissch.
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(2) Es gilt [Q(a) : Q] = 4, denn T* — 2 ist nach Eisenstein das Minimalpolynom
von « iiber Q. Es ist Q(a) C R, also i ¢ Q(«). Andererseits ist ¢ Nullstelle des
Polynoms T2 + 1 € Q(«)[T], und daher gilt [Q(«, 1) : Q(a)] = 2. Es folgt daher

[L: K] =[Q(i): Q)] [Qa):Q=2-4=8.

(3) Betrachte die Zwischenkérper Q(c) und Q(4). Uber diesen ist L jeweils einfach,
erzeugt von i bzw. von a mit Minimalpolynomen T2 + 1 iiber Q(c) bzw. T* — 2 iiber
Q(%). Nach Satz V.2.4 gibt es einen Q(¢)-Automorphismus o von L mit o(a) = i

und einen Q(«)-Automorphismus 7 von L mit 7(¢) = —i. Insbesondere sind dies
K-Automorphismen, also o, 7 € Gal(L/K).

Automorphismus Wirkung auf &  Wirkung auf ¢

1 a 7

o e 7
o? —Q 7
o3 —ix 7
T a —1
oT 1Q —1
o7 -« —1
o3r —iQ —1

Da dies 8 verschiedene K-Automorphismen sind, sind dies auch schon alle Ele-
mente von G = Gal(L/K). Die abstrakte Beschreibung von G ist

G=(o,7|o*=1=7% 10 =0"7).

Dies ergibt also die Diedergruppe D4 vom Grad 4.
(4) Wir haben den folgenden Untergruppenverband von G:

8 G
4 /((72, T>\ (o) /(UZ, O’T>\
2 () k«ﬂ/w (0°7)

(5) Wir berechnen die Fixkorper der Untergruppen. Es ist LY =Qund L1 = L.
Schreibe jedes x € L in der Form

2 . . . 2 .
r=x9+ 100 + 200" + x3a3 + x40 + 5000 + o1~ + x7za3

mit rationalen Koeffizienten.
Es ist
L<U2’ )

{zxeL|d’(x)=z=r1(z)}
{rel|zy=23=25=27=0, x4 =x6 =0}
= {z=mz0+22V2}

Q(v2).

Ebenso
L('—")

{rel|o(x)=uz}
{zel|z1=125=0,22 =0=uwg, z3 = —x7 =0}
{z = zo + x4}

Q).
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Ferner
L = (zeLl|o’(z) =z =or(z)}
= {z€l|zi=x3=x5=27=0, 22 = 24 = 0}
= {z=z0+ :Cei\/i}
= Q(iv2).
Es sind noch die Fixkérper der Untergruppen der Ordnung 2 zu berechnen. Wir
demonstrieren dies nur am folgenden Beispiel:

LY = {zell|or(z)=ux}
= {zel|zi=25220=0=14, 23 =—27,}
= {z =20+ z1(1+i)a+zsia® + z3(1 —i)a’}
{z=xo+x1(14i)a+26/2(1 4+ i)a)® — z3/2((1 + i)a)®}
= QU1 +1i)a).
Analog ergibt sich L = Q(i,v2), L' = Q(a), L) = Qi) und L) =

Q((1 —i)a).
(6) Der Hauptsatz der Galoistheorie liefert daher den Zwischenkérperverband:

8 L
/ \

4 Q(ic) Q(a) Q(4,v2) Q((1 +4)a) Q((1 —i)a)
AN N

2 Q(v2) Qi) Qiv2)

1 \ @/

(7) Da (auBer G und {1}) gerade die Untergruppen (o2, 1), (¢}, {02, o) (vom
Index 2) und (%) Normalteiler von G sind, folgt aus dem Hauptsatz der Galoistheorie,
dass von den Zwischenkérpern (aufler Q und L selbst) genau die Zwischenkorper

Q(v2), Q(3), Q(iv/2) und Q(i,/2) normal (dquivalent: galoissch) iiber Q sind.
Aufgaben

U 10.1. Sei w = €*™/3 cine primitive dritte Einheitswurzel, und sei & = /2. Man be-
stimme die Galoisgruppe und den Zwischenkorperverband von Q(a,w)/Q.

U 10.2. Man bestimme Galoisgruppe und Zwischenkdrperverband der Koérpererweiter-
ung Q(v2,v/3,v=1)/Q.

U 10.3. Man bestimme die Galoisgruppe und den Zwischenkdrperverband der folgen-
den Korpererweiterungen L/K mit K = Q, sowie das Minimalpolynom des jeweils
angegebenen primitiven Elements.

(1) L=Q(V2+V2).
(2) L=0Q(v4+3V/-1).

11. Endliche Koérper

Proposition 11.1

Sei K ein endlicher Kérper. Dann gibt es eine Primzahl p und eine natiirliche
Zahln > 1 mit |K| = p™.
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Beweis. Die Charakteristik von K ist eine Primzahl p, und es ist n wef [K : II(K)

1<
co. D. h. K ist ein n-dimensionaler Vektorraum iiber dem Kérper II(K) = Fp,
hat also p™ Elemente. |

Die folgende Aussage wird erst an spéteren Stellen beno6tigt.
Satz 11.2

Sei K ein Korper, und G eine endliche Untergruppe der Einheitengruppe
E(K) = (K \{0},-). Dann ist G zyklisch.

Beweis. G ist eine endliche abelsche Gruppe. Sei n = |G|. Dann gilt ™ = 1 fiir jedes
z€G. Seim ™ min{i > 1| z* = 1 fiir alle € G}. Es gilt also ™ = 1 fiir jedes
x € G, d. h. jedes x € G ist Nullstelle des Polynoms T™ — 1 € II(K)[T]. Man hat
also (mind.) n Nullstellen, andererseits hat es héchsten m Nullstellen. Es folgt

m=n.
Zu zeigen ist noch, dass es ein € G der Ordnung m gibt: Sei m = pJ* ... pe"
die Primfaktorzerlegung von m (pi,...,pr paarweise verschieden prim, a; > 1).

Wegen der Minimalitét ist m ein Teiler des kgV’s der Ordnungen aller Elemente
von G, also gibt es zu jedem 4 ein ¢g; € G, dessen Ordnung von p;* geteilt
wird. Tst k;p®* = ord(g:), so hat g¥* die Ordnung p$i; vgl. U 1.2.1. Das Element

g def gflggz ...gF hat dann, vgl. U 1.2.3, die Ordnung p$? ... p%" = m, was zu
zeigen war. ]

Proposition 11.3

Sei K ein endlicher Kérper mit ¢ = p™ Elementen (p prim). Dann ist K ein
Zerfillungskérper des Polynoms T — T € F,[T].

Beweis. Ist x € K, z # 0, also ¢ € E(K), so gilt nach dem kleinen Satz von
Fermat 97! = 1, damit 29 = z. Letzteres gilt auch fiir z = 0. Die ¢ verschie-

denen Elemente aus K sind also gerade die Nullstellen z1,...,z4, des Polynoms

T — T € II(K)[T]. Da sicherlich auch K = II(K)(z1,...,zq) gilt, ist K der

Zerfallungskorper des Polynoms 7% — T iiber II(K) ~ F,. |
Satz 11.4

Sei ¢ = p" mit p prim und n > 1.
(1) [Galois (1830)] Es gibt einen Kérper K mit ¢ Elementen.
(2) [Moore (1893)] Je zwei Korper mit q Elementen sind isomorph.

Beweis. (1) Sei K Zerfillungskorper des Polynoms f = T? — T € F,[T]. Die Menge
N der Nullstellen von f in K bildet einen Teilkérper von K: Denn sind z, y € K
Nullstellen von f, so gilt wegen p | (’1’) firl<i<p-1

p
wror =B (e

i=0
und dann per Induktion nach n
(z+y)=a"+y' =z +y,
und auflerdem ist
(zy)" = z%y" = wy,
und ebenso fiir z # 0, (z71)? = (¢9)"' = 27!, und (—2)? = —z (unterscheide
die Fille p gerade bzw. ungerade). Also ist N ein Teilkérper von K. Da aber f

schon iiber N in Linearfaktoren zerfillt, gilt N = K. Damit besteht K aus den
Nullstellen von f. Nun ist D(f) = ¢T9"* —1 = —1, und daher ist ggT(f, D(f)) =
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1 und es hat f nur einfache Nullstellen, vgl. Satz 4.3. Damit hat f genau ¢
verschiedene Nullstellen, und K ist ein Koérper mit ¢ Elementen.

(2) Folgt aus Proposition 11.3 und der Eindeutigkeit des Zerfillungskérpers
(genauer Satz 2.3). |

Notation: Einen Koérper mit ¢ = p" Elementen bezeichnen wir mit IF,. Endliche
Korper werden oft auch Galoisfelder genannt.

12. Der Frobenius-Endomorphismus
Definition 12.1
Sei K ein Korper der Charakteristik p > 0. Dann ist die Abbildung o,,: K — K,

x +— 2P ein Morphismus von Ringen, und heifit der Frobenius-Endomorphismus
von K. Er ist immer injektiv. Sein Bild o,(K) wird mit K? bezeichnet.

Erweiterungen endlicher Korper. Die beiden folgenden Sétze vervollstin-
digen die Klassifikation endlicher Kérper, hier in Bezug auf ihre (endlichen) Korper-
erweiterungen und Zwischenkorperverbénde.

Satz 12.2

Seiq = p™ (p prim, n > 1). Dann ist F, /IF,, galoissch mit zyklischer Galoisgrup-
pe der Ordnung n, erzeugt von dem Frobenius-Automorphismus o,: x — zP.

Beweis. F, ist Zerfallungskorper des Polynoms T9 — T iiber F,,. Dieses Polynom ist
separabel, denn der ggT von 779 — T und D(T? —T) = —1 # 0 ist eine Einheit.
Damit ist Fy/IF,, normal und separabel nach Satz 8.1.

Es ist offenbar o: x +— 2P ein F,-Automorphismus von Fg. Denn fiir jedes x €
F, gilt 2 = z, und o ist injektiv, und wegen der Endlichkeit auch surjektiv. Sei
m die Ordnung von o. Da die Ordnung der Galoisgruppe gleich dem Kérpergrad
[F, : Fp] = n ist, folgt m | n. Fiir jedes z € F, folgt © = o™ (z) = 2P . Also
sind alle ¢ = p™ Elemente von F, Nullstellen des Polynoms ™" — T, und es folgt

p™ =p", also m = n. |

Bemerkung. Sei L/K eine Kérpererweiterung endlicher Korper. Sei Char(K) = p (Prim-
zahl). Ist [L: K] = s und [K : Fp] = n, so gilt K = Fpn und L = Fpsn.

Satz 12.3
Sei L/K eine endliche Kérpererweiterung des endlichen Kérpers K und sei
s =[L: K] sowie |K|=p™ =: q.
(1) Esist L/K galoissch.
(2) Die Galoisgruppe Gal(L/K) ist zyklisch, erzeugt von o, = 0,”: x —
x4, der n-ten Potenz des Frobenius-Automorphismus’ von L.

(3) Sei M ein Zwischenkérper. Dann ist |M| = p™ fiir einen Teiler r von
s. Zu jedem Teiler r von s gibt es genau einen Zwischenkorper M mit
|M| — pr’n'

Beweis. (1) Es ist K Zwischenkoérper von der Galoiserweiterung L/F,. Also ist auch
L/K galoissch.
(2) Esist K =Fpn und L = Fpsn. Fiir jedes x € K ist o4(x) = 27 = z, also
ist 04 ein K-Automorphismus. Es hat o, die Ordnung [L : F,] = sn. Daher hat
0q = 0p" die Ordnung s.
(3) Die Aussage iiber die Anzahl folgt aus dem Gradsatz. Die zyklische Grup-
pe Gal(L/K) hat zu jedem Teiler r von s genau eine Untergruppe U der Ordnung
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s/r. Ubergang zu den Fixkorpern, den Hauptsatz der Galoistheorie ausnutzend,
folgt das Ergebnis. |

Aufgaben

U 12.1. (1) Sei K ein endlicher Kérper. Seien f, g € K[T] irreduzibel und vom selben
Grad. Man zeige, dass f und g denselben Zerféllungskorper iiber K haben.

(2) Man zerlege T* + 1 € F3[T] in irreduzible Faktoren und bestimme den
Zerfallungskorper von T + 1 iiber Fs.

(3) Man mache das gleiche fiir T° + 272 4 2 € F3[T]. (Hinweis: Man probiere
einen Teiler aus (2).)

U 12.2. Sei K ein endlicher Kérper. Es gibt zu jedem n € N irreduzible Polynome in
K[T] vom Grad n.

U 12.3. Sei K = F, der endliche Kérper mit ¢ Elementen. Sei n > 1 eine natiirliche Zahl.
Es bezeichne N4(n) die Anzahl aller normierten, irreduziblen Polynome in K[T] vom
Grad n. Es sei L =F4n. Also [L: K] =n.

(1) Das Produkt aller normierten, irreduziblen Polynome in K[T] vom Grad d, iiber
alle (positiven) Teiler d von n, ist das Polynom 79" — T.

(2) Jedes normierte, irreduzible Polynom vom Grad d | n hat in L genau d verschie-
dene Nullstellen.

(3) Es folgt ¢" =3, dNg(d).

(4) Es gilt Ny(n) = %Zd‘nu(d)q"/d. Hierbei ist p: N>1 — {—1,0,1} die M&bius-
Funktion, definiert durch

1 fallsn =1
p(n) =< (=1)* falls n Produkt von k verschiedenen Primzahlen ist
0 falls n vom Quadrat einer Primzahl geteilt wird.

(5) Firn=1,2,3,4,5,6 gebe man Nq(n) direkt an.
U 12.4. Sei K ein endlicher Kérper. Dann ist jedes Element in K Summe von zwei

Quadraten, also von der Form 22 4+y? mit z, y € K. (Betrachte die Abbildung K* —
KX, z—a?)

U 12.5. Sei p eine Primzahl. Man beschreibe den Zwischenkérperverband von IF 36 /.
13. Perfekte Koérper *

Definition 13.1

Ein Korper K heifit perfekt (oder vollkommen), wenn jedes (nicht-konstante)
Polynom f € K|[T] separabel iiber K ist.

Bemerkung. Es geniigt offenbar, irreduzible (und normierte) Polynome zu betrachten.
Ein Kérper K ist genau dann perfekt, wenn jede endliche Koérpererweiterung L/K
separabel ist.

Folgerung 13.2

Jeder endliche Korper ist perfekt.

Beweis. Dies folgt aus Satz 12.3; alternativ (und direkter) auch aus folgendem Satz. l

Satz 13.3 (Steinitz)
Sei K ein Korper. Genau in den folgenden beiden Féllen ist K perfekt:
e Char(K) =0.
e Char(K) = p > 0, und der Frobenius-Endomorphismus K — K,
x — P ist surjektiv (d. h. es gilt KP = K).
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Beweis. Ist Char(K) = 0, so folgt aus Satz 5.4, dass K perfekt ist. Nehmen wir
also Char(K) = p > 0 an. Zu zeigen ist: K ist perfekt genau dann, wenn der
Frobenius-Endomorphismus surjektiv ist.

Sei der Frobenius-Endomophismus surjektiv. Sei f € K[T] vom Grad > 1.
Offenbar gilt D(f) = 0 genau dann, wenn f eine Polynom in 77 ist. Sei etwa
f= Z?:o aipTip. Nach Voraussetzung gibt es b; € K mit a;, = b;*, und dann ist

- ()
1=0

nicht irreduzibel. Anders ausgedriickt: Ist f € K[T] irreduzibel, so gilt D(f) # 0,
und daher hat f nach Satz 4.3 nur einfache Nullstellen, ist also separabel.

Der Frobenius-Endomorphismus sei nicht surjektiv. Dann gibt es ein a €
K, so dass das Polynom f = T? —a € K|[T| keine Nullstelle in K hat. Sei L
Zerfallungskorper von f iiber K. Es gibt ein b € L mit f(b) = 0, also mit a = b?,
und es folgt

f=T° =" = (T —b)".

Sei g ein irreduzibler (und ohne Einschrinkung normierter) Faktor von f in K[T7].
Dann ist g auch ein Faktor von f in L[T], und muss daher von der Form g =
(T — b)™ sein, wobei m < p gilt sowie m > 2 (denn fiir m = 1 folgt b € K).
Damit hat das irreduzible Polynom g € K[T] eine mehrfache Nullstelle, ist also
nicht separabel iiber K. |

U 13.1. Sei L /K eine endliche Kérpererweiterung. Es ist K perfekt genau dann, wenn L
perfekt ist.

14. Der Satz vom primitiven Element

Erinnerung: Fiir eine algebraische Korpererweiterung L/K heisst o« € L ein
primitives Element, falls L = K («) gilt.

Satz 14.1 (Steinitz’ Satz iiber die Zwischenkdrper (1910))

Sei L/K eine endliche Korpererweiterung. Es gibt ein « € L mit L = K(«)
genau dann, wenn es nur endlich viele Zwischenkérper von L/ K gibt.

Beweis. “=7” Gelte L = K(«). Sei F ein Zwischenkorper von L/K. Sei f = T" +
Z?;OI a;T* das Minimalpolynom von « iiber F und setze E = K(ao, a1,...,an_1).
Dann gilt F' = E: Denn F' D F ist klar. Es ist f offenbar irreduzibel auch iiber
E, und ist daher das Minimalpolynom von « iiber E. Es ist L = F(a) und
L = E(a), und es folgt [L : F| = grad(f) = [L : E], und aus dem Gradsatz folgt
dann F' = E. — Nun ist f ein Teiler des Minimalpolynoms von « iiber K. Also
gibt es fiir £ wie oben nur endlich viele Moglichkeiten.

“<” Es habe L/K nur endlich viele Zwischenkérper. Ist K ein endlicher
Korper, so auch L, und L/K ist einfach, da die Einheitengruppe E(L) nach
Satz 11.2 zyklisch ist. Also kann man im folgenden annehmen, dass K unendlich
ist. Seien «, B € L. Durchléuft c die unendlich vielen Elemente aus K, gibt es nur
endlich viele verschiedene (Zwischen-) Kérper K (a+ ¢f). Es gibt also ¢1, c2 € K
mit ¢1 # c2 und

r K(a+ciB) = K(a+ c28).
Das bedeutet, dass a + ¢18 und a + c28 im selben Koérper F' liegen, also auch
(c1 — ¢2)B € F, damit 8 € F, und dann auch o € F. Es folgt K(«o,8) = F =
K(a + c1), also wird K («, 8) schon von einem Element erzeugt.

Allgemein ist L von der Form K(a1,...,an). Per Induktion fiihrt man dies
aber auf den gerade behandelten Fall zweier Erzeuger zuriick. |
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Satz 14.2 (Satz vom primitiven Element)

Sei L/K eine endliche Kérpererweiterung. Ist L/K separabel, so gibt es ein
a € L mit L=K(x).

Beweis. Sei N/K normaler Abschluss von L/K. Dann ist N/K endlich galoissch,
hat also nach dem Hauptsatz der Galoistheorie nur endlich viele Zwischenképer,
nédmlich genau so viele wie Untergruppen von Gal(N/K). Dann hat natiirlich
auch L/K nur endlich viele Zwischenkdrper. Nun kénnen wir den Satz iiber die
Zwischenkorper anwenden. |

Folgerung 14.3

Jede endliche Galoiserweiterung ist einfach algebraisch. |

Folgerung 14.4

Sei L/K eine endliche Korpererweiterung mit Char(K) = 0. Dann ist L/K
einfach algebraisch. |

Die einfachsten Beispiele fiir nicht-separable (endliche) Kérpererweiterungen bzw.
nicht-perfekte Korper sind durch folgende Aussage beschrieben.

Proposition 14.5

Sei p eine Primzahl. Sei L = F,(X) der rationale Funktionenkérper iiber [F,,.
Es gilt:
(a) Der Frobenius-Endomorphismus L — L, x + 2P ist nicht surjektiv.
(D. h. der Korper L ist nicht perfekt.)
(b) Sei K C L der Teilkérper K =F,(XP). Es gilt [L: K] =p, und L/K
ist nicht separabel.

Beweis. (a) Es liegt z. B. das Element X nicht im Bild des Frobenius-Endomorphis-
mus: denn andernfalls wiirde gelten X = (f(X)/g(X))” mit Polynomen f, g €
F,[X]. Dann folgte aber X - g(X?) = X - g(X)? = f(X)? = f(XP), was offenbar
nicht moglich ist.

(b) Man zeigt leicht, dass 1, X, X2,..., X?~! eine K-Basis von L ist. Das
(primitive) Element X € L ist nicht separabel iiber K: denn das Minimalpolynom
von X iiber K ist (vgl. obige Basis) TP — X? € K[T], und wegen 77 — XP =
(T — X)? ist X eine p-fache Nullstelle in L. |

Bemerkung. Die Korpererweiterung in (b) (die das primitive Element X hat) ist auch
ein Beispiel dafiir, dass im Satz vom primitiven Element allgemein nicht die Umkeh-
rung gilt. — Fiir ein Beispiel einer endlichen Koérpererweiterung, die kein primitives
Element enthilt, siehe U 14.8.

Bemerkung. [Alternativer Beweis ohne Hauptsatz] Der Satz vom primitiven Element
geht im wesentlichen auf E. Galois (um 1830) zuriick?. Vor Emil Artins Beitrigen
zur Galoistheorie [1], in denen ein Schwerpunkt darauf lag, die linearen Aspekte zu
betonen, wurde der Satz vom primitiven Element vor dem Hauptsatz bewiesen und
umgekehrt zum Beweis des letzteren benutzt. Heutzutage sind beide Wege in der
Lehrbuchliteratur weit verbreitet. Fiir einen solchen eher “klassischen” Beweis konnen
wir z. B. U 6.9 verwenden, die insbesondere folgendes aussagt.

Ist L/K endlich separabel und N/K normaler Abschluss von L/K, so ist die
Anzahl der K-Monomorphismen L — N gleich [L : K].

2Vgl. Neumann [12], Lemma III, Seite 111, auch Seiten 205, 207. Primitive Elemente wurden
lange Zeit auch Galoissche Resolventen genannt. Schon Lagrange war nah an der Existenz dran,
hat sie aber nicht explizit formuliert. Wie Galois’ (davon unabhiingige) liickenhafte Beweisargu-
mentation seines Lemma IIT leicht geschlossen werden kann, wird in [5, §37] gezeigt.
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Beweisskizze. Induktion nach n = [L : K]. Der Fall n = 1 ist trivial, also sei
n > 1. Selen « € L, a ¢ K und f = MIPO(a/K), welches separabel ist. Also
zerféllt f iiber N in s paarweise verschiedene Linearfaktoren, wobei s = grad(f) =
[K(«) : K]. Seien ai,...,as in N die Nullstellen von f. Aus dem Isomorphismen-
Erweiterungs-Theorem folgt, dass es zu jedem ¢ einen K-Automorphismus o; von
N gibt mit o;(a) = «;. Da auch L/K(«) separabel und N/K(«) normal ist, folgt
aus der Induktionsvoraussetzung, dass es genau [L : K(«a)] = n/s = r viele K(«a)-
Monomorphismen 71,...,7.: L — N gibt. Die Kompositionen o;7; sind dann n ver-
schiedene (!) K-Monomorphismen L — N. Dies sind alle: ist o: L — N ein beliebiger
K-Monomorphismus, so gibt es wegen f(o(a)) = 0 ein ¢ mit o(e) = «a;. Dann ist
o7 o ein K (a)-Monomorphismus I, — N, und daher wie oben schon gezeigt von der
Form 7; fiir ein j. Es folgt 0 = oy7j. —

Nun zum primitiven Element. Sei L/K endlich separabel mit normalem Abschluss
N. Seien o1,...,0n: L — N die verschiedenen K-Monomorphismen, wobei n = [L :
K] gilt. Fiir alle ¢ # j ist 0; — 0j: L — N eine K-lineare Abbildung. Sei A :=
Hi<j(‘7i - 0j).

Jedes a € L mit A(a) # 0 ist ein primitives Element fir L.

Denn sei f = MIPO(a/K). Dieses hat (inklusive a) die n verschiedenen Nullstel-
len o1(a),...,on(a) € N. Es folgt n < grad(f) = [K(a) : K] < [L : K] = n. Also
L = K(a).

Es bleibt die Existenz eines solchen a zu zeigen. Dazu nehmen wir K unendlich
an (fiir endliche K folgt die Existenz eines primitiven Elements direkt aus Satz 11.2).
Wir betrachten Kern(o; —o;) C L fiir i < j. Es ist eine leichte Ubung in der Linearen
Algebra, dass ein Vektorraum iiber einem unendlichen Kérper K niemals eine endliche
Vereinigung von echten Unterrdumen sein kann. Deshalb gibt es ein a € L mit o;(a) —
oj(a) # 0 fiir alle ¢ < j, also mit A(a) # 0.

Aufgaben

U 14.1. Sei L/K eine endliche Korpererweiterung. Aquivalent sind:
(1) L/K ist galoissch.
(2) L ist Zerfdllungskérper eines irreduziblen, separablen Polynoms iiber K.
U 14.2. Man bestimme mit dem (Beweis vom) Satz iiber die Zwischenkérper alle Zwi-
schenkérper von Q(+v/2)/Q. Man vergleiche das Ergebnis mit der Menge der Unter-
gruppen von Gal(Q(v/2)/Q). Was fillt auf? Erklirung?

U 14.3. Jede einfach transzendente Kérpererweiterung K (a)/K hat unendlich viele Zwi-
schenkdorper.

U 14.4. Sei L/K eine (algebraische) separable Kérpererweiterung, und es gebe eine
natiirliche Zahl n > 1, so dass jedes Element a von L vom Grad < n iiber K ist.
Dann gilt [L : K] < n.

U 14.5. Ist gemiB obiger Bemerkung der Satz vom primitiven Element schon vor dem
Satz von Artin gezeigt, so lisst sich der Beweis des Satzes von Artin mit Hilfe der
vorstehenden Ubung drastisch verkiirzen.

U 14.6. Sei L/K eine einfach algebraische Erweiterung. Ist M ein Zwischenkérper von
L/K, so ist auch M/K einfach algebraisch.

U 14.7. Die Erweiterung F,(X)/F,(XP?) ist normal. Die Galoisgruppe besteht nur aus
der Identitét.

U 14.8. Sei k = F, (mit p prim). Sei L der Quotientenkérper k(X,Y) des Polynom-
rings k[X,Y] = k[X][Y] in zwei Unbestimmten X und Y, iiber dem Kérper k. Sei
K der Teilkérper k(XP,Y?) von L. Dann gilt L = K(X,Y), und L/K ist eine end-
liche Korpererweiterung vom Grad [L : K] = p*. Es gilt Gal(L/K) = {1}. Die
Zwischenkorper K (X + A\Y) sind fiir A € K paarweise verschieden, definieren also un-
endlich viele Zwischenkérper von L/K. Diese endliche Erweiterung besitzt also kein
primitives Element.

(Man vgl. den Beweis des Satzes iiber die Zwischenkorper und zeige [K (X +AY) :

K] = p mit Hilfe des Frobenius-Endomorphismus’.)
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U 14.9. Sei L/K eine endliche Kérpererweiterung mit Char(K) = p > 0. Es gelte [L :
K] > p, und fiir jedes z in L gelte 2 € K. Dann gilt [Steinitz:
(1) L/K hat kein primitives Element.
(2) L/K hat unendlich viele Zwischenkérper. — (Man zeige (2) direkt, d. h. ohne
Verwendung der Aussage des Satzes iiber die Zwischenkorper.)

U 14.10. Sei K unendlich und L /K eine endliche Kérpererweiterung. Man zeige direkt,
dass L nicht eine Vereinigung von endlich vielen echten Zwischenkorpern sein kann.
Dies gibt einen schnellen (aber nicht- “konstruktiven”) Beweis fiir die Richtung “<”
im Satz iiber die Zwischenkoérper (fiir K unendlich).

U 14.11. Sei L/K endlich galoissch, sei a € L ein primitives Element. Sei H eine Unter-
gruppe von Gal(L/K). Wir betrachten den Fixksrper LY.

(1) Esist f:=]],cpy(T —o(a)) € L*[T] das Minimalpolynom von a iiber L.
(2) Schreiben wir f = T 41 T™ 4. 4 em1T+cm, so gilt L7 = K(ciy.. o ¢m).

U 14.12. Der Satz vom primitiven Element kann etwas verbessert werden: Sei L =
K(a,c1,...,cn) eine Korpererweiterung, wobei a,ci,...,c, iiber K algebraisch und
Ci,...,cn liber K separabel sind. Dann hat L/K ein primitives Element.






KAPITEL VII

Anwendungen der Galoistheorie

In dem Kapitel besprechen wir drei wesentliche Anwendungen der Galoistheo-
rie:

I. Galois’ Kriterium zur Auflésbarkeit von Gleichungen durch Radikale. Die-
ser Block wird in den Paragraphen 1.-5. behandelt. (Weitere Resultate aus
dem Bereich werden im anschlieffenden optionalen Kapitel behandelt.)

II. Gauf’ Satz tiber die Konstruierbarkeit regelméfliger n-Ecke. Dies iiberdeckt
die Paragraphen 6.-7., und wird ergénzt durch ein allgemeines Kriterium
in 8.

III. Der Fundamentalsatz der Algebra soll hier weitestgehend algebraisch be-
wiesen werden, Paragraph 9.

1. Einheitswurzeln

Sei K ein Korper, sei n > 1 eine natiirliche Zahl. Ein { € K heifit n-te Ein-
heitswurzel, falls ("™ = 1 gilt. Die Menge der n-ten Einheitswurzeln in K bilden eine
Gruppe pu,(K), eine Untergruppe der Einheitengruppe E(K). Da jede n-te Ein-
heitswurzel in K Nullstelle des Polynoms 7™ — 1 € K|[T] ist, hat u,(K) endliche
Ordnung < n. Aus Satz VI.11.2 folgt, dass u,(K) eine zyklische Gruppe ist. Ist
¢ € pn(K) von der Ordnung n, so heifit ¢ eine primitive n-te Einheitswurzel. Die
Menge aller primitiven n-ten Einheitswurzeln in K bezeichen wir mit p (K).

Definition 1.1

Seien K ein Korper und n > 1 eine natiirliche Zahl. Mit F,,(K) bezeichnen
wir einen Zerfillungskorper von 7" — 1 iiber K. Man nennt E,, (K) den n-ten
Kreisteilungskorper iiber K.

Proposition 1.2

Seien K ein Kérper und n > 1 eine natiirliche Zahl, die nicht von Char(K)
geteilt wird (z. B. Char(K) =0).
(1) Die Erweiterung E,,(K)/K ist galoissch.

(2) Die Anzahl der primitiven n-ten Einheitswurzeln in E,,(K) ist gleich
p(n) = [E(Z/nZ)| = {1 <k <n|ggT(k,n) =1},

Beweis. (1) Das Polynom 7™ — 1 hat keine mehrfachen Nullstellen in E,(K), da
D(T™—1) = nT™" ! # 0 offenbar teilerfremd zu 7™ — 1 ist. Als Zerfallungskérper
des separablen Polynoms T" — 1 iiber K ist daher E,(K)/K galoissch.

(2) Sei L = E,(K). Als endliche Untergruppe von E(L) ist un(L) zyklisch,
erzeugt von einer primitiven Einheitswurzel ¢ und von der Ordnung n. Es ist also
pa(L) = {¢" | 1 < k < n, ¢* primitiv}. Nun ist ¢* primitiv genau dann, wenn
es eine natiirliche Zahl s > 0 gibt mit (¢*)* = ¢, was aber gerade ks = 1 + rn
fiir ein r € Z bedeutet. Dies ist dquivalent dazu, dass k eine Einheit in Z/nZ ist,
und auch dazu, dass ggT'(k,n) = 1 gilt. |
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Satz 1.3

Seien n > 1 und K ein Korper, dessen Charakteristik n nicht teilt. Dann
ist Gal(E,(K)/K) isomorph zu einer Untergruppe von E(Z/nZ) und damit
insbesondere abelsch.

Beweis. Sei ( € E,(K) eine feste primitive n-te Einheitswurzel. Es gilt E,(K) =
K(¢). Die Abbildung ¢,,: Gal(E,(K)/K) — E(Z/nZ), o — [k] = kmod n, wobei
1 <k < ngilt mit 0(¢) = ¢*. Da ¢(¢) wieder primitiv ist, gilt, dass k teilerfremd
zu n ist, also ist [k] eine Einheit in Z/nZ. Gelte o(¢) = ¢* und 7(¢) = ¢* mit
1<k, Il <n. Esist

a7(¢) = o(¢") = (0(¢) = (¢M)' = ¢M = ¢Hmod,

und es folgt ¢n(o7) = [kl] = [k] - [I] = ¢n(0)n (7). Also ist ¢, ein Gruppenmor-
phismus. Sei o € Gal(E,(K)/K) mit ¢n(0) = [1]. Dann gilt o(¢) = ¢, und es
folgt o = 1En,(K)~ |

Aufgaben

U 1.1. Ist in Satz 1.3 n = p prim, so ist die Galoisgruppe sogar zyklisch.
U 1.2. Sei p = Char(K) > 0. Man bestimme den Zerféllungskérper von TP —1 iiber K.

U 1.3. Seien n > 1 und K ein Kérper, der eine primitive n-te Einheitswurzel enthélt.
Dann ist Char(K) kein Teiler von n.

U 1.4. Seien n > 1 und K ein Kérper, der eine primitive n-te Einheitswurzel enthélt.
Dann enthélt K fiir jeden positiven Teiler d von n eine primitive d-te Einheitswurzel.

2. Zyklische Erweiterungen
Definition 2.1

Eine Korpererweiterung L/K heisst zyklisch (bzw. abelsch), wenn sie galoissch
mit zyklischer (bzw. abelscher) Galoisgruppe ist.

Definition 2.2

Eine Korpererweiterung L/K heifit einfache Radikalerweiterung, falls es ein
b € L gibt mit L = K(b) und mit b™ € K fiir eine natiirliche Zahl n > 1.

Gilt hierbei b = a € K, so schreibt man auch b = /o und L = K({/a). Es
bezeichnet also {/a eine Nullstelle des Polynoms T™ — a. Ein Polynom dieser
Form nennt man auch ein reines Polynom. Einen Ausdruck der Form {/a nennt
man auch ein Radikal. (Diese konnen auch ineinander verschachtelt sein.)

Satz 2.3 (Galois)

Sei K ein Korper, der eine primitive n-te Einheitswurzel ¢ enthélt.

(1) Jede Kérpererweiterung der Form K({/a)/K mit a € K ist eine zy-
klische Erweiterung; die Ordnung der Galoisgruppe teilt n.

(2) Ist L/K eine zyklische Erweiterung vom Grad [L : K| = n, so ist
L Zerfallungskorper eines Polynoms T™ — a fiir ein a € K*; also

L = K(3/a).

Beweis. (1) Sei a # 0. Ist y eine Nullstelle von T" — a, so sind alle Nullstel-
len von T" — a von der Form y¢* fiir eine ganze Zahl k, also ist K(y) =
K (t/a) Zerfallungskorper des Polynoms T" — a, also K ({/a)/K galoissch. Jedes
o € Gal(K(y)/K) ist durch das Bild o(y) = y¢*, also durch kmodn eindeu-
tig bestimmt. Es ist leicht zu sehen, dass damit ¢ — kmodn einen injektiven
Gruppenhomomorphismus Gal(K(y)/K) — (Z/nZ,+) induziert. Daher kann
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Gal(K (y)/K) mit einer Untergruppe der zyklischen Gruppe Z/nZ identifiziert
werden und ist dann als solche selbst zyklisch.

(2) Sei o ein erzeugendes Element der Galoisgruppe G. Zu jedem y € L
betrachten wir die sogenannte Lagrangesche Resolvente

R(Gw) =Y C'o'(w)

Behauptung: Es gibt ein y € L mit R((,y) # 0.
Nehmen wir das zuniichst an. Schreibe b := R((,y) # 0. Wegen ¢ € K gilt
o(¢) = (. Da aulerdem o™ = 11, gilt, folgt

o) =) oty =¢ Y Colly) =M
i=0 i=1
Es ergibt sich ‘ .
a'(b)y=<¢""b

firi=1,...,n. Ist nun 7 = ¢* ein K-Automorphismus von L, der b festlisst, so

folgt wegen b # 0, dass 7 = 11 gelten muss. Es ist also U = Gal(L/K (b)) = {1}.
Aus dem Hauptsatz der Galoistheorie folgt K (b) = LY = L{*} = L. Ferner ist

o) =o(b)" = """ =0b",

also a := b" € L¢ = K. Dies bedeutet aber, dass b = {/a ein Radikal iiber K
ist, und damit L = K (b) Zerféllungskorper von T™ — a iiber K. —

Es bleibt obige Behauptung zu beweisen. Es geniigt zu zeigen: Sind ao, . .., an—1 €
L und gilt

n—1
Z aio'(y) =0
i=0

fir alle y € L, so gilt ap = a1 = -+ = an—1 = 0. Angenommen, dies ist falsch.
Dann sei s die kleinste ganze Zahl, so dass

S o' (y) =0
i=0

fiir alle y gilt mit ao, . .., as und mit as # 0. Es gilt offenbar 0 < s < n. Es kénnen
offenbar nicht alle Koeffizienten a; mit 0 < ¢ < s verschwinden. Es sei 0 <t < s
die groBte ganze Zahl mit a; # 0. Wihle ein z € L mit o*(2) # 0°(2). Dann gilt

Zaiﬂi(z)ﬂi(y) = Zaiﬂi(zy) =0
und .
Z aio®(z)o' (y) = 0.

Subtraktion ergibt: Fiir jedes y € L gilt

t

> ai(o'(z) = 0°(2))0’ (y) = 0.

=0

Wegen a;(c'(z) — 0°(2)) # 0 ist dies ein Widerspruch zur Minimalitét von s. W

Aufgaben

U 2.1. Sei K ein Kérper der Charakteristik 0, der eine primitive p-te Einheitswurzel
enthélt (p prim). Sei @ € K. Dann ist das Polynom T” — a entweder irreduzibel in
KIT] oder es zerféllt in K[T] in Linearfaktoren.

U 2.2. Seien n > 1 und K ein Kérper, dessen Charakteristik n nicht teilt. Sei a € K
und L Zerfallungskoérper von T™ — a iiber K. Dann enthélt L eine primitive n-te
Einheitswurzel ¢, und Gal(L/K(¢)) ist zyklisch von einer Ordnung, die n teilt.
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U 2.3. Man zeige, dass die einfachen Radikalerweiterungen, die man mit Q(+/4) bezeich-
nen konnte, nicht alle untereinander isomorph sind.

U 2.4. Sei L/K eine zyklische Erweiterung mit [L : K] = n. Sei o ein Erzeuger von
Gal(L/K). Fiir € L definiere die Norm N(z) = zo(z)...0" (). Ferner N;(z) =
zo(x)...0" (z) fiir i > 0; also N(z) = Np(z).

(i) Es gilt N(zy) = N(z)N(y) und N(z) € K.
(ii) [Hilberts Satz 90] Fiir 8 € L gilt

N(B)=1 < esgibtein a € L* mit f = a/o(a).

(Hinweis: Gelte N(8) = 1. Betrachte 37" ' N;(8)o" und vgl. obigen Beweis mit
der Lagrangeschen Resolvente.)

(iii) Aus der Aussage von Hilberts Satz 90 folgere man Satz 2.3(2).

U 2.5. [Kummer-Erweiterungen] Sei n > 1 und K ein Kérper, der eine primitive n-
te Einheitswurzel ¢ enthélt. Seien ai,...,as € K, und sei L Zerfallungskorper von
f=TL_1(T" — a;) und G = Gal(L/K). Dann gilt:

(i) L/K ist eine abelsche Erweiterung.
(ii) Das kgV aller ord(g) fiir g € G ist ein Teiler von n.

(Hinweis: Sind o, 7 € G, so gilt o7(a;) = 7o(a;) furi=1,...,s.)

Bemerkung. Es gilt auch die Umkehrung: Sei L/K eine endliche Erweiterung, so
dass K eine primitive n-te Einheitswurzel enthilt, so dass (i) und (ii) gelten. Dann
gibt es a1,...,as € K, so dass L Zerfillungskoérper von f = []°_,(T™ — a;) iiber
K ist. — Man nennt Erweiterungen dieses Typs Kummer-Erweiterungen. Vgl. etwa
Theoreme 23 und 25 in [1], oder Theorem 11.4 in [11].

3. Der Satz iiber natiirliche Irrationalitidten

Der Satz iiber zyklische Erweiterungen deutet schon an, dass es fiir gewisse
Fragen wichtig sein wird, dass man gewisse Einheitswurzeln zur Verfiigung hat und
Erweiterungen galoissch sind; falls nicht, muss man passende Elemente hinzuad-
jungieren. Dies ist in der Tat entscheidend bei Galois’ Strategie (Verkleinerung der
Galoisgruppe; vgl. die beiden Folgerungen am Ende dieses Abschnitts) zur Unter-
suchung von Auflosbarkeit von Gleichungen, wie wir im néchsten Abschnitt sehen
werden. Dazu ist der folgende Satz ein wichtiges Hilfsmittel.

Satz 3.1 (Natiirliche Irrationalititen)

Sei L/K eine endliche Galoiserweiterung, etwa L = K (a1, ...,a,), und M/K
eine beliebige Korpererweiterung. Sei ML = M (L) := M(ay, ..., a,) (gebildet
in einem gemeinsamen Oberkdrper). Dann ist M L /M eine endliche Galoiserwei-
terung, und die Einschrdnkung o +— o), induziert einen Gruppenisomorphismus

0: Gal(ML/M) > Gal(L/L N M).

Bemerkung. Die Aussage wird manchmal auch Translationssatz [7] oder (Galois’) Satz
iber natirliche Irrationalititen [1] genannt. Man nennt den Morphismus 6 auch
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Translation [3, A.V.70]. Die Bedeutung der Namensgebung “natiirliche Irrationa-
litdten” ist sehr schén im Buch [4] erkldrt, Abschnitt 12.2 D.

{7

(3.1)

K

Beweis. (1) ML/M ist galoissch: L ist Zerfillungskorper eines separablen Polynoms
fin K[T], also L = K(x1,...,%n), wobei z1,...,z, die Nullstellen von f sind.
Natiirlich gilt f € M[T], und f ist auch separabel iiber M. Es ist dann offenbar
ML = M(z1,...,z,) Zerfallungskérper von f iiber M.

(2) Sei 0 € Gal(ML/M). Insbesondere ist o ein K-Automorphismus. Weil
L/K normal ist, folgt (L) = L aus dem Einschrinkungssatz. Also ergibt Ein-
schrankung o — o)1, einen Gruppenmorphismus Gal(ML/M) — Gal(L/K). Da
o aber auch die Elemente aus M fix ldsst, ist oy, € Gal(L/L N M). Liegt o im
Kern, also 0| = 11, so gilt wegen o|a; = 1u, dass o schon die Identitat auf ML
ist. Wir erhalten damit, dass 6 injektiv ist.

(3) 6 ist surjektiv: Ist U = Bild(0), so folgt aus dem Hauptsatz U = Gal(L/LY).
Nach (2) ist klar, dass LN M C LY gilt. Sei # € LY. Dann gilt € L. Fiir je-
des 0 € Gal(ML/M) gilt o(x) = o (x) = x. Es folgt, da ML/M galoissch ist,
x € (ML)GMEAM) — A Damit LY = LN M, und damit U = Gal(L/L N M). R

Folgerung 3.2

Sei L/K endlich galoissch und M/K eine beliebige Kérpererweiterung. Dann
ist [ML : M| ein Teiler von [L : K].

Bemerkung. In der Situation des Satzes ist L Zerfillungskorper eines (separablen) Po-
lynoms f € K][T]. Definiere Q als Zerfillungskérper von f iiber M. Also Q =
M(pB1, ..., Bn), wobei die 3; die Nullstellen von f in €2 sind. Es ist /M eine (endliche
Galois-) Erweiterung. Es ist L' := K(f31,...,8,) C Q ein Zwischenkérper von /K,
der offenbar ein Zerféllungskorper von f iiber K ist. Wir kénnen also L durch einen
K-isomorphen Koérper L’ ersetzen und erhalten, dass es zu L’ und M einen gemein-
samen Oberkdorper €2 gibt. Ohne Einschrankung kénnen wir das dann auch gleich fiir
L und M annehmen (und so konstruiert ist dann Q@ = M L).

Definition 3.3 (Galoisgruppe eines Polynoms)
Sei K ein Korper und f € K[T] ein separables Polynom. (Im Fall Char(K) =0
ist die Separabilitit automatisch.) Sei L ein Zerfdallungskorper von f iiber K.

Es ist L/K eine endliche Galoiserweiterung. Sei Gal(f/K) = Gal(L/K), die
Galoisgruppe von f diber K.

Wegen der Eindeutigkeit eines Zerfallungskorpers bis auf K-Isomorphie, ist die
Galoisgruppe Gal(f/K) (bis auf Isomorphie) eindeutig bestimmt.

Folgerung 3.4 (Galois)

Sei L Zertillungskorper eines separablen Polynoms f iiber K. Sei t Nullstelle
eines Polynoms g € K|[T]. Dann kann G’ = Gal(f/K(t)) identifiziert werden
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mit einer Untergruppe von G = Gal(f/K). Ist g irreduzibel vom Grad m, so
ist der Index |G : G'] ein Teiler von m.

Denn der Index ist [L N K(t) : K], ein Teiler von [K(t) : K] = m. Werden alle
Nullstellen von g hinzuadjungiert, so erhélt man einen Normalteiler:

Folgerung 3.5 (Galois)

Mit den Bezeichnungen der vorherigen Folgerung: ist M Zerfillungskérper von
g iiber K, so ist Gal(f/M) ein Normalteiler von Gal(f/K).

Beweis. Die Korpererweiterung LN M /K hat ein primitives Element u; dessen Mini-
malpolynom zerfillt sowohl {iber L wie iiber M, da beide normale Erweiterungen
von K sind. Es folgt, dass LN M = K(u)/K normal ist. u

Bemerkung. Die wichtigsten Anwendungsfille der beiden letzten Folgerungen sind Ad-
junktion (1) von primitiven Einheitswurzeln und (2) von Radikalen, sowie der Spezi-
alfall m = p prim (wir nehmen Char(K) = 0 an):

(1) g=(T? = 1)/(T — 1) € K[T], p prim. Falls g irreduzibel iiber K ist, so ist
m=p— 1.

(2) g = TP — a € K[T], p prim. Hier ist g irreduzibel iiber K, falls a nicht
selbst schon eine p-te Potenz eines Elements in K ist (vgl. U 3.1 in Kapitel VIII),
und dann ist m = p. Enthilt K schon eine primitive p-te Einheitswurzel (was man
durch vorherige Anwendung von (1) erreichen kann), so liegen alle Nullstellen von g in
K(¥a) (und die Irreduzibilitit von g folgt aus Satz 2.3(1)). Dann ist Gal(f/K(¥/a))
ein Normalteiler von Gal(f/K) vom Index 1 oder p. (Nur im Fall = p hat man etwas
gewonnen. )

Erhidlt man im Schritt (2) einen echten Normalteiler, so setzt man das Verfah-
ren iterativ fort, bis man (falls moglich) Gal(f/K') = {1} erhélt, wobei K’ durch
Hinzufiigung endlich vieler Radikale bzw. Einheitswurzeln aus K hervorgeht. Gelingt
dies, so zerfillt f iiber K’ in Linearfaktoren, und alle Nullstellen von f lassen sich
aus bekannten Gréflen und Radikalen davon darstellen. Vgl. die Definitionen und das
Vorgehen im néchsten Abschnitt.

Aufgaben

U 3.1. [Galois] Sei K ein Kérper, der eine primitive p-te Einheitswurzel enthélt (p prim).
Sei f € K[T] ein irreduzibles, separables Polynom vom Grad p. Sei K’ = K(¥/a) eine
einfache Radikalerweiterung (mit a € K). Dann gilt:

Uber K’ ist f entweder weiterhin irreduzibel oder es zerfillt vollstindig in Line-
arfaktoren.

U 3.2. Sei K ein Kérper und f € K|[T] ein separables Polynom mit grad(f) > 1. Sei
K'/K eine endliche Erweiterung. Dann gilt:

f zerfillt iiber K in Linearfaktoren < Gal(f/K') = {1}.
4. Auflésbarkeit von Gleichungen. Galois’ Kriterium

Wir nehmen im folgenden der Einfachheit halber an, dass alle vorkommenden
Korper die Charakteristik 0 haben. Insbesondere ist dann jedes tiber K algebraische
Element separabel.

Definition 4.1

Eine Korpererweiterung L/ K heifit Radikalerweiterung (oder nur radikal), falls
es einen Korperturm
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gibt, so dass K; /K;_1 eine einfache Radikalerweiterung ist fiir jedesi = 1,...,n.
Wir nennen (4.1) auch einen Radikalturm fir L/K. Eine Korpererweiterung
L/K heisst auflésbar (durch Radikale), falls es eine Erweiterung M /L gibt, so
dass M /K radikal ist.

Definition 4.2

Sei f € K[T]. Die Gleichung f(x) = 0 heifit auflésbar (durch Radikale; iiber
K), falls der Zerfillungskorper von f eine aufldsbare Erweiterung von K ist.

Beispiele. (1) (“p-g-Formel”; “quadratische Ergéinzung”) Sei f = T2 + pT + q € K|[T].

(Die Normierung stellt keine Einschrinkung dar.) Die Nullstellen lassen sich in ei-
nem Zerféllungskérper L iiber K beschreiben als z = —p/2 4+ 1/p?/4 — q. Es ist also
L = K(\/p?/4—q) (es wird nur Char(K) # 2 benétigt), und dies ist eine Radi-
kalerweiterung. Es ist also die Gleichung f(z) = 0 auflésbar. In Babylonien waren
Losungsformeln quadratischer Gleichungen schon vor mehr als 3500 Jahren bekannt.

(2) (Cardanische Formeln; Cardano 1545, Tartaglia um 1535, del Ferro 1515)
Sei f =T+ aT”+bT + ¢ € Q[T]. Durch Substitution 7 =T — ¢ bekommt man ein
Polynom
f=T"+pT+q
mit rationalen Koeffizienten. Es geniigt, die Nullstellen fiir solch ein Polynom zu
bestimmen. Die 3 Nullstellen z, y und z dieses Polynoms sind gegeben durch x = a+b,
y = ¢e%a+eb, z = ea + £2b, wobei

a—\/ ,/ :—— und a———+ Liva.

Man sieht, dass der Zerféllungskorper L = Q(z, v, z) von f in einer Radikalerweiterung
liegt:

Q C Q(a1) C Q(a1,az2) C Q(a1, az,as)

\/ 1/—7—|—a1, az = g,

und es gilt L C Q(al,ag,ag).

mit

(3) Auch fiir Polynome f vom Grad 4 iiber Q gibt es Formeln, die zeigen, dass
die Gleichung f(z) = 0 durch Radikale auflgsbar ist. (Ferrari 1540.)

Es wird sich zeigen, dass dies allgemein fiir Polynome vom Grad > 5 (iiber

Q) nicht mehr richtig ist. Dies geht auf Abel (1824/26) und Ruffini (1799/1813)
zuriick. Etwas spéter hat Galois mit Satz 4.5 (der den Hauptsatz der Galoistheorie
verwendet) die Thematik wesentlich eleganter und systematischer gelost.

Um dieses Problem dem Hauptsatz der Galoistheorie zugénglich zu machen,

benétigen wir die nachfolgende wichtige Proposition. Zuvor ein paar einfache Inva-
rianzeigenschaften fiir Radikalerweiterungen:

Lemma 4.3

(1) [Transitivitét] Sind L/K und M/L radikal, so ist auch M /K radikal.

(2) [Translation] Seien L/K und M /K Erweiterungen, die beide in einem
gemeinsamen Oberkorper liegen. Ist L/K radikal, so auch ML/M.
(Vgl. Diagramm (3.1).)

(3) [Kompositum] Liegen L und M in einem gemeinsamen Oberkérper,
und sind L/K und M /K radikal, so ist auch M L/K radikal.

(4) [Konjugation] Sei M/K endlich, sei L ein Zwischenkérper und o €
Gal(M/K). Ist L/K radikal, so auch o(L)/K.
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Beweis. (1) ist trivial.

(2) Ist (4.1) ein Radikalturm fiir L/K, soist ... C MK;_1 C MK, C ...
ein solcher fiir ML/M. Denn aus K; = K;_1(a;) mit a;"* = b; € K;—1 folgt
MK; = MKifl(ai) mit a;" =b; € K;_1 CMK,; 1.

(3) folgt sofort aus (1) und (2).

4) Es geniigt, dies fiir jeden Schritt in einem Kérperturm (4.1) zu zeigen:
ist K; = Ki—1(a;) mit a;™ = b; € K;_1, so ist o(K;) = o(K;-1)(c(a;)) und

O'(CLZ' o= U(bl) € O'(Ki_l).

Proposition 4.4

Radikalerweiterung N/K enthalten.

Beweis. Genauer: der normale Abschluss N von L/K ist eine Radikalerweiterung.
Dies folgt sofort aus dem Lemma zusammen mit Proposition VI.6.6.

Satz 4.5 (Auflosbarkeitskriterium (Galois 1831))

Es gelte Char(K) = 0. Jede Radikalerweiterung L/K ist in einer galoisschen

Sei K ein Kérper mit Char(K) = 0. Sei f € K[T]. Genau dann ist die Gleichung
f(z) = 0 durch Radikale auflosbar, wenn die Gruppe Gal(f/K) auflésbar ist.

Beweis. (1) “=7. Sei zuniichst die Gleichung f(z) = 0 auflésbar. Sei M Zerfill-
ungskorper von f iiber K. Dieser ist nach der Proposition in einer galoisschen
Radikalerweiterung L/K enthalten. Da M/K als Zerfallungskérper normal ist,
hat man nach dem Hauptsatz der Galoistheorie eine Isomorphie von Gruppen
Gal(M/K) ~ Gal(L/K)/ Gal(L/M). Es gibt also einen surjektiven Gruppenho-
momorphismus 7: Gal(L/K) — Gal(M/K). Es geniigt daher nach Satz II1.7.3
zu zeigen, dass Gal(L/K) auflosbar ist.

Es gibt einen Koérperturm

K=LoCLiC--CLi1 CLs=1L

mit L; = L;—1(a;) und a;™* € L;_; fiir eine natiirliche Zahl n; > 2 (i =1,...,s).
Sei n = nina...ns. Definiere K' = E,(K), Lj = E,(L;) (i = 1,...,n), L' =
E,(L). Offenbar kann man dabei L;_; C L} annehmen. Es enthilt K’ insbe-
sondere Lj_,, eine primitive n;-te Einheitswurzel (vgl. U 1.4). Man erhilt einen
Korperturm
K'=LyCLiC-- CL,CLi=L"

Hierbei ist jedes L;/L;_; eine einfache Radikalerweiterung. Ist L Zerfillungs-
kérper eines Polynoms g iiber K, so ist L’ Zerfillungskérper von g- (T™ — 1) iiber
K, also ist L'/K galoissch. Da auch L/K galoissch ist, gilt nach dem Hauptsatz
der Galoistheorie, dass Gal(L'/L) ein Normalteiler in Gal(L'/K) ist und

Gal(L/K) ~ Gal(L'/K)/ Gal(L' /L)
ist als homomorphes Bild von Gal(L'/K) auflésbar, wenn gezeigt wird, dass
Gal(L’/K) auflésbar ist.
Es ist Gal(K'/K) als Untergruppe von E(Z/nZ) (Satz 1.3) abelsch, also
auflosbar. Ebenso folgt aus dem Hauptsatz
Gal(K'/K) ~ Gal(L'/K)/ Gal(L' /K"),

und daher geniigt zu zeigen, dass G := Gal(L'/K') auflosbar ist.

Fir j = 0,...,s sei U; = Gal(L'/L}). Der Vorteil ist nun, dass durch das
Vorhandensein der n;-ten Einheitswurzeln die Erweiterungen L/L;_; galoissch
sind mit zyklischen (insbesondere abelschen) Galoisgruppen nach Satz 2.3 (1).
Mit dem Hauptsatz (beide Teile) bekommen wir daher eine Normalreihe

G:U0DU1I>...DU571I>US:{1}

mit zyklischen Faktoren U;_1/U; ~ Gal(L'/L}_)/ Gal(L'/L}) ~ Gal(L}/L}_,).
Also ist G auflosbar.
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(2) “«<”. Sei L Zerfallungskérper von f iiber K und n = [L : K]. Sei
Gal(L/K) auflésbar. Setze K' = E,(K) und L' = E, (L), wobei L' als Erweite-
rungskorper von K’ aufgefasst werden kann. Als Zerfiallungskorper des Polynoms
f-(T™ —1) iiber K ist L' {iber K galoissch. Zu zeigen geniigt, dass L'/K eine
Radikalerweiterung ist.

Nach Satz 3.1 iiber natiirliche Irrationalititen ist Gal(L'/K') — Gal(L/K),
o — oz, ein injektiver Gruppenmorphismus. Es ist also mit Gal(L/K) auch die
(eingebettete) Untergruppe Gal(L'/K') auflésbar, und L'/K’ ist galoissch mit
n' = [L’ : K'] ein Teiler von n. Damit enthilt K’ eine primitive n'-te Einheits-
wurzel (vgl. U 1.4). Zu zeigen geniigt, dass L'/K’ eine Radikalerweiterung ist.
Da K'/K eine Radikalerweiterung ist, folgt dies dann auch fiir L' /K.

Wir zeigen nun generell:

Ist L' /K’ endlich galoissch mit Gal(L'/K') auflosbar, und enthdlt K' eine
n'-te primitive Einheitswurzel, so ist L' /K’ eine Radikalerweiterung.

Da G = Gal(L'/K') auflésbar ist, gibt es nach Satz II1.7.5 eine prim-zyklische
Normalreihe
{1} =Us< U1 <...qUs1 < Us =G,
so dass also die Faktoren U;/U;_1 zyklisch von Primzahlordnung ¢; sind. Dabei
gilt n’ = g1 ...q:. Also enthilt K’ alle gj-ten Einheitswurzeln (U 1.4). Ubergang
zu den Fixkorpern liefert nach dem Hauptsatz der Galoistheorie einen Kérperturm

K =K/CK, ,C...CKiCcKy=1L"

Dabei ist jede Erweiterung K’ _; /K galoissch (denn Gal(L'/K’}_;) = Uj_1 ist
Normalteiler in U; = Gal(L'/K})) mit zyklischer Galoisgruppe

Gal(Kj_,/Kj) =~ U;/U;j

von Primzahlordnung ¢;. Aus Satz 2.3 (2) folgt, dass K;_; = Kj(a;) fiir ein
a; € Kj_; und a;% € Kj. Also ist L' /K’ eine Radikalerweiterung. |

Bemerkung. Der vorstehende Beweis mag auf den ersten Blick relativ lang und kompli-
ziert erscheinen. Die Lange entsteht nur durch die vielen Reduktionen, die vorgenom-
men werden, um eine bessere Situation auf Seite der Korpererweiterungen zu haben
(galoissch, Vorhandensein von Einheitswurzeln). Dazu muss man gewéhrleisten, dass
die entsprechenden Modifikationen auf Gruppenseite mit der Fragestellung kompati-
bel sind. Dies geschieht durch den Hauptsatz VI.9.2 und Satz I11.7.3, sowie mit dem
Satz iiber natiirliche Irrationalitéten. Sieht man von all diesen Reduktionen ab, so
bleibt nur noch folgende Aussage iibrig.

Sei L/ K eine Galoiserweiterung mit [L : K| = n, so dass K eine primitive n-te
FEinheitswurzel enthdlt. Dann gilt:

L/K Radikalerweiterung <  Gal(L/K) auflésbar.
Per Induktion wird diese Aussage weiter reduziert auf:

(1) L/K einfache Radikalerweiterung = Gal(L/K) auflisbar.
(2) Gal(L/K) der Ordnung n =p prim = L/K einfache Radikalerweiterung.

Diese Aussagen folgen unmittelbar aus den jeweiligen Teilen von Satz 2.3. (Die Re-
duktion auf (2) folgt mit Satz I11.7.5.) Man kann also sagen, dass Satz 4.5 vollstéindig
reduziert wird auf Satz 2.3.

Bemerkung. Das Auflosbarkeitskriterium Satz 4.5 formulierte Galois in seiner grundle-
genden Arbeit nicht explizit als Satz/Theorem, sondern beschrieb es als Vorgehens-
weise in einem ldngeren Text!. Die Hauptargumente waren auch damals schon: Hin-
zuadjungieren von Einheitswurzeln, im wesentlichen Satz 2.3 (zumindestens fiir n = p
prim), sukzessives Reduzieren der Gruppengrofle. — Galois’ “eigentliches” Hauptre-
sultat in der Arbeit waren die Sétze in Abschnitt VIII.2, insbesondere Satz VIII.2.3.
Siehe [12] oder [5] fiir die Originaltexte.

'Neumann [12], Seite 121 ff., “Proposition V”’.
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Aufgaben

U 4.1. In der Situation von Satz 3.1 gilt: ist /K auflésbar, so ist auch M L/M auflosbar.

U 4.2, Sei L O M D K ein Kérperturm endlicher Erweiterungen. Es ist L/K auflésbar
genau dann, wenn L/M und M/K beide auflésbar sind.

U 4.3. Sei L/K galoissch mit n = [L : K], und K enthalte eine primitive n-te Einheits-
wurzel. Es ist L/K radikal genau dann, wenn L/K auflésbar ist.

5. Nichtauflésbare Gleichungen

Sei f € KIT] separabel. Seien ay,...,a,, die verschiedenen Nullstellen von
f in einem Zerfillungskorper L. Fiir jedes o € Gal(f/K) gilt o({a1,...,am}) =
{a1,...,am}, d. h. o ist eine Permutation der Elemente ay, ..., a,. Offenbar ldsst
nur ¢ = 17 alle a; fest. Man erhélt damit einen injektiven Gruppenhomomor-
phismus Gal(f/K) — S(X) = S, in die symmetrische Gruppe der Menge X =
{al, e ,am}.
Proposition 5.1

Ist f € K[T) irreduzibel (ohne Einschridnkung normiert), so operiert Gal(f/K)
transitiv auf der Menge X, d. h. sind a;, a; € X, so gibt es ein o € Gal(f/K)
mit o(a;) = a;.

Beweis. Esist f das Minimalpolynom sowohl von a; als auch von a;, und die Aussage
ergibt sich aus Satz V.2.4 und Satz VI.2.3. |

Zunichst das “positive” Ergebnis:
Proposition 5.2

Sei K ein Korper der Charakeristik 0 und f € K|[T] ein Polynom vom Grad
< 4. Dann ist die Gleichung f(x) = 0 durch Radikale auflésbar.

Beweis. G = Gal(f/K) ist zu einer Untergruppe der symmetrischen Gruppe S,, mit
n < 4 isomorph. Die S,, fiir n < 4 sind auflésbar. Es ist etwa

{e} < Vi< A4 a8y

eine abelsche Normalreihe fiir S4; hierbei ist V4 ~ Zs X Zo die Gruppe, die erzeugt
wird von den Produkten je zwei disjunkter Transpositionen. ]

Ziel des Abschnitts ist der folgende Satz.
Satz 5.3

Sei p eine Primzahl und f € Q[T] irreduzibel und vom Grad p. Es habe f
genau zwei nicht-reelle Nullstellen. Dann ist Gal(f/Q) ~ S,. Fiir p > 5 ist
insbesondere die Gleichung f(x) = 0 nicht durch Radikale auflésbar.

Folgerung 5.4
Sei f =T° — 6T + 3 € Q[T]. Dann ist die Gleichung f(x) = 0 nicht auflésbar.

Beweis. Das Polynom ist irreduzibel nach Eisenstein und hat genau zwei nicht-reelle
Nullstellen (Ubung 5.3). |

Lemma 5.5

Die symmetrische Gruppe S,, (n > 2) wird von der Transposition T = (1 2)
und dem n-Zykel 0 = (1 2 ... n) erzeugt.
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Beweis. Sei G die Untergruppe von S,,, die von ¢ und 7 erzeugt wird. Dann enthélt
G auch
oro ' =(23), o’ra > =(34), ...,
also alle Transpositionen der Form (i ¢4 1). Aber dann enthiilt G auch die Trans-
positionen

(12)(23)(12)=(13), (13)34)(13)=(14), ...,

also alle Transpositionen der Form (1 7). Aber dann enthélt G auch eine beliebige
Transposition (¢ j) = (1 ¢)(1 j)(1 ¢). Da jede Permutation in S,, ein Produkt von
Transpositionen ist, folgt G = S,,. |

Beweis von Satz 5.3. Wegen Charakteristik 0 hat f genau p verschiedene Null-
stellen x1, zo,..., zp im Zerfillungskérper L C C. Es ist [Q(z1) : Q] = p. Die
Ordnung der Gruppe G = Gal(f/Q) ist also ein Vielfaches von p. Wie oben be-
schrieben kann man G als Untergruppe von S, auffassen. Nach dem Satz von
Cauchy hat G ein Element o der Ordnung p. Die einzigen Elemente der Ordnung
p in S, sind p-Zykel. Sind etwa x1 und x2 die nicht-reellen Nullstellen, so gilt
22 = ZT1. Da L/Q normal ist, folgt aus Satz VI.6.5, dass komplexe Konjugation
einen Q-Automorphismus 7: L — L induziert, also ein Element der Ordnung
2, welches der Transposition 7 = (1 2) entspricht. Nach evtl. Potenzierung von
o und Umnummerierung der reellen Nullstellen z3,...,z, kann man annehmen,
dass o der p-Zykel 0 = (1 2 ... p) ist. Nach dem vorherigen Lemma folgt dann
aber G = S,. Wir haben frither gesehen, dass S, fiir p > 5 nicht auflésbar ist
(Satz I11.7.4). |

Aufgaben

U 5.1. Sei f € KJT] separabel mit mindestens zwei nicht zueinander assoziierten ir-
reduziblen Faktoren. Dann ist die in Proposition 5.1 beschriebene Operation nicht
transitiv.

U 5.2. Sei f € K[T] separabel. Seien i, ..., a, die verschiedenen Nullstellen (im Zer-
fallungskorper). Gilt Gal(f/K) ~ S,, so folgt Gal(f/K(a1)) ~ Sn-1.

U 5.3. Das Polynom f = T° — 6T + 3 € C[T] hat genau zwei nicht-reelle Nullstellen.

6. Kreisteilungspolynome

Wir betrachten nun alles iiber Q bzw. in C.
Definition 6.1
Das n-te Kreisteilungspolynom ®,, € C[T] ist definiert durch
(I)n = H(T - C)a
¢

wobei ¢ die primitiven n-ten Einheitswurzeln in C durchléuft.
Dies ist ein normiertes Polynom vom Grad ¢(n).

Sei ¢ € C eine n-te Einheitswurzel. Dann ist fiir genau einen Teiler d von n (in-
nerhalb der natiirlichen Zahlen) ( eine primitive d-te Einheitswurzel. Umgekehrt,
jede (primitive) d-te Einheitswurzel, wobei d ein Teiler von n ist, ist auch n-te
Einheitswurzel. Man erhélt also

(6.1) m-1= [[ @-0=]]®a
¢€pn(C) dln
Proposition 6.2

Das n-te Kreisteilungspolynom ®,, ist normiert und hat ganzzahlige Koeflizi-
enten, also ®,, € Z[T].
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Beweis. Induktion nach n. Fiirn =1ist ®; = T—1 € Z[T]. Sei nun n > 1. Dann gilt
T" —1=f-®y in C[T], wobei f =]],,, 4z, ®a- Nach Induktionsvoraussetzung
gilt f € Z[T], und f ist normiert. Polynomdivision mit Rest liefert eindeutig
bestimmte ¢, r € Z[T] mit T" — 1 = fq + r mit r = 0 oder grad(r) < grad(f).
Man erhiilt r = f(®, — ¢q). Aus Gradgriinden ergibt sich ®,, = q.

Bemerkung. Die Formel 7" —1 =[] dn ®4 erlaubt eine rekursive Berechnung der Kreis-
teilungspolynome ®,,. Es ist ®; = T — 1. Fiir ei{le Primzahl p gibt sich wegen
TP —1=®,®9, = (T — 1) - P, nochmal die aus den Ubungen bekannte Aussage

=T '+ T 4. +T+1.

Aus T — 1 = O Po®y folgt &y = T2 + 1. Aus T — 1 = &1D,D3P6 folgt O =
(T —1)/(T*4+T2*-T-1)=T>-T+1, us.w.

Satz 6.3 (Gauf3 (1801/08))

Das n-te Kreisteilungspolynom ®,, ist irreduzibel iiber Q.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass ®, in Z[T] irreduzibel ist. Sei f € Z[T] ein
(normierter) irreduziber Faktor. Zu zeigen geniigt, dass f denselben Grad wie
®,, hat.

Sei z eine Nullstelle von f in E,(Q). Dann ist = (als Nullstelle von ®,,)
eine primitive n-te Einheitswurzel. Es geniigt zu zeigen, dass alle primitiven n-
ten Einheitswurzeln Nullstellen von f sind, denn dann ist grad(f) = ¢(n) =
grad(®,,). Die primitiven n-ten Einheitswurzeln sind von der Form z* wobei
1 < k < n teilerfremd zu n ist. Es geniigt zu zeigen: Ist p prim und teilerfremd
zu n, so ist xP eine Nullstelle von f. Denn ist k eine beliebige zu n teilerfremde
Zahl, so zerlegt man k = p; ...p, in Primfaktoren, und es ist fiir 1 < j < auch
2P1Pi eine primitive n-te Einheitswurzel, und man schliefit sukzessive

0= f(z) = f(@™) = f((a")"?) = f(a"7?) =+ = f(a").

Sei also p prim, teilerfremd zu n. Wir nehmen an, dass f(z?) # 0 und wollen
das zum Widerspruch fithren. Es ist f als Teiler von ®,, auch ein Teiler von
T™ — 1 in Z[T). Es gibt also ein g € Z[T] mit T" — 1 = fg. Es ist z” eine n-te
Einheitswurzel, und aus unserer Annahme folgt g(zF) = 0. Es ist also z eine
Nullstelle des Polynoms g(7%) € Z[T]. Da f das Minimalpolynom von z iiber
Q ist, folgt, dass f ein Teiler von ¢g(7%) in Q[T] ist, etwa g(T?) = fh fiir ein
h € Q[T]. Da f normiert ist, kann man in Z[T] auch durch f mit Rest dividieren,
und da dies dann auch in Q[7] gilt, folgt aus Eindeutigkeitsgriinden, dass h € Z[T
gilt.

Betrachte nun die kanonischen Surjektion v: Z — Z/pZ = F,, © — T =4
zmod n. Dies ergibt den Homomorphismus v*: Z[T] — F,[T], f + f. Wir erhal-
ten

fh=g(T?)=7g"
Sei nun f ein irreduzibler Faktor von f in F,[T]. Dann ist f, auch ein irreduzibler
Faktor von g, und aus der Darstellung 7% — 1 = f - g folgt, dass ?i ein Teiler
von T —1 = T"™ — 1 ist. Damit hat 7" — 1 eine mehrfache Nullstelle (in einem
Zerfillungskorper). Andererseits ist D(T™ — 1) = 7" # 0 (da p kein Teiler
von n ist), also teilerfremd zu T" — 1, Widerspruch. |

F_olgerung 6.4
[En(Q) : Q] = ¢(n).

Beweis. Es ist F,(Q) = Q(¢), wobei ¢ eine primitive n-te Einheitswurzel ist. Das
Minimalpolynom von ¢ ist ®,, (nach dem Satz), und grad(®,) = ¢(n). |
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Folgerung 6.5
Es ist Gal(E,(Q)/Q) ~ E(Z/nZ), also insbesondere abelsch.

Beweis. Nach Satz 1.3 haben wir einen injektiven Homomorphismus Gal(E, (Q)/Q) —
E(Z/nZ). Da beide Gruppen dieselbe Ordnung ¢(n) haben, ist dies ein Isomor-
phismus. |

Bemerkung. Gaufl bewies den Satz um 1801 im Falle, dass n = p prim ist. Spéter verein-
fachten (unabhingig voneinander) Eisenstein und Schénemann den Beweis drastisch?.
Vgl. U IV.7.1. GauB notierte 1808 in seinem Tagebuch, dass er den Satz nun auch
fiir beliebige n bewiesen hitte. Leider ist der Beweis verschollen. (Vgl. [4].) Publiziert
wurde ein Beweis zuerst 1854 von Kronecker. Die oben dargestellte Argumentation
geht im wesentlichen auf Dedekind (1857) zuriick.

Aufgaben

U 6.1. Sei K =Q.
(1) Man berechne die Kreisteilungspolynome ®37(T") und ®s2(T).
(2) Bs gilt ®2(T) = —d1(~T).
(3) Sei n > 1 ungerade. Dann gilt ®2,(T) = &,(—T). (Hinweis: 72" — 1 = (T™ —

(T +1).)
(4) Sei p eine Primzahl, die n nicht teilt. Dann gilt
_ 0. (T7)
D, (T) = oo (T)

(5) Man berechne ®54(T") und ®g6(T).
U 6.2. Sei K =Q, sei p eine Primzahl und r > 1 eine natiirliche Zahl.

(d

" —1
TPt -1
(2) Ohne Verwendung von Satz 6.3 zeige, dass ®,r(T) irreduzibel iiber Q ist. (Aus
(1) mit 7— T + 1 und dem Kriterium von Eisenstein.)

(1) (1) =

U 6.3. Sei G eine endliche zyklische Gruppe. Dann gibt es eine (endliche) Galoiserweite-
rung L/Q, so dass Gal(L/Q) ~ G.

(Hinweis: Folgerung 6.5, Hauptsatz, und die Tatsache (Satz von Dirichlet), dass
es zu jedem n € N eine Primzahl p gibt mit n | p —1.)

7. Regulire n-Ecke

Wir wollen die natiirlichen Zahlen n (> 3) charakterisieren, fiir die das re-
guliéire n-Eck (mit Zirkel und Lineal aus M = {0, 1}) konstruierbar ist. Dies ist
gleichbedeutend dazu, dass die komplexe Zahl z = e2™/™ konstruierbar ist.

Definition 7.1

Fine ungerade Primzahl p heiflit Fermatsche Primzahl, falls p — 1 eine Potenz
von 2 ist.

Lemma 7.2

Sei p eine Primzahl. p ist Fermatsche Primzahl genau dann, wenn p = 22" +1
gilt fiir eine ganze Zahl t > 0.

2David A. Cox, Why Eisenstein Proved the Eisenstein Criterion and Why Schénemann
Discovered It First, The American Mathematical Monthly, 118:1 (2011), 3-21.
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Beweis. Ist p fermatsch, dann ist p = 2™ + 1 fiir ein m > 1. Ist s eine ungerade
positive Zahl, so ist —1 eine Nullstelle von 7° + 1, also gilt 7° +1=(T'+1) - g
fiir ein g € Z[T]. Fiir jede positive ganze Zahl r gilt also

27 4 1= (27)° +1=(2"+1)g(2").

Ist dies eine Primzahl, so muss s = 1 sein. Es folgt: Ist p = 2™ + 1 prim, so
enthélt m (auBer 1) keinen ungeraden Teiler, ist also eine Potenz von 2. ]

Bemerkung. Es ist allerdings unklar, welche der Zahlen p = 22! + 1 iiberhaupt Prim-
zahlen sind. Bisher ist dies nur fiir t = 0, 1,..., 4 bekannt. D. h. die zur Zeit einzig
bekannten Fermatschen Primzahlen sind 3, 5, 17, 257 und 65.537. Fiir ¢t = 5 hat man
4.294.967.297 = 641 x 6.700.417 (Euler).

Lemma 7.3

(1) Sei p eine Primzahl und k > 1. Dann gilt o(p*) = p* — p*~1.

(2) Sind m, n € N teilerfremd, so gilt p(mn) = p(m)p(n).
(3) Sein = p]fl o pf‘ mit k; > 1 und paarweise verschiedenen Primzahlen
P1y-..,p¢. Dann gilt
¢ ¢
o) =]eF = =o' — 1)

=1 i=1

Beweis. (1) Von den p* Elementen 1, 2, ..., p® sind genau die p*~! Elemente p - m
(1 <m < p"') nicht teilerfremd zu p*.
(2) Es gilt Zymn ~ Zm X Zn, und es folgt E(Zmn) ~ E(Zm) X E(Zy), und die
Behauptung folgt.
(3) Folgt sofort aus (1) und (2). |

Satz 7.4 (Gauf3 (1796/1801))

Sei n > 1 eine natiirliche Zahl und ¢ € C eine primitive n-te Einheitswurzel.
Aquivalent sind:

(1) ¢ ist konstruierbar (aus 0, 1) (d. h. das regulére n-Eck ist konstruier-
bar).

(2) ¢(n) ist eine Potenz von 2.

(3) Esist n=2"py...p; mit r > 0 und paarweise verschiedenen Fermat-
schen Primzahlen py,...,p; (t > 0).

Beweis. “(1)=-(2)".Ist ¢ konstruierbar, so zeigt Folgerung V.5.5, dass ¢(n) = [E,(Q) :
Q] = [Q(¢) : Q] eine 2-er Potenz sein muss.

“(2)=(1)". En(Q)/Q ist galoissch mit abelscher Galoisgruppe G der Ord-
nung ¢(n), nach Folgerung 6.5. Hat nun G eine Ordnung 2™, so folgt mit dem
Satz von Cauchy (abelsche Version, Lemma 11.3.1), dass es eine prim-zyklische
Normalreihe gibt fiir G, wobei jeder Faktor die Ordnung 2 hat: denn ist U ei-
ne Untergruppe der Ordnung 2, so ist auch G/U abelsch und von der Ordnung
2™~ und man argumentiert dann induktiv. Auf diese Normalreihe wendet man
den Hauptsatz der Galoistheorie an, um einen Koérperturm

Q=K¢CKi1C...CKn1 CKn=E,(Q)>¢
mit [K; : K;—1] =2 fiir ¢ = 1,...,n zu bekommen.

“(3)=(2)”. Ist n = 2"p1...ps mit r > 0 und paarweise verschiedenen Fer-
matschen Primzahlen p1, ..., p:, so gilt

pn)=2"=2""Y (pr—1)-...-(p— 1),
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wobei der erste Faktor nur fiir » > 1 auftaucht. Aus der Form der Fermatschen
Primzahlen folgt, dass ¢(n) eine Potenz von 2 ist.
“(2)=(3)”. Sei umgekehrt o(n) eine Potenz von 2. Sei n = p¥'...pf* die
Primfaktorzerlegung. Dann gilt
t
o) =[5 —pi ),
i=1

und daher muss jedes pfi —pfﬁl eine Potenz von 2 sein. Ist p; # 2, so muss dann

ki = 1 sein, da sonst p; ein Teiler wire. Es ist also n von der Form n = 2"py ... p;
mit » > 0 und paarweise verschiedenen ungeraden Primzahlen p;, und es ist
p;i — 1 = ¢(p;) eine Potenz von 2, also p; fermatsch. |

Bemerkung. Fiir n = 3,...,20 gilt fiir genau die fettgedruckten n, dass ¢(n) eine 2-er
Potenz ist, also das reguldre n-Eck konstruierbar ist.

n|3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
en) |2 2 4 2 6 4 6 4 10 4 12 6 8 8 16 6 18 8

Auch hier sieht man nochmal, dass die Dreiteilung des Winkels nicht geht: das regulére
3-Eck (£ 120°-Winkel) ist konstruierbar, das regulire 9-Eck (£ 40°-Winkel) aber
nicht.

*

8. Allgemeines Konstruierbarkeitskriterium

Das folgende allgemeine Kriterium ist eine modifizierte Version vom notwen-
digen Kriterium Folgerung V.5.5. Der Beweis erfordert den Hauptsatz der Galois-
theorie.

Satz 8.1 (Hinreichendes und notwendiges Konstruierbarkeitskriterium)

Sei z € C. Aquivalent sind:

(1) z ist konstruierbar.

(2) z ist algebraisch, und der Grad des Zerfillungskorpers des Minimal-
polynoms von z iiber Q ist eine Potenz von 2.

Beweis. “(1)=-(2)". Sei z konstruierbar. Dann gibt es einen Kérperturm
Q=KoCK,C...CK,

mit [K; : Ki—1] =2 firi=1,...,n und mit z € K,,. Jedes K; wird iiber K;_1
durch ein Element vom Grad 2 erzeugt. Quadratische Ergénzung zeigt dann, dass
K; = Kl—l(\/a) fiir ein a; € K;_1 gllt (Z =1,.. .,n). Es gllt

Es gibt eine endliche Galoiserweiterung L/Q, die K, als Zwischenkérper
enthdlt, und einen Kdrperturm

Q=LoCL1C...CLn=1L
mit [Li : Lia] <2 (i =1,...,m).

Beweis durch Induktion nach n. Fiir n = 0 und n = 1 ist die Aussage
trivial. Sei nun n > 2. Setze K = K,, K’ = K,_1, und sei per Induktions-
voraussetzung L’ eine Erweiterung von K’ mit L'/Q galoissch und das obere
Ende eines Koérperturms wie behauptet. Sei b € K mit K = K’(b) und mit
b?> € K’. Wir betrachten L'K = L’(b), das Kompositum gebildet in C. Sei
L der normale Abschluss von L'K iiber Q. Ist ¢ € G := Gal(L/Q), so ist
o(L'K) =o(L'(b)) = o(L")(a(b)) = L' (c(b)); letzte Gleichung, weil L’ /Q normal
ist; ferner enthilt L' damit auch den Kérper o(K’). Da L nach Proposition V1.6.6
das Kompositum aller Konjugierten von L'K ist, folgt L = L’ (a(b) 10 € G).
Wegen b?> € K’ C L' ergibt sich [L/(b) : L'] < 2, und wegen o(b)? € o(K’) C L’
ebenso, dass bei jedem weiteren Hinzuadjungieren eines Konjugierten von b ein
Grad < 2 hinzukommt, bis L erreicht ist. Es folgt die Behauptung. —
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Da nun L/Q normal ist mit z € L, enthélt L einen Zerfallungskorper F' des
Minimalpolynoms von z iiber Q. Es ist nach Konstruktion [L : Q] eine Potenz
von 2, also auch [F' : Q] als Teiler dieser Zahl.

“(2)=(1)”. Sei L Zerfallungsksrper des Minimalpolynoms von z iiber Q, und
es sei [L : Q] = 2™. Es ist L/Q eine Galoiserweiterung. Beweise per Induktion
nach m, dass jedes x € L konstruierbar ist. Fiir m = 0 (oder m = 1) ist die
Sache klar. Sei nun m > 1. Die Gruppe G = Gal(L/Q) hat die Ordnung 2™ und
hat daher ein nichtriviales Zentrum, nach Proposition 1.5.7, und dies Zentrum
enthilt (Cauchy) ein Element der Ordnung 2; die davon erzeugte Untergruppe N
ist ein Normalteiler von G. Sei K = L. Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie
ist K/Q galoissch, vom Grad [K : Q] = 2™ '. Nach Induktionsvoraussetzung ist
jedes Element in K konstruierbar. Da jedes x € L einer quadratischen Gleichung
iiber K geniigt, ist dann auch x konstruierbar. |

9. Der Fundamentalsatz der Algebra *

Ziel dieses Abschnitts ist es, einen weitesgehend algebraischen Beweis des fol-
genden Satzes zu geben.
Satz 9.1 (Fundamentalsatz der Algebra)

Der Koérper C der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen.

Dabei heisst ein Korper K algebraisch abgeschlossen, wenn jedes nicht-konstante
Polynom f € K[T] in K eine Nullstelle hat, oder dquivalent, wenn es iiber K
vollstéindig in Linearfaktoren zerfillt. Die elegantesten Beweise des Satzes werden
in der Funktionentheorie gefithrt mit dem Satz von Liouville. Hier soll der Beweis
als Anwendung der Galoistheorie und der Sylowsétze erfolgen.

Analytische Eigenschaften der reellen Zahlen. Fiir den Beweis des Fun-
damentalsatzes der Algebra bendtigen wir die folgenden, wohl-bekannten Eigen-
schaften des Korpers R der reellen Zahlen:

(1) jedes Polynom f € R[T] ungeraden Grades hat eine reelle Nullstelle (dies
folgt aus dem Zwischenwertsatz);
(2) jede positive reelle Zahl hat eine reelle Quadratwurzel.
Aus (1) ergibt sich sofort:

Lemma 9.2

Ist L/R eine endliche Kérpererweiterung mit [L : R] ungerade, so gilt L = R.

Beweis. Da R perfekt ist, gibt es nach dem Satz vom primitiven Element ein x € L
mit L = R(z). Dann hat f = MIPO(z/R) ungeraden Grad n, ist irreduzibel und
hat eine reelle Nullstelle, was nur fiir n = 1 moglich ist. ]

Aus (2) kann man leicht (z. B. aus der Polarkoordinatendarstellung) ableiten, dass
jede komplexe Zahl eine (komplexe) Quadratwurzel besitzt. Daraus folgt:

Lemma 9.3

Ist L/C eine Korpererweiterung mit [L : C] < 2, so gilt L = C.

Beweis. Wie beim vorherigen Lemma. |

Beweis von Satz 9.1. (GauB-Artin) Es sei L/C eine endliche Kérpererweiterung.
Dann ist auch L/R endlich. Sei N D L normaler Abschluss von L/R. Dann ist
N/R galoissch. Wir werden N = C zeigen, was den Fundamentalsatz beweist.
Sei G = Gal(N/R). Es ist |G| = [N : R] = [N : C]-[C : R] = 2[N : C]
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gerade. Sei P eine 2-Sylowgruppe von G. Sei M = N¥ der Fixkdrper von P
in N. Dann ist [M : R] = [G : P] ungerade. Nach dem ersten Lemma folgt
M = R. Damit ist G eine 2-Gruppe (eine Gruppe der Ordnung 2™). Dann ist auch
H := Gal(N/C) C Gal(N/R) eine 2-Gruppe. Sagen wir, |H| = 2". Angenommen,
n > 0. Eine maximale Untergruppe U # H von H (existiert!) hat die Ordnung
2"n~1 also [H : U] = 2: dies zeigt man per Induktion nach n; man nutzt aus,
dass H fiir n > 1 ein nicht-triviales Zentrum hat (Proposition 1.5.7), das eine
Untergruppe V der Ordnung 2 enthélt (Satz von Cauchy); dann wendet man die
Induktionsvoraussetzung auf die Faktorgruppe H/V an. — Fiir den Fixkorper
N gilt also [NV : C] = 2. Das ist aber nach dem zweiten Lemma nicht méglich.
Also gilt n = 0, und damit [N : C] = |H| =2° =1, also N = C. |

Bemerkung. Beweisversuche des Fundamentalsatzes gab es von vielen groflen Mathe-
matikern (Leibniz, Euler, Lagrange, Laplace,...), wobei d’Alembert (1746) besonders
hervorzuheben ist. Alle diese Beweisansitze waren jedoch liickenhaft. C. F. Gauf} hat
mindestens vier unterschiedliche Beweise des Fundamentalsatzes verdffentlicht. Sein
erster von 1799, auf Grundlage von d’Alemberts Idee, ist aber ebenfalls noch nicht
ganz vollstandig, weil Gaufl ohne Beweis Eigenschaften von Kurven verwendete, die
damals noch nicht bekannt waren. Erst sein zweiter Beweis von 1816 gilt aus heutiger
Sicht als komplett. Zuvor hatte R. Argand 1814 ebenfalls einen nahezu vollstéindigen
Beweis vorgelegt, auf Grundlage des Ansatzes von d’Alembert; allerdings war die von
ihm verwendete Existenz eines Minimums einer stetigen Funktion auf einem Kom-
paktum damals noch nicht rigoros bewiesen. Der Fundamentalsatz wird manchmal
auch Satz von Gaufi-d’Alembert genannt.

Recht ausfiihrlich zusammengefasst ist die Historie in dem von R. Remmert ver-
fassten Kapitel zum Fundamentalsatz der Algebra in dem Buch H.-D. Ebbinghaus
et. al., Numbers, Springer 1991. (Auch auf deutsch als Zahlen (2. Auflage 1988)
erhéltlich.)






KAPITEL VIII

Erginzende Themen zur Auflésbarkeit von
Gleichungen *

1. Die allgemeine Gleichung n-ten Grades

Sei k ein Korper und k(ty,...,t,) der Quotientenkdrper des Polynomrings
klti,...,t,] in n Unbestimmten iiber k. Sei f(X) € L[X] das folgende Polynom
in einer Unbestimmten X iiber dem Korper L = k(tq,...,t,):

FX)=(X—t) (X —t2) o (X —tp) = X" =51 X" oo (=1)"sy,
wobei die s; € k(t1,...,t,) die elementar-symmetrischen Polynome sind:
81:t1+t2+"‘+tn, S9 = Z titj,...78n:t1t2...tn.
1<i<j<n

Es heisst f(X) das allgemeine Polynom n-ten Grades iiber k, und f(x) = 0 die
allgemeine Gleichung n-ten Grades iiber k. Es ist K = k(s1, ..., s,) ein Teilkorper
von L, und f(X) € K[X]. Offenbar ist L der Zerfillungskérper von f(X) iiber K.

Proposition 1.1

L/K ist eine Galoiserweiterung vom Grad [L : K] = n! und mit Galoisgruppe
Sn-

Beweis. Es ist klar, dass jedes o € S,, vermoge t; — to(s) €inen K-Automorphismus
von L induziert. Nach dem Satz von Artin ist L/L%" galoissch mit Galoisgruppe
S, und [L : L5"] = |S,| = nl. Offenbar gilt K = k(s1,...,5,) C L°". Da L
Zerfallungskérper von f(X) (Polynom vom Grad n) iiber K ist, gilt aulerdem
[L: K] < nl. Damit ergibt sich K = L. |

Bemerkung. Ein f € L = k(t1,...,t,) heisst symmetrisch, falls f = f7 gilt fiir jedes
0 € Sp, also wenn f € LS. Die Schlussfolgerung L = k(sy, ..., s,) ist dann gerade
Teil des Hauptsatzes tiber symmetrische Funktionen: die symmetrischen Funktionen
sind gerade die durch die elementar-symmetrischen Polynome erzeugten Funktionen.
(Zu diesem Hauptsatz vgl. auch unten stehende Proposition.)

Aus Satz VII.4.5 folgt sofort:
Satz 1.2 (Ruffini-Abel (1799/1813, 1824/26))

Sei f das allgemeine Polynom n-ten Grades iiber einem Korper der Charak-
teristik 0. Fiir n > 5 ist f(xz) = 0 nicht auflésbar durch Radikale.

Eine wesentliche Liicke in Ruffinis Beweis von Satz 1.2 bestand in der Unklarheit,
ob bei ihm die Bildung von Radikalen tatséchlich im Koérper L stattfinden muss,
was er stillschweigend annahm. Diese Liicke wurde von Abel geschlossen mit folgen-
der Aussage, die er natiirlich noch ohne Galoistheorie bewiesen hatte. Der unten
stehende Beweis verwendet Galoistheorie und ist im Gegensatz zu Abels Beweis
(vgl. [15] oder [16]) nahezu trivial.

107



108 VIII. ERGANZENDE THEMEN ZUR AUFLOSBARKEIT VON GLEICHUNGEN *

Proposition 1.3 (Satz von Abel iber natiirliche Irrationalititen)

Sei L/K die Kérpererweiterung mit L = C(ty,...,t,) und K = C(s1,...,8p).
Sei v € L ein Element, welches in einer Radikalerweiterung R/K liegt. Dann
gibt es eine Radikalerweiterung R'/K mit R' C L und v € R'.

Kurz: Radikale, die auerhalb von L gebildet werden, etwa {/si, bieten keinen
zusétzlichen Nutzen.

Beweis. Allgemeiner sei K ein Korper der Charakteristik 0, der alle Einheitswur-
zeln enthilt, und L/K eine endliche Galoiserweiterung. Wir kénnen ohne Ein-
schrinkung annehmen, dass R/ K eine galoissche Radikalerweiterung ist, vgl. Pro-
position VIL.4.4. Dann ist Gal(R/K) auflosbar.

Sei f = MIPO(v/K). Weil v € LN R, und weil L/K und R/K normal sind,
zerféllt f iber L und iiber R in Linearfaktoren. Ist M der Zerfillungskorper von
f iiber K, so kénnen wir also M C L N R annehmen'. M/K ist galoissch, und
Gal(M/K) ~ Gal(R/K)/Gal(R/M) ist auflésbar. Da K alle Einheitswurzeln
enthilt, folgt, dass M /K eine Radikalerweiterung ist, vgl. den letzten Beweisteil
von Satz VIL.4.5. Wegen v € M und M C L folgt die Behauptung mit R’ := M. R

Der Vollsténdigkeit halber zeigen wir noch folgenden zweiten Teil des Hauptsatzes
iiber symmetrische Funktionen.

Proposition 1.4

Die elementar-symmetrischen Polynome si, ..., s, sind iiber k algebraisch un-
abhéngig. D. h. ist f € k[S1,...,S,] ein Polynom in den n Unbestimmten
S1,...,Sn, und gilt f(s1,...,8,) = 0, so ist schon f = 0. Es folgt also, dass
k[s1,...,8n] selbst ein Polynomring iiber k in den Unbestimmten 1, ..., S, ist
und K = k(s1,...,s,) dessen rationaler Funktionenkdrper.

Beweis. [9, IV, §6] Induktion nach n. Nehmen wir stattdessen an, dass f # 0 gilt.
Wir kénnen auflerdem annehmen, dass f dabei minimalen Grad hat (wobei per
definitionem jedes S; den Grad 1 hat, und ein Monom die Summe der auftau-
chenden Exponenten als Grad). Schreibe f als Polynom in der Unbestimmten
Sh:

f=fo(S1, ..., Sn 1)+ f1(S1,- ., Sn1)  Sn4 ...+ fa(S1,...,Sn_1)- SL.

Dabei gilt fo(S1,...,Sn—1) # 0: denn sonst wire f = g - S, fiir ein Polynom
g € Kk[S1,...,Sn-1] C k[S1,...,5x], g # 0, und Einsetzen der s; ergibt 0 =
g(S1,...,8n—1)8n, und daher g(si,...,s,—1) = 0; aber g hat einen kleineren
Grad als f. —

Einsetzen der s; in obige Gleichung liefert

0= fo(sl,. . .,Sn71) -+ fl(sl, .. .,8»,171) cSn+ ...+ fd(sl, .. .,Snfl) . SZ.

Dies ist insbesondere eine Gleichung in k[ti,...,t,]. Substituieren wir ¢, = 0,
so ergibt dies wegen s, = t1 - ... - t,, dass alle Summanden verschwinden, bis
auf den O-ten: 0 = fo(s?,...,s,_1), wobei hier s} aus s; durch Substitution
t, = 0 hervorgeht. Dies ist nun eine nicht-triviale Relation in den elementar-
symmetrischen Polynomen in k[t1,...,tn—1], und dies ergibt einen Widerspruch
nach der Induktionsannahme. |

'Um prizise zu sein: Weil R/K (v) galoissch ist, ist R Zerfillungskérper eines (separablen)
Polynoms g iiber K(v). Es sei Q = L(a1,...,as) Zerfallungskérper von g iiber L, mit aq,...,as
die Nullstellen von g in Q. Dann ist offenbar K (v)(au,...,as) C Q ein Zerfillungskérper von g
iiber K(v). Dieser ist K (v)-isomorph zum Zerféllungskérper R. Wir kénnen ohne Einschrinkung
Gleichheit annehmen. Dann spielt sich alles in Q2 ab, und f hat in L und in R dieselben Nullstellen.
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Bemerkung. Das allgemeine Polynom n-ten Grades ist eigentlich ein ganz spezielles Po-
lynom. Es ist aber insofern “allgemein”, weil man in die Koeffizienten (die selbst in
keinerlei algebraischer Relation zueinander stehen; vgl. vorherige Proposition) belie-
bige Korperelemente aus k einsetzen kann, und dann ein “konkretes” Polynom in
k[X] vom Grad n erhilt. Klar ist dann: wenn sich das allgemeine Polynom n-Grades
iiber k durch Radikale auflosen ldsst, dann auch jedes Polynom n-ten Grades in k[X];
die “Losungsformel” wére dabei sogar sozusagen “universell” durch die des allgemei-
nen Polynoms vorgegeben. (Fiir n < 4 kann man dies ausnutzen.) Umgekehrt sagt
die Nichtauflésbarkeit (durch Radikale) des allgemeinen Polynoms n-ten Grades wie
im vorstehenden Satz nichts iiber die Auflosbarkeit einzelner, konkreter Polynome
n-Grades in k[X] aus. So schliefit Satz 1.2 theoretisch nicht aus, dass etwa sogar alle
Polynome 5-ten Grades in Q[X] auflésbar wéren (was ja nach Folgerung VII.5.4 nicht
der Fall ist). Daher ist Galois’ Satz VII.4.5, mit dem wir ja auch Satz 1.2 bewiesen
haben, eine deutliche Verbesserung vom letzteren.

Aufgaben
U 1.1. [Satz von Abel (1829)] Sei Char(K) = 0 und f € K[T] vom Grad n mit Nullstellen
T = T1, T2,...,2Tn im Zerfdllungskérper L. Es gebe rationale Funktionen 0; € K(T')
mit
e 0i(x) =u; fiiri=1,...,n, sowie

o 0;(6;(x)) = 6;(0:(x)) fiir alle 1 <4, j < n.
(In dem Fall nennt man f(z) = 0 eine abelsche Gleichung?.)
Dann ist f(z) = 0 aufldsbar. — Genauer: Gal(f/K) ist abelsch.
U 1.2. Fiir das n-te Kreisteilungspolynom &,, iiber Q ist die Gleichung ®,,(x) = 0 abelsch.

U 1.3. Sei f € K[T] irreduzibel und separabel. Genau dann ist die Gleichung f(x) = 0
abelsch, wenn die Gruppe Gal(f/K) abelsch ist.

2. Auflésbarkeit von irreduziblen Gleichungen von Primgrad

Es gelte Char(K) = 0. Sei p eine Primzahl. Sei f € K[T] irreduzibel (separabel)
und vom Grad p. Wir identifizieren die Nullstellenmenge von f mit der Menge
X ={0,1,...,p — 1} und betrachten diese als die Elementmenge des Korpers
F, = Z/pZ. Wir wissen, dass Gal(f/K) transitiv auf X operiert. Sei GA(p) C S,
die Untergruppe der bijektiven, affinen Abbildungen mg: F, = Fp,, £ — az+b mit
a,belF,,a##0.Dannist miy =0 :=(01... p—1) ein p-Zykel. Schreiben wir m, =
Mq,0, SO ist leicht zu sehen, dass m,o = 0%m, gilt und jedes Element in GA(p) sich
eindeutig in der Form o®m, (mit 1 <a <p—1,0 < b < p— 1) schreiben lisst, und
GA(p) damit die Ordnung p(p — 1) hat. Offensichtlich operiert (o) transitiv auf X,
also auch GA(p). Zudem ist leicht zu sehen, dass (o) ein (abelscher) Normalteiler in
GA(p) ist mit abelschem Faktor. Daher ist GA(p) auflésbar. Ferner gilt insbesondere
fiir GA(p) folgende Aussage:

Sei G < S, eine Untergruppe mit o € G und |G| < p?. Dann sind die Elemente
ol (mit 1< j<p—1) die einzigen p-Zykeln in G.

Denn sei 7 € G ein p-Zykel. Dann konnen nicht alle Elemente o7/ mit 1 <
i, j < p—1 verschieden sein. Etwa o7/ = ¢*7*, mit i # s und j # t. In dem Korper
), hat t — j ein Inverses u. Dann folgt 7 = rult=i) = guli=s),

Satz 2.1 (Galois)

Sei G eine Untergruppe von S,. Es ist G transitiv und auflésbar genau dann,
wenn G konjugiert zu einer Untergruppe von GA(p) ist, die o enthélt.

?Dies ist der Grund dafiir, dass spiter kommutative Gruppen abelsch genannt wurden.
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Beweis. “<«” ist klar, weil jede Gruppe, isomorph zu einer Untergruppe der auflos-
baren Gruppe GA(p), selbst auflosbar ist.
“=" Es gibt nach Satz I11.7.5 eine prim-zyklische Normalreihe

{1} =Uo < U1 <9 < Up-1 < U, =G.

Jeder nicht-triviale Normalteiler N einer transitiven Gruppe H in Sp, ist
selbst transitiv mit p | | N|.

Denn alle n verschiedenen N-Bahnen N.z von X sind gleichméchtig (weil
H transitiv und N < H), und die N-Bahnenzerlegung von X liefert p = |X| =
n - |N.z|, damit (wegen p prim und N — S(X), n — [z — n.z] injektiv nach dem
Abschnitt vor VIL.5.1) n = 1, und mit dem Bahnenlemma folgt p | |N|. —

Insbesondere folgt dies (induktiv) fiir Un—1,...,Ur, und |Ui| = p. Es enthilt
U, also einen p-Zykel. Es gibt also 7 € S, mit rorl e G, bzw. 0 € YU T -
GA(p). Da g — 7 'gr ein Automorphismus von S, ist, kénnen wir zur Ver-
einfachung der Notation ohne Einschrinkung annehmen, dass 7 = 1 ist. Also
o € Ui < GA(p). Wegen Ui < U folgt uou”t € GA(p) fiir alle u € Ua. Mit
nachfolgendem Argument schliefSen wir daraus v € GA(p), also Uz C GA(p), und
setzt dies dann induktiv fort bis G = U, C GA(p). Es ist also noch zu zeigen:

Ist B €S, mit BoB~* € GA(p), so gilt B € GA(p).

Denn offenbar ist So87" ein p-Zykel. Da dieser in GA(p) liegt, folgt aus
der Vorbemerkung zum Satz, dass So8~' = o’ fiir ein j € {1,...,p — 1} gilt.
Also fo = ¢’8. Das bedeutet B(x + 1) = B(x) + j in F,, und es folgt induktiv
B(z) = jz + B(0) in Fy,. Damit 8 = m; gy € GA(p). |

Bemerkung. Insbesondere folgt:
f(z) =0 aufléssbar = p| |Gal(f/K)| | pp—1).

Fiir p = 5 zum Beispiel kommen als Ordnungen nur 5, 10 und 20 in Frage, obwohl
die S5 ja 120 Elemente hat. Fiir p = 7 gilt schon |S7| = 5040, aber nur 7, 14, 21 und
42 kommen als Ordnungen im Falle der Auflésbarkeit in Frage.

Lemma 2.2

Sei G eine transitive Untergruppe von S,. Es ist G auflosbar genau dann, wenn
das einzige Element in GG, welches zwei Elemente fest lédsst, das neutrale Element
ist.

Beweis. “=” Hier geniigt es zu beoachten, dass alle Untergruppen von GA(p) und
deren konjugierten die behauptete Eigenschaft haben.

“«<=" Es gelte, dass das neutrale Element das einzige in G ist, das mindestens
zwei Fixpunkte hat. Dann folgt, dass die Standuntergruppen von zwei verschie-
denen Elementen disjunkt sind, wenn man jeweils das neutrale Element heraus
nimmt. Jede Standuntergruppe hat wegen der Transitivitit genau q := |G|/p Ele-
mente (Bahnenlemma). Da jedes 1 # g € G entweder in der Standuntergruppe
Sta(z) eines (eindeutigen) Elementes x € X liegt oder keinen Fixpunkt hat, zeigt
ein einfaches Abzdhlargument, dass G genau p — 1 Elemente ohne Fixpunkte hat.
Sei v € G ein solches. Dann gilt:

~y ist ein p-Zykel. Die v7 mit 1 < j < p —1 sind alle p-Zykel in G.

Denn: Wiirde 47 ein Element = € X fix lassen, so auch das Element v(x) # x,
und daher muss 4/ = 1 gelten. Es folgt also, dass fiir jedes z € X die Stand-
untergruppe St(,y(x) trivial ist und damit jede (v)-Bahn genau [{y)| > 1 viele
Elemente hat. Da | X| = p prim, kann es dann nur eine {y)-Bahn geben, und diese
hat p Elemente. —

Es ist v konjugiert zu o. Zur Vereinfachung der Notation kénnen wir auch hier
wieder annehmen, dass diese Konjugation trivial ist, also v = ¢. Ist nun 8 € G, so
ist Bo3" von der Form o7 (weil ohne Fixpunkte). Insbesondere Bo3~ € GA(p).
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Aus einer Aussage aus dem Beweis des vorherigen Satzes folgt 8 € GA(p). Also
G < GA(p) auflgsbar. |

Satz 2.3 (Galois)

Sei f € KT irreduzibel (separabel) vom Grad p prim und mit Zerfillungskor-
per L. Genau dann ist die Gleichung f(x) = 0 durch Radikale auflésbar, wenn
fiir alle Paare von Nullstellen z, y von f mit x # y gilt, dass L = K (z,y) Ist.

Beweis. Nach dem Hauptsatz gilt L = K(z,y) genau dann, wenn Gal(L/K (z,y)) =
{1} gilt, also genau wenn jedes o € Gal(L/K), welches zwei Nullstellen festhilt,
die Identitét ist. Die Aussage folgt dann aus dem Lemma mit Satz VII.4.5. |

Aus dem Satz kann man dhnliche Aussagen wie in Satz VIL.5.3 ableiten, zum Bei-
spiel:

Folgerung 2.4

Es gelte K C R. Sei f € K[T) irreduzibel vom Grad p prim. Es seien mindestens

zwei, aber nicht alle Nullstellen von f reell. (Insbesondere folgt p > 5.) Dann
ist die Gleichung f(z) = 0 nicht auflésbar.

Beweis. Seien z und y zwei reelle Nullstellen. Sei L der Zerfdllungskorper von f iiber
K. Weil es nicht-reelle Nullstellen gibt, kann L = K(z,y) wegen K(z,y) C R
nicht gelten. |

Bemerkung. Bemerkenswert ist, dass der vorstehende Satz (und sein Korollar) vollig
ohne Riickgriff auf Gruppen formuliert ist, und dass bei den Beweisen die Einfachheit
der A, bzw. die Nichtauflésbarkeit der S, (p > 5) nicht verwendet wird.?

Bemerkung. Ein sehr lesenswerter, historischer Ubersichtsartikel iiber die Siitze von
Ruffini-Abel und Galois zur Auflosbarkeit von Gleichungen ist von M. Rosen®*. Dort
wird auch erwidhnt, dass L. Kronecker 1856 die vorstehende Folgerung mit Abels
Methoden bewiesen hat, offenbar in Unkenntnis des Resultats von Galois.

Beispiel. Als Beispiel kénnen wir auch hier wieder K = Q und f = T° — 61 + 3 nennen.
Man beachte jedoch, dass etwa fiir K = R die Gleichung f(z) = 0 iiber K auflésbar
ist, denn f ist dann nicht mehr irreduzibel. Uber R ist jede Gleichung auflssbar, weil
C = R(v/—1)/R Radikalerweiterung (und algebraisch abgeschlossen) ist.

Aufgaben

U 2.1. Sei p > 5 prim. Das Polynom f = TP — 4T 4 2 € Q[T] ist irreduzibel und
(Kurvendiskussion) hat genau drei reelle Nullstellen. Also ist die Gleichung f(z) =0
nicht auflosbar.

U 2.2. Sei p prim und L C C der Zerfillungskérper von TP — 2 € Q[T]. Es gilt L =
Q(e*™ /P, 3/2) und Gal(L/Q) ~ GA(p).

U 2.3. Seipprimund g = TP~ ' +TP" 24 4+T+1 € Q[T] mit Nullstellen zo, ..., 2, 2 €
C. Es ist Gal(g/Q) zyklisch von der Ordnung p — 1, erzeugt von z; — z;41 (Indizes
modulo p — 1) bei geeigneter Nummerierung.

U 2.4. Sei p prim und f = TP — 2 € Q[T]. Es gilt Gal(f/Q(e*""/?)) ~ (¢) <« GA(p) und
GA(p)/(o) ~ Gal(g/Q) (mit g aus der vorigen Aufgabe), die Faktorgruppe gegeben
durch die Menge der Nebenklassen [m,] (1 <a <p-—1).

3Galois notierte in seinem Testamentsbrief, dass die kleinste (nicht-abelsche) einfache Gruppe
die Ordung 60 hat. (Satz II1.5.8.) Ob er das mit damaligen Methoden bewiesen haben konnte,
wird in folgendem lesenswerten Artikel beleuchtet. Ian Stewart: Galois and the simple group of
order 60. Archive for History of Exact Sciences 78 (2024), 1-28.

4Michael Rosen: Niels Hendrik Abel and Equations of the Fifth Degree. The American Ma-
thematical Monthly 102:6 (1995), 495-505.
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Sei nun p = 5. Dann ist
{1} < (o) < (o, m4) < GA(5)
eine prim-zyklische Normalreihe. Es gilt GA(5) N A5 = (o, m4) ~ Ds.
U 2.5. Statt As hatte Galois folgende Gruppe von 2 x 2-Matrizen iiber dem Kérper Fs

betrachtet: PSLa(F5) := SL2(F5)/£1, wobei hier 1 die Einheitsmatrix meint. Es gilt
PSL2(F5) ~ As. Alternativ: PSL2(FF5) ist eine einfache Gruppe der Ordnung 60.

3. Einheitswurzeln als Radikale

Sei K ein Teilkorper von C. Im Beweis von Satz VII.4.5 wurde wesentlich
Gebrauch von Einheitswurzeln gemacht, die man ggfs. einfach hinzu adjungiert hat.
Bezeichnet man eine beliebige Nullstellen eines Polynoms der Form f =7T" —a €
K[T) (a # 0) mit {/a € C, so bekommen wir alle Nullstellen von f als (¥ - {/a,
wobei ( eine n-te primitive Einheitswurzel ist. Daher kann man {/a einen konkreten
Wert geben, indem man sich an die Konvention hélt, dass fiir positiv-reelles a mit
{/a die eindeutig bestimmte positiv-reelle n-te Wurzel von a genommen wird. Ist
0+#acC,soista=r-e“ (mit eindeutigen r > 0 und 0 < o < 27). Dann ist
Y/a = {/r- e/ eine mogliche Konvention, dem Radikal {/a einen eindeutigen
Wert zu geben, und alle anderen Nullstellen von 7™ — a haben dann durch ¢* - {/a
mit k=1,...,n—1 und ¢ = >™/" eine eindeutige Bedeutung. Aber:

(I) Ist eine primitive n-ten Einheitswurzel ¢ selbst ein “Radikal”?

Nach Definition VII.2.2 ist die Antwort (trivialerweise) ja, denn ( ist (ei-

ne) Nullstelle von 7™ — 1, also “¢ = {/17. Aber man kénnte dies im Sinne von
“Auflosung durch Radikale” als symbolisch-abstrakt und unvollstéindig ansehen.

27i/3

Die dritte primitive Einheitswurzel ( = e z. B. konnen wir auch schreiben

als
(o TLt iv3
=—F
D. h. ¢ liegt in der (einfachen) Radikalerweiterung Q(v/—3) iiber Q. Und dies ist
gegeniiber der Schreibweise “¢ = /1”7 sicherlich eine viel bessere Darstellung von ¢

durch Radikale.
Eine weitere Frage ist:

(II) Wenn man beim Aufldsen einer Gleichung f(x) = 0 iterativ Radikale der
Form /a adjungiert, sind dann alle Werte von {/a zulissig zum Bauen
einer Nullstelle von f?

Man mdochte ja keine falsche Auswahl treffen (konnen).

Vermoge =/~ = {//-- sieht man, dass es geniigt, die Fragen fiir n = p prim
zu beantworten, vgl. auch Satz I11.7.5. Ist im jeweiligen Schritt das Polynom TP —a
irreduzibel (iiber der bis dahin erreichten Teil-Radikalerweiterung K; von K), so
lassen sich je zwei Nullstellen davon stets durch einen K;-Isomorphismus ineinander
iiberfithren nach Satz V.2.4, der sich dann auf den ganzen Zerfallungskorper von f
erweitert, nach Satz VI.2.3. Hat man Frage (I) erstmal positiv beantwortet und alle
nétigen Einheitswurzeln hinzuadjungiert, 16st sich Frage (II) durch die (einfache)
Ubung VIL.2.1; denn ist 7? — a nicht irreduzibel iiber K;, so zerfillt es schon iiber
K; in Linearfaktoren, d. h. durch Hinzuadjungieren der Nullstellen vergroflert sich
K; nicht, und wir kénnen den Schritt dann auslassen.
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Zur Frage (I) haben wir®:
Satz 3.1 (Gauf3 (1801))

Korperturm
K=KyCcKyCc---CK,_1CK,=1L

Polynoms TP — b; € K;_1[T] mit p; < q prim.
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Sei K ein Kérper der Charakteristik 0. Sei q eine Primzahl. Jede g-te (primi-
tive) Einheitswurzel ¢ liegt in einer Radikalerweiterung L/K, die durch einen

gegeben ist mit K; = K;_1(a;) und a; € K; ist Nullstelle eines irreduziblen

Beweis. Fiir ¢ = 2 ist die Aussage offenbar richtig. Sei ¢ > 2 prim und die Aussage
fiir kleinere Primzahlen bereits bewiesen. Nach Satz 1.3 ist E,(K)/K galoissch
mit abelscher (sogar zyklischer) Galoisgruppe G, deren Ordnung ¢ — 1 teilt. Sei
p1-...-pr die Primfaktorzerlegung von [E4(K) : K]. Wenden wir den Haupsatz der
Galoistheorie an auf eine prim-zyklische Kompositionsreihe fiir G (Satz II1.7.5),
dann erhalten wir einen Koérperturm

K:K()CK1C"'CKT-71CK,-:E(I(K)

mit [K; : K;—1] = p; (nach evtl. Umnummerierung); die K;/K;_1 sind galoissch
mit zyklischer Galoisgruppe. Sei K’ = K((1,...,(), mit primitiven p;-ten Ein-
heitswurzeln ¢;. Per Induktionsvoraussetzung (mehrfach angewendet fiir jeden
Primfaktor) liegt K’ in einer Radikalerweiterung Lo von der behaupteten Form.
Setze L; := Lo(K;) fiir ¢ = 1,...,r. Dann ist auch L;/L;—1 galoissch mit zy-
klischer Galoisgruppe, deren Ordnung ein Teiler von p; ist, also = 1 oder = p;:
Denn Einschrankung liefert einen Monomorphismus

Gal(L,'/Lifl) — Gal(K,'/Kifl),
nach Satz VII.3.1 iiber natiirliche Irrationalitdten. Wir erhalten einen Kérperturm
KCLyCLiC---CLwCL=1L

Die L; mit [L; : Li—1] = 1 kénnen wir in der Aufzihlung weglassen. Gilt [L; :
L;_1] = pi, so kénnen wir Satz VII.2.3 anwenden, der zeigt, dass L; = L;—1(b;)
ist, mit b; eine Nullstelle eines Polynoms T?* — a; € L;_1[T]. Dieses Polynom ist
irreduzibel, da der Kérpergrad sonst kleiner als p; (bzw. genauer = 1) wire. Es
gilt ¢ € E4(K) C L. Mit der erwéhnten Induktionsvoraussetzung fiir Lo/ K folgt
die Behauptung.

Damit erhélt man fiir eine Richtung in Satz VII.4.5 eine stéirkere Fassung:
Satz 3.2 (Galois)

Gal(f/K) auflésbar ist, so gibt es einen Korperturm
K=KycKyc---CK,_1CK,=1L

TP —b; € K;_1[T] mit p; prim, so dass alle Nullstellen von f in L liegen.

Sei K ein Kérper der Charakteristik 0 und f € K[T]. Wenn die Gruppe

mit K; = K;_1(a;) und a; € K; ist Nullstelle eines irreduziblen Polynoms

Aufgaben

U 3.1. Sei K ein Kérper mit Char(K) = 0 und f = TP — a € K[T] mit p prim. Dann

sind dquivalent:
(1) f ist irreduzibel iiber K.
(2) f hat keine Nullstelle in K.

5Vgl. §62 in van der Waerden [17], oder Corollary 12.29 und Theorem 13.3 in Tignol [16], oder
Theorem 21.2 in Stewart [15]. Nach Stewart [15, §21] (auch Edwards [5, §24]) wurde dieser Satz,
den Stewart Satz von Vandermonde-Gauf nennt, vollstindig erst von Galois bewiesen, ndmlich

mit Hilfe seines Satzes iiber natiirliche Irrationalititen, vgl. Satz VII.3.1.
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(3) a ist keine p-te Potenz eines Elementes in K.

(Hinweis: Fiir “(3)=-(1)” untersuche man, wie sich f iiber dem Zerfiallungskorper
mit Hilfe von p-ten Einheitswurzeln in Linearfaktoren zerlegt und was das fiir eine
nicht-triviale Zerlegung von f iiber K bedeuten wiirde.)

4. Anhang: Galoisgruppen a la Galois

Der Begriff eines Korpers wurde wohl erst von Dedekind 1871 eingefiihrt, wenn
auch noch konkret nur aus reellen oder komplexen Zahlen bestehend, und eine all-
gemeine Theorie wurde erst allméhlich aufgebaut durch Kronecker, Weber, Steinitz
und andere. Von Weber (1893) stammt wohl die erste abstrakte Definition eines
Korpers. Auch der Gruppenbegriff existierte zu Lebzeiten von Galois (1811-1832)
noch nicht. Er verwendete das Wort Gruppe zwar in seinem Hauptwerk {iber die
Auflssbarkeit von Gleichungen, aber fiir ihn waren dies Permutationen (von Null-
stellen). Der abstrakte Begriff wurde erst von Cayley (1854) definiert. Auch der
Begriff Permutation hatte damals noch nicht die heutige Bedeutung als bijektive
Abbildung, sondern war eine “Auflistung” oder “Substitution” von Buchstaben (bei
Galois waren diese Buchstaben Symbole fiir die Nullstellen eines Polynoms). Inso-
fern ist eine interessante Frage, wie Galois selbst die Gruppe zu einer Gleichung
f (bzw. f(x) = 0) gesehen bzw. definiert hat. Das soll hier kurz erliutert werden.
Dazu wird hier mit heutigen (!) Techniken ad hoc gezeigt, dass seine Gruppe mit
der heutigen Definition der Galoisgruppe iibereinstimmt; Galois’ mathematische
Sprache war im Detail sogar noch ein wenig anders, siehe [12] oder [16].

Galois selbst betrachtete, wie man heute sagen wiirde, separable Korperer-
weiterungen L/K. Er sprach von “bekannten Groflen”, welche man heute als die
Elemente des “Grundkorpers” K ansehen wiirde, und er sprach von Adjunktion
von Elementen, insbesondere auch von Radikalen. Fiir eine Gleichung f(z) = 0
mit f € K[T] betrachtete er (abstrakt) die Nullstellen aj,...,a,, wobei ohne
Einschriankung angenommen wurde, dass die Nullstellen alle einfach sind; also
grad(f) = n. Insofern arbeitete er dann im Zerféllungskorper L = K(aq, ..., ap)
von f, dessen Elemente er als “Funktionen in den Nullstellen” auffasste. Der Korper
der rationalen Funktionen K(t1,...,t,) spielt auch indirekt mit. Wir wissen, dass
wir Gal(f/K) auffassen konnen als Untergruppe der symmetrischen Gruppe S,,,
welche auf den Nullstellen operiert qua o(c;) = a,(;)- Wenn man nur in Termen
dieser Permutationen denkt, wie kann man beschreiben, welche Permutationen ge-
nau in der Galoisgruppe liegen? Fiir Galois kamen nur die in Frage, die die alge-
braischen Relationen zwischen den Nullstellen invariant lassen, und zudem nur die
Elemente aus dem Grundkorper invariant unter allen diesen Permutationen bleiben.
Galois formulierte dies (in englischer Ubersetzung®) so:

THEOREM. Let an equation be given of which the m roots are a, b, c, . ..
There will always be a group of permutations of the letters a, b, c, . ..
which will enjoy the following property:
1. That every function of the roots invariant under the substitutions
of this group will be rationally known;
2. Conversely, that every function of the roots that is rationally
determinable will be invariant under the substitutions.

Wir wissen, dass die heutige Gal(f/K) die Bedingung 1. erfiillt (wegen L/K ga-
loissch). Aber sie erfiillt auch die Bedingung 2.: Denn jedes x € L liisst sich schrei-
ben als = g(ay, ..., ay) fir ein Polynom g € K[t1,...,t,] (da alle a; algebraisch
iiber K sind; Folgerung V.3.3). Es ist dann « € K, genau wenn g(aq,...,a,) =0
mit § = g —a € Kl[t1,...,t;] und a := z. Bedingung 2. bedeutet also gerade,

6Neumann [12], Seite 113 f., “Proposition I”.



4. ANHANG: GALOISGRUPPEN A LA GALOIS 115

dass fiir alle x € K und alle ¢ € Gal(L/K) gilt, o(g(aq,...,a,)) = 0, was fiir
K-Automorphismen ja klar ist.

Wir formulieren das nochmal um: Sei R = K[ti,...,t,] der Polynomring in n
Unbestimmten iiber K. Sei I die Menge aller g € R mit g(a,...,a,) = 0; dies ist
offenbar ein Ideal in R, und beschreibt gerade die (iiber K) algebraischen Relationen
der Nullstellen. Einsetzen von «; in t; liefert R/I ~ Klay,...,a,] = L. Firo € S,
und g € Rsei g7 = g(ty(1), -+ tom)) € Rund 17 = {g7 | g € I}. Dann haben wir:
Lemma 4.1

Eine Permutation o € S,, liegt in Gal(f/K) genau dann, wenn I7 = I.

Beweis. Sei 0 € Gal(L/K). Sei g € I, etwa g = Y. ag,, i)t ...t Dann gilt

0=0(0)= U(Z a(ily-..,’in)ail -~~Oéif') = Za(il ..... u,)ail(n s afﬂn) =g°(a1,...,an),

also g% € I. Gilt umgekehrt 17 = I fiir ein o € S,, so induziert o durch entspre-
chende Permutierung der Unbestimmten einen wohldefinierten Automorphismus
des Faktorrings R/I, der Elemente aus K festldsst, und damit ein Element in
Gal(L/K). |

Beispiel. Sei L = Q(i, v/2). Dies ist Zerfillungskorper des (irreduziblen) Polynoms f =
T* — 2 {iber K = Q(¢). Nullstellen sind o := aq := V2, as = ia1, as = —ai,
a4 = —iay. Hier sieht man auch schon einige der algebraischen Relationen zwischen
den «; (iiber K): etwa liegen die Polynome g1 = t1 + t3, g2 = t2 + ta, gs = it1 — t2 in
I. Man sieht, dass nur die Permutationen, die vom Zykel o = (1234) erzeugt werden,
diese Relationen bewahren; z. B. gilt 17 = g2 und ¢g2° = g1, sowie g3’ € I und
93‘771 € I; aber z. B. liefert die Transposition (12) kein Element der Galoisgruppe,
da z. B. 93(12) =ity —t1 € I gilt (denn a1 = i gilt nicht; — stattdessen a1 = —ia2).
Damit ist die Galoisgruppe zyklisch von der Ordnung 4, erzeugt von a — ia (vgl.
Beispiel VI.1 (4)).

U 4.1. Wie im obigen Beispiel sei L = Q(, {4/5), aber K = Q. Durch Betrachtung der
iiber K algebraischen Relationen der Nullstellen zeige man, dass Gal(L/K) erzeugt
wird von den Permutationen o = (1234) und 7 = (12)(34). Umgekehrt sieht man,
wie durch Adjunktion des Radikals i = /—1 sich dann konkret die Galoisgruppe von
f verkleinert, geméfl dem Satz iiber natiirliche Irrationalitédten.

Die Invarianzeigenschaft von Lemma 4.1 war fiir Galois Anforderung bzw. Ziel,
definiert hat er die Gruppe expliziter. Wir nennen sie hier X(f), oder genauer
Er(f)

Es existiert ein primitives Element y € L von L/K. (Vgl. auch Bemerkung und
Fufinote in Abschnitt VI.14.) Es gibt” also f; € K[T] mit fi(y) = a; (i = 1,...,n).
Sei 1 = MIPO(y/K) mit Nullstellen y = y1, 2, - - -, Ym. Galois definierte®

4.1) 2(f):={o;]15=1,...,m}, wobei 0;: a; — fi(y;) firallei=1,...,n.

Heute wissen wir (Bemerkung VI.1), dass die Elemente 7; : y — y; die Galoisgruppe
induzieren. Mittels der Polynome f; wird in (4.1) deren Wirkung in eine (als o)
auf die o tibersetzt: 0;(a;) := fi(7;(y)). In diesem Kontext nennt man y (oder p)
auch eine Galoissche Resolvente der Gleichung.

7Vgl. §14 in J.-P. Tignol [16]. Vieles im vorliegenden Abschnitt ist von diesem Buch inspiriert.

8Genau genommen waren die Elemente der Gruppe fiir Galois gewisse “Arrangements” der
(symbolischen) Nullstellen; diese konnten durch Substitutionen (also Permutationen, die wir heute
als die Elemente ansehen) ineinander iiberfiihrt werden. In [16] wird das genauer erklért.
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Lemma 4.2

Jedes o; permutiert die Nullstellen o,...,a, von f. Es gilt also X(f) C
SHat,...,an}) =S,.

Beweis. Es gilt ffi(y) = f(o1(a)) = f(ei) = 0, und damit p | ff;. Es folgt
floj(ai)) = ffi(y;) = 0. Gilt 0;(a;) = oj(ax), so folgt fi(y;) = fu(y;), und
mit dem vorherigen Argument auch a; = fi(y) = fx(y) = ag, und damit : = k. W

Aus der Definition (4.1) ist direkt weder klar, dass X(f) eine Gruppe ist, noch, ob sie unabhingig
von der Auswahl einer Galoisschen Resolventen ist. Weber? arbeitete heraus, dass die Galoissche
Gruppe eine Untergruppe G von S, und durch folgende Bedingungen (wie oben) charakterisiert
ist:
(i) G enthilt gerade diejenigen Permutationen wie in Lemma 4.1.
(ii) Fir jedes g € Klt1,...,tn] mit g7 (a1,...,an) = g(a1,...,ay) fir alle ¢ € G folgt,
dass g(ai,...,an) € K gilt.

Proposition 4.3
Es gilt Yk (f) = Gal(f/K).

Es hat also £ (f) die Eigenschaften wie in Galois’ oben zitierter “Proposition I”.
Beweis. Sei g € I, also mit
0=glay,...;an) = g(f1(y),-- -, fn(y)) = h(y)
fiir ein h € K[T)]. Es folgt p | h, und dann
g7 (s an) = g(f1(y;), -+, fa(ys)) = h(y;) =0,
und damit g% € I. Da dies fiir alle j gilt, folgt 3(f) C Gal(f/K) aus Lemma 4.1.

Sei umgekehrt 7 € Gal(L/K). Dann gibt es j mit 7(y) = y;, und fiir alle ¢
folgt

T(cu) = 7(fi(y)) = fi(r(y)) = fiy;) = oj(i),

also 7 = o;. ]

Beispiel. Sei f = T% — T? — 2 € Q[T]. Die komplexen Nullstellen sind a1 = 4, ap =

\/5, as = —i und a4 = —v/2. Ein primitives Element von dem Zerfallungskorper
L =Q(i,V/2) ist

(vgl. Beispiel in V.3) mit Minimalpolynom g = 7% + 1. Die Nullstellen von g sind
Y =Y1, Y2 = 1Y, Y3 = —Y, ya = —iy. Man findet
ar =y ar =2y/(1+y%), as = =%, a1 = =2y/(1 +¢°).

Nutzt man y* = —1 aus, so ergibt eine elementare Rechnung (1 +4%)™* = %(1 —?).
Damit bekommen wir a; = f;(y) mit

f=T% fo=-T+T, f3=-T° f1=T"-T.
Gemif (4.1) bekommt man o1 = 1,
02: (1 — (3, Q2 — Qq, 3 — 1, Q04 = Q2
J3:. (X1 — 1, Q2 — 4, 3 — 3, Q04 — Q2

04:. 01 > 3, Q2 — 2, 3 — 1, Q4 — Q4,

und damit o3 = (24), 04 = (13) und o2 = o304. Es folgt X(f) = (03, 04) ~ Zas X Zo.

9Heinrich Weber, Die allgemeinen Grundlagen der Galois’schen Gleichungstheorie. Mathe-
matische Annalen 43 (1893), 521-549.
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Der Hauptsatz der Galoistheorie. Nach Galois’ Definition (4.1) der Ga-
loisgruppe ergeben sich der Satz VIL.3.1 iiber natiirliche Irrationalititen (in Form
der Folgerungen dort) sowie der Hauptsatz VI.9.2 (1) fast von selbst. Fiir Galois
waren f und die (abstrakt existierenden) Nullstellen (im Zerfillungskorper L) fest
gegeben. Der Korper K der “bekannten Groflen” wurde vergroflert, um dement-
sprechend die Gruppe zu verkleinern, wie im Abschnitt VII.3 beschrieben.

Sei y eine Galoissche Resolvente der Gleichung, also ein primitives Element
von L/K. Ist K'/K eine Korpererweiterung, so ist p/ = MIPO(y/K’) ein Teiler
von 4 = MIPO(y/K), und die Nullstellen von g’ sind daher eine Teilmenge von
denen von p, und es ergibt sich aus (4.1) sofort, dass G’ := Xk (f) eine Untergruppe
von G := Yk (f) ist, und nicht nur bis auf Isomorphie. Die Untergruppe G’ von G
bestimmt nach oben zitierter “Proposition I” von Galois einen Zwischenkorper K’
von L/K eindeutig, nimlich als Fixkérper LE; die Abbildung ®: K’ — G’ ist also
injektiv.

Die Surjektivitit folgt so: Ist G’ eine Untergruppe von G und K’ := LG,7 SO
gilt offenbar G' C G” := Xk (f). Zu zeigen ist G' = G”. Angenommen, es wire
G' C G". Es ist

i = T (- oty) € K11
ceG"
irreduzibel. Auf der anderen Seite ist y auch Nullstelle von

9= [[(T-ow).
oceG’
Da dies Polynom aufgrund der Annahme G’ C G” einen kleineren Grad als p'
hat, kénnen nicht alle Koeffizienten von g in K’ liegen; andererseits liegen die
Koeffizienten aber in L& = K’, Widerspruch. Damit ist die Abbildung ®: K’ — G’
auch surjektiv, genauer mit G’ = X/ (f). — Fiir mehr Details vgl. [5, §63].

Aufgaben

U 4.2, Sei f € KIT) irreduzibel und separabel vom Grad n. Seien aog,aq,...,an—1 die
Nullstellen von f im Zerféllungskorper. Es gelte (nach evtl. Umnummerierung), dass
es ein g € K[T] gibt mit g(ci) = @it1moan fiir alle ¢ =0,...,n— 1. Dann ergibt (4.1)
Gal(f/K) ~ Z, die n-elementige zyklische Gruppe.
U 4.3. Seien Char(K) = 0 und f € K[T] irreduzibel von Primgrad p und mit Zerfill-
ungskorper L. Aquivalent sind:
(1) Gal(f/K) ist zyklisch von der Ordnung p.
(2) L = K(x) fiir eine (dquivalent: jede) Nullstelle 2 von f.
U 4.4. Sei f=T°+T*—4T% - 37% + 3T + 1 € Q[T]. Dann gilt:
(1) f ist irreduzibel iiber Q und alle Nullstellen sind reell.
(2) Gilt f(a) =0, so auch f(a® —2) =0.
(3) Gal(f/Q) ist zyklisch von der Ordnung 5.






KAPITEL IX

Algebraische Korpererweiterungen

1. Algebraischer Abschluss

In Proposition V.3.5 wurde gezeigt, dass ein Korper innerhalb eines vorgegebe-
nen Erweiterungskorpers einen algebraischen Abschluss besitzt. Es gibt aber auch
einen algebraischen Abschluss eines Korpers schlechthin. Der Beweis dafiir ist aber
wesentlich schwieriger und bendtigt das Auswahlaxiom.

Definition 1.1
Ein Korper K heisst algebraisch abgeschlossen, falls jedes Polynom f € K|[T]
vom Grad > 1 eine Nullstelle in K besitzt.
Es folgt dann, dass jedes Polynom 0 # f € K[T] vollstindig in Linearfaktoren
zerfallt: f =c¢- (T —a1)-...- (T — ayp) mit ¢ € K*, und ay,...,a, € K (nicht

notwendig paarweise verschieden). Offenbar gilt fiir einen Koérper K: Genau dann
ist K algebraisch abgeschlossen, wenn jedes irreduzible f € K[T] den Grad 1 hat.

Beispiele. (1) Der Korper C der komplezen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen. Dies
ist der sog. Fundamentalsatz der Algebra. Vgl. Satz VII.9.1.
(2) Der Korper R der reellen Zahlen ist nicht algebraisch abgeschlossen, denn z. B.
hat das Polynom T2 + 1 € R[T] keine reelle Nullstelle.

Bemerkung. Fiir den Satz, dass jeder Kérper in einem algebraischen abgeschlossenen
Korper liegt, brauchen wir einige Hilfsmittel.

(1) Polynomringe R[X; | ¢ € I] in einer beliebigen “Zahl” von Unbestimmten X;
(i € I), wobei I eine beliebige Indexmenge ist, also auch unendlich sein darf. In
jedem Polynom kommen allerdings immer nur Monome vor, die aus nur endlich
vielen der Variablen bestehen.

(2) Das Lemma von Zorn. Es ist dquivalent zum Auswahlaxiom und besagt, dass
jede nichtleere (partiell) geordnete Menge (X, <), die induktiv ist, ein maximales
Element enthilt. Dabei heisst induktiv, dass jede total geordnete Teilmenge L
von X eine obere Schranke s € X hat (d. h. fiir alle z € L gilt z < s). Mit dem
Lemma von Zorn zeigt man z. B. die Existenz von Basen in (beliebigen, auch
nicht-endlich erzeugten) Vektorrdumen. Oder die folgende Aussage':

Lemma 1.2 (Krull)
Ist R ein (kommutativer) Ring und I C R ein Ideal, so gibt es ein maximales

Ideal M mit I C M C R. (Es ist dann der Faktorring R/M ein Korper; dies
folgt aus I1.6.6.)

Beweis. Sei X die Menge aller Ideale J mit I C J C R. Diese Menge ist nichtleer
(da sie I enthilt), und induktiv geordnet: Sei £ C X total geordnet. Dann ist
S =,e, J ein Ideal. Es gilt S € &, denn S = R wiirde 1 € S und damit 1 € J
und J = R fiir ein J € X nach sich ziehen. Offenbar ist S eine obere Schranke
fiir £. Nach dem Lemma von Zorn gibt es ein maximales Element M € £, und
es folgt die Behauptung. |

Wolfgang Krull, Idealtheorie in Ringen ohne Endlichkeitsbedingung. Math. Ann. 101 (1929),
729-744.
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Satz 1.3 (Steinitz (1910))

Sei K ein Korper. Dann gibt es einen algebraisch abgeschlossenen Korper L,
der K als Teilkorper enthélt.

Beweis. Konstruiere einen Koérper E1, in dem jedes Polynom f € K[T] vom Grad >
1 eine Nullstelle enthilt. (Die Konstruktion geht auf Emil Artin zuriick.) Fiir jedes
solche Polynom f sei X eine Unbestimmte. Wir betrachten den Polynomring in
diesen unendlich vielen Variablen,

R=K[X; | f € K[T]; grad(f) > 1].

Jedes Element in R ist eine endliche Linearkombination von Monomen in den
Xy [dabei kommen jeweils nur endlich viele Variablen vor]. Sei I C R das Ideal,
welches erzeugt wird von allen Polynomen in R von der Form f(X;) (f € K[T
vom Grad > 1), also in jeweils einer (“seiner”) Variablen.

Dieses Ideal I ist nicht ganz R: Sonst hétte man eine Darstellung

S giXn, . XN fi(X) =1
1=1

(nur endlich viele Variablen sind involviert, wobei wir abkiirzend X; = Xy, schrei-
ben). In einem Zerfillungskdrper E von f = fi-...- f, iiber K haben alle Poly-
nome f; (fiir ¢ = 1,...,n) mindestens eine Nullstelle ; (sogar alle). Setzt man
fiir alle X; dann «; ein, so erhdlt man 0 = 1, Widerspruch.

Wegen I C R gibt es nach obigem Lemma ein maximales Ideal M C R,
welches I enthélt. Es ist dann der Faktorring Ei := R/M ein Korper. Sei
m: R — R/M die kanonische Surjektion. Mit der Inklusion K C R induziert
dies einen Monomorphismus j: K — FEj. Identifikation von K mit j(K) C E;
liefert dann eine Kérpererweiterung F1 /K. Fiir jedes f € K[T] vom Grad > 1

hat das Polynom j*(f) eine Nullstelle in E7, ndmlich [Xy] et Xy + M, denn:
JT(NOAX5]) = [F(X5)] = [0], weil f(X7) € T C M.
Induktiv konstruiert man Korpererweiterungen
E,CE,CEsC...,

so dass jedes Polynom f € E,[T] vom Grad > 1 eine Nullstelle in E,41 be-
sitzt. Definiere dann L als die Vereinigung J,,~, En. Dies ist offenbar wieder ein
Korper, und ein Polynom f € L[T] vom Grad > 1 hat alle Koeffizienten in einem
FE), liegend und daher eine Nullstelle in in Ey, 11 C L. |

Folgerung 1.4

Sei K ein Kérper. Dann gibt es eine algebraische Kérpererweiterung L/ K,
wobei L algebraisch abgeschlossen ist.

Beweis. Sei E/K eine Korpererweiterung, so dass E algebraisch abgeschlossen ist.
Sei L die Vereinigung aller Teilerweiterungen, die algebraisch tiber K sind, also
(in der Notation von Proposition V.3.5) L = E,. Dann ist L algebraisch iiber
K. Sei f € L[T] vom Grad > 1. Dann hat f eine Nullstelle & € E, und nach
Proposition V.3.5 ist « algebraisch iiber L. Nach derselben Proposition ist a auch
algebraisch iiber K. Es folgt a € L. |

Definition 1.5

Sei K ein Koérper. Ein algebraisch abgeschlossener Korper L, so dass L/K
algebraisch ist, heisst ein algebraischer Abschluss von K. Wir schreiben dafiir
auch K.

Nach der Folgerung besitzt also jeder Koérper K einen algebraischen Abschluss K.
Wir zeigen nun die Eindeutigkeit eines algebraischen Abschlusses (bis auf K-Iso-
morphie).
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Lemma 1.6 (Fortsetzungslemma)

Sei 0: K — L ein Monomorphismus von K in einen algebraisch abgeschlosse-
nen Korper L. Sei E = K(«), wobei a algebraisch iiber K ist mit Minimalpo-
lynom f € K[T)]. Dann ist die Anzahl der mdéglichen Fortsetzungen von o auf
K («) gleich der Anzahl der verschiedenen Nullstellen von o*(f) in L.

Beweis. Sei 3 eine Nullstelle von o*(f) in L. Sei z = 31" a;a’ € K(a). Definiere
() = S yo(ai)B". Dies definiert einen injektiven Korperhomomorphismus
o: K(a) — L mit o) = o (folgt aus Satz V.2.5). Fiir jede andere Nullstelle
B’ von o*(f) in L erhiilt man analog eine weitere Fortsetzung. Sei umgekehrt
7: K(a) — L eine Fortsetzung von o. Dann ist 8 = 7(a) € L, und o*(f)(8) =
7(f(a)) = 7(0) = 0, also ist 3 eine Nullstelle von o*(f) € L[T]. Ferner gilt fiir

jedes . = 3" a;a’ € K(a) auch

also 7 = 7. |

Satz 1.7 (Fortsetzungssatz (Steinitz (1910)))

Sei E/K eine algebraische Erweiterung, sei o: K — L ein Monomorphismus
in einen algebraisch abgeschlossenen Korper L. Dann gibt es eine Fortsetzung
von o auf E.

Beweis. Sei . die Menge aller Paare (F,7), wobei F ein Zwischenkorper von E/K
ist und 7 eine Fortsetzung von o auf F. Fiir zwei solcher Paare (F,7) und (F’,7")
definiere (F,7) < (F',7’) falls F C F' gilt und 7 = 7. Es gilt .’ # (). Diese
Menge ist induktiv geordnet, denn ist {(F;,7:)} eine total geordnete Teilmenge,
so sei F' = U; F; und definiere T auf F', so dass es auf F; gleich 7; ist. Dies ist eine
obere Schranke fiir die total geordnete Teilmenge. Man kann dann Zorns Lemma
anwenden, und erhilt damit, dass . ein maximales Element (F,7) enthélt. Wir
zeigen F' = E. Andernfalls géibe es ein z € F'\ F. Man kann nach dem vorherigen
Lemma 7 fortsetzen auf F(z) 2 F, im Widerspruch zur Maximalitéit von (F, 7). B

Folgerung 1.8 (FEindeutigkeit des algebraischen Abschlusses)

Sei K ein Kérper, und seien L und L' zwei algebraische Abschliisse von K.
Dann gibt es einen K-Isomorphismus o: L = L.

Beweis. Da L/K algebraisch ist, gibt es nach dem vorherigen Satz eine Fortsetzung
o:L— L' voni: K— L' i(x) =z fiir alle z € K. Es ist nur zu zeigen, dass o
surjektiv ist. Es ist aber das Bild o(L) ~ L algebraisch abgeschlossen, und L’ ist
algebraisch iiber o(L). Also folgt o(L) = L. |

Die Ergebnisse dieses Abschnitts, Existenz sowie die Eindeutigkeit eines algebrai-
schen Abschlusses, wurden zuerst 1910 von Ernst Steinitz in einer grundlegen-
den Arbeit [14] gezeigt®. Dies betrifft auch viele Resultate und Konzepte in der
Korpertheorie, etwa den Satz von den Zwischenkorpern, Zerféllungskorper, und die
Behandlung normaler und separabler Korpererweiterungen.

2Steinitz (1871-1928) war bis 1910 tiitig an der TH Berlin-Charlottenburg, der heutigen TU
Berlin. Nach Bourbaki [3] kann Steinitz’ Arbeit von 1910 als “Ursprung der heutigen Auffassung
von der Algebra” angesehen werden.
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Ein alternativer Beweis (siehe etwa [6] oder [11]) zum Existenzsatz eines alge-
braischen Abschlusses beruht auf der folgenden Kardinalitdtaussage von algebrai-
schen Erweiterungen, die auch fiir sich genommen interessant ist (und auch schon
in [14] erwdhnt wird).

Lemma 1.9

Sei L/K eine algebraische Korpererweiterung. Dann gilt fiir die Kardinalzahlen
|L| < Ng|K|. Dies bedeutet: Ist K endlich, so gilt |L| < Rg; ist K unendlich, so
gilt |L| = |K].

Hierbei ist Xg = |N| die abzihlbare Kardinalitét; ist | K| unendlich, so gilt Rg| K| =

K.

Beweis. Sei P, := {f € K[T] | f normiert, grad(f) = n}. Dann gilt |P,| = |K"|.
Die Menge P = |J,;~o Pr aller normierten Polynome iiber K hat Kardinalitét
|P| = No|K| (unterscheide K endlich/unendlich). Fiir jedes f € P sei die Rei-
henfolge der Nullstellen ai,...,as in L festgelegt. Dann ist L — P x N, a
(MIPO(a/K),1), mit a = a;, eine injektive Abbildung. Es folgt |L| < Ro|P| = |P],
denn P ist immer unendlich. ]

Aufgaben

U 1.1. Sei L/K eine algebraische Korpererweiterung und o: L — L ein K-Monomor-
phismus. Dann ist o ein K-Automorphismus.

U 1.2. Jeder algebraisch abgeschlossene Kérper K hat unendlich viele Elemente.
U 1.3. Der Korper der algebraischen komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen.

U 1.4. Sei L/K eine algebraische Kérpererweiterung. Dann gibt es einen algebraischen
Abschluss K von K, von der L ein Teilkérper ist.
U 1.5. Sei K ein Korper. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(1) K ist algebraisch abgeschlossen, d. h. jedes nicht-konstante Polynom f € K[T]
hat eine Nullstelle in K.
(2) Jedes nicht-konstante Polynom f € KT zerfillt in K[T] vollstéindig in Linear-
faktoren.
(3) Fiir jede algebraische Kérpererweiterung L/K gilt L = K.
(4) Fiir jede endliche Kérpererweiterung L/K gilt L = K.
(5) Jedes irreduzible Polynom f € K[T] hat den Grad 1.

U 1.6. Sei L/K eine algebraische Korpererweiterung, so dass jedes irreduzible Polynom
f € K[T] iiber L in Linearfaktoren zerfillt. Dann ist L algebraisch abgeschlossen (und
daher ein algebraischer Abschluss von K).

Bemerkung. Es gilt sogar die stérkere Aussage, dass L (algebraisch iiber K)
schon algebraisch abgeschlossen ist, wenn jedes irreduzible f € K[T] (mindestens)
eine Nullstelle in L hat. Aber das ist schwieriger zu zeigen, vgl. U 4.22. Insbesondere
folgt aus dieser stidrkeren Aussage, dass Ei, der im ersten Schritt des Beweises von
Satz 1.3 konstruierte Oberkorper von K, schon einen algebraischen Abschluss von K
enthélt.

U 1.7. Sei L/K eine algebraische Korpererweiterung. Dann gilt:

(1) Ist L ein algebraischer Abschluss von K, so gibt es zu jeder algebraischen Er-

weiterung E/K einen K-Monomorphismus E — L.

(2) Gibt es umgekehrt zu jeder endlichen Erweiterung E/K einen K-Monomorphis-

mus F — L, so ist L ein algebraischer Abschluss von K.

*

2. Transitivitit separabler Erweiterungen

Der folgende Satz charakterisiert endliche separable Erweiterungen.
Satz 2.1 (Anzahl der Fortsetzungen)

Sei L/ K eine endliche Korpererweiterung. Seii: K — K ein Monomorphismus
(in den algebraischen Abschluss von K). Dann gibt es mindestens eine und
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hochstens [L : K| verschiedene Fortsetzungen o: L — K. Es gibt genau [L : K]
Fortsetzungen genau dann, wenn L/K eine separable Erweiterung ist.

Beweis. Wir betrachten zunéchst den separablen Fall. Per Induktion nach n = [L :
K]. Fiir n = 1 ist die Aussage klar. Sei n > 1. Sei @ € L, aber a ¢ K. Fiir das
Minimalpolynom f von « iiber K hat i*(f) in K nur einfache Nullstellen. Ist
L = K(a), so hat i*(f) genau n verschiedene Nullstellen und die Aussage folgt
aus Lemma 1.6. Gilt L # K(«), so sind L/K(«) und K(«)/K nach Propositi-
on VL.5.5 separabel und jeweils vom Grad < n. Wieder nach Lemma 1.6 hat 4
die Fortsetzungen 71,...,7s: K(a) - K = K(a), wobei s = [K(a) : K]. Jedes
7; hat per Induktionsannahme [L : K(«)] viele Fortsetzungen auf L, also gibt es
insgesamt [L : K ()] - [K(a) : K] =[L : K] viele.

Um im allgemeinen Fall < (und > 1) zu bekommen geht man genauso per
Induktion vor. Im nicht-separablen Fall findet man ein Element a € L, o &€ K,
welches nicht separabel iiber K ist. Dann hat ¢ nach Lemma 1.6 < [K(«) : K]
viele Fortsetzungen auf K(«), und daher < [L : K] Fortsetzungen auf L. |

Bemerkung. Seien die Voraussetzungen und Bezeichnungen wie im Satz 2.1. Sei j: K —
FE ein weiterer Monomorphismus in einen algebraisch abgeschlossenen Korper E. Nach
dem Fortsetzungssatz gibt es einen K-Isomorphismus ¢: K — L mit € 04 = j. Dann
definiert die Zuordnung o — € o 0 =: 7 eine Bijektion zwischen den Fortsetzungen
o von ¢ und den Fortsetzungen 7 von j, denn 7\x = €0|x = €i = j. Die Anzahl
der Fortsetzungen ist also unabhingig von dem Monomorphismus i: K — K. Diese
Anzahl wird mit [L : K], bezeichnet und heifit der Separabilititsgrad von L /K. Obiger
Satz (und sein Beweis) zeigt:

e 1 <[L:K]s <[L:K]. (Bs gilt sogar [L: K], | [L : K]. Vgl. Ubung 4.19.)
e [L: K]s =[L: K] genau dann, wenn L/K separabel ist.
e Fiir jeden Korperturm von endlichen Erweiterungen K C F C L gilt

[L:K]s=[L:Fls [F:K]s.
Daraus folgt sofort folgende Transitivitédtseigenschaft fiir endliche Erweiterungen.

Proposition 2.2

Sei K C F C L ein Kérperturm mit [L : K| < oo. Sind L/F und F/K
separabel, so ist auch L/K separabel. |

Proposition 2.3

Sei L = K(aq,...,ay,) eine endlich algebraische Erweiterung. Sind alle a; sepa-
rabel iiber K, so ist L/ K separabel.

Beweis. Ist f = f1 ...  fn € K[T] das Produkt der Minimalpolynome der a;, so
ist der Zerfallungskorper N eine endliche Galoiserweiterung von K, insbesondere
separabel iiber K. Dann ist auch der Zwischenkdrper L separabel iiber K. |

Satz 2.4 (Transitivitit separabler Erweiterungen (Steinitz))

Sei K C F C L ein Kérperturm. Sind L/F und F/K separabel, so ist auch
L/K separabel.

Beweis. Sei a € L. Dann ist f = MIPO(«/F) separabel. Sind aq,...,an, € F die
Koeffizienten von f, so ist a separabel iiber dem Kérper Fy := K(a1,...,a,) C F,
der endlich separabel iiber K ist. Da auch Fy(«)/Fo endlich separabel ist, folgt
die Aussage aus der Transitivitdt endlicher separabler Erweiterungen. |
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3. Normalitit *

Erinnerung. Eine algebraische Kérpererweiterung L/K heisst normal, falls jedes irre-
duzible Polynom f € K|[T], welches (mindestens) eine Nullstelle in L hat, in L[T]
vollstéindig in Linearfaktoren zerfillt. Auch in diesem allgemeinerem Kontext gibt es
eine direkte Verbindung zu Zerféllungskorpern.

Beispiel. Sei K algebraischer Abschluss des Kérpers K. Dann ist K /K normal.

Bemerkung. [Adjunktionen beliebig vieler Elemente] Das Konzept der Adjunktion hat
man nicht nur fiir endlich viele Elemente, sondern fiir beliebige Mengen von Elemen-
ten. Sei L/K eine Korpererweiterung und . C L eine Teilmenge. Dann bezeichne
K[.] den kleinsten Teilring von L, der K U.¥ enthélt. Analog bezeichne K(.%) den
kleinsten Teilkorper von L, der K U .¥ enthélt. Schreibt man die Menge . in der
indizierten Form .¥ = {s; | ¢ € I}, so hat man einen surjektiven Ringmorphismus
o: K[X; | i €Il = Kl[s; | i € I] mit p(X;) = s; fiir alle ¢ € I und g = 1k
(universelle Eigenschaft des Polynomrings in beliebig vielen Variablen). Die Elemente
in K[.¢] sind also polynomielle Ausdriicken in jeweils endlich vielen der s;. “Briiche”
von solchen sind dann die Elemente in K (.%).

Sind L, M Erweiterungskorper von K, die beide in einem gemeinsamen Oberkor-
per Q liegen, so schreibt man statt K (LUM) eher K(L, M) = K(L)(M) = K(M)(L),
sogar einfach nur LM. Es ist LM also der kleinste Teilkérper von Q, der L und M
enthilt. Man nennt LM auch das Kompositum der Korper L und M (in Q).

U 8.1. Sei L = K(a; | i € I). Sind die a; fiir i € I alle algebraisch (bzw. separabel) iiber
K, so ist L/K algebraisch (bzw. separabel).

Zerfallungskorper einer Familie von Polynomen. Wir dehnen den Begriff
des Zerfillungskopers auf Mengen von Polynomen iiber K aus: sei . eine Familie
nicht-konstanter Polynome f € K[T]. Ein Koérper L O K heisst Zerfillungskérper
von .¥ iiber K, wenn gilt

e alle f € . zerfallen in Linearfaktoren iiber L; und
e L =K(N), wobei N die Vereinigung aller Nullstellen aller f € . ist.

Bemerkung. Betrachtet man die ganze Situation im algebraischen Abschluss K von K,
so ergibt sich ein Zerféllungskérper L von . iiber K trivial durch Adjunktion aller
Nullstellen in K aller Polynome in 75 es ist dann L offenbar der kleinste Teilkorper
von K, iiber dem jedes f € .7 in Linearfaktoren zerfillt.® Ist . endlich, so ist
L/K endlich; denn L entsteht dann aus K durch Adjunktion endlich vieler iiber K
algebraischer Elemente.

Beispiel. Ein algebraischer Abschluss K eines Korpers K ist Zerfillungskorper der Fa-
milie . = {MIPO(a/K) |a € K}.

Satz 3.1

Sei L/ K eine algebraische Kérpererweiterung. Aquivalent sind:
(1) L/K ist normal.
(2) L ist Zerfillungskorper einer Menge % von nicht-konstanten Polyno-
men in K[T].
(3) Ist L ein algebraischer Abschluss von L und 7: L — L ein K-Mono-
morphismus, so gilt 7(L) = L.

Beweis. (1)=-(2) L ist Zerfillungskorper der Familie .7 = {MIPO(a/K) | « € L}.
(2)=>(3) Es ist 7(L) offenbar Zerfillungskorper der Menge .&" = {7*(f) |
f € }. Da 7 ein K-Monomorphismus ist, gilt 7°(f) = f fiir jedes f € .7,

3Der allgemeine Existenzsatz wurde 1910 von Steinitz direkt gezeigt, und er erhielt (umge-
kehrt) daraus als Spezialfall den Existenzsatz des algebraischen Abschlusses, wobei . die Menge
aller nicht-konstanten Polynome in K[T] ist. Auch die Eindeutigkeit folgt mit einer zu Satz VI.2.3
analogen Aussage. (Siehe Ubung 3.3.) Steinitz nannte Existenz- und Eindeutigkeitssatz zusammen
den Fundamentalsatz der algebraischen Erweiterungen.
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also ./ = .. Insbesondere ist die Menge N aller Nullstellen gleich. Es folgt
(L) = K(N\) = L.

(3)=(1) Sei f € K[T] irreduzibel, ohne Einschrinkung normiert. Es habe f
eine Nullstelle o in L. Sei 8 € L eine weitere. Nach dem Fortsetzungslemma und
-satz gibt es einen K-Monomorphismus o: L — L mit o(a) = 8. Aus (3) folgt
B € L. Also zerfillt f tiber L. |

Folgerung 3.2 (FEinschrdnkungssatz)

Sei L/ K algebraisch und L algebraischer Abschluss von L. Aquivalent sind:
(1) L/K ist normal.
(2) Fiir jeden K-Automorphismus o: L — L gilt o(L) = L.
(3) Ist E/L eine beliebige Kérpererweiterung und o: E — E ein K-
Automorphismus, so gilt o(L) = L.

Beweis. Sei t: L — L die Inklusionsabbildung. Dann ist ¢ wie in (2) genau dann,
wenn 7 = o¢ wie in (3) im Satz ist; denn 7 kann nach dem Fortsetzungssatz auf
L fortgesetzt werden. Dies zeigt die Aquivalenz von (1) und (2).
Es geniigt, noch (1)=-(3) zu zeigen. Sei 0: E — E ein K-Automorphismus.
Sei @ € L. Dann liegen alle Nullstellen von f = MIPO(«/K) in L. Wegen
flo(a)) =o(f(a)) = o(0) = 0 folgt dann auch o(a) € L. |

Folgerung 3.3

Seien L und M Erweiterungskérper von K, die im algebraischen Abschluss
K liegen. Sind L/K und M/K normal, so ist auch das Kompositum LM /K

normal.

Beweis. Esist K auch algebraischer Abschluss des Kompositums. Ist o: K — K ein
K-Automorphismus, so gilt o(L) = L und o(M) = M, und es folgt dann auch
o(LM)=LM. |

Normaler Abschluss. Sei L/K eine algebraische Korpererweiterung. Ein
Korper N heisst normaler Abschluss von L/K, wenn gilt:

e N/K ist algebraisch und eine normale Erweiterung, die L als Zwischen-
korper enthélt, und
e fiir jede normale Erweiterung M/K mit N D M D L gilt M = N.

Bemerkung. Die Existenz eines normalen Abschlusses N von L/K folgt sofort durch den
Zerfdllungskorper der Menge .7 iiber K, wobei . die Menge aller Minimalpolynome
der z € L iiber K ist. Dabei gilt offenbar:

e Ist [L : K] endlich, so ist auch [N : K] endlich; denn ist L = K(z1,...,2n) mit
fi = MIPO(z;/K), so ist N der Zerfiallungskérper von {f; | ¢+ = 1,...,n} iiber
K, welcher identisch ist mit dem Zerfallungskorper des Polynoms f = fi-...- fn
iber K.

e Ist /K separabel, so auch N/K. (Vgl. obige Ubung 3.1.)

Proposition 3.4

Sei K perfekt und L/K algebraisch. Es gelte, dass jedes irreduzible Polynom in
K|[T] mindestens eine Nullstelle in L hat. Dann ist L algebraisch abgeschlossen.

Beweis. Sei F ein Teilkérper von L = K, so dass F//K eine endliche Erweiterung ist.
Es geniigt zu zeigen, dass F' C L gilt. (Denn ist « € L, so ist = algebraisch iiber
K, und K(z)/K ist endlich.) Sei N C L ein normaler Abschluss von F//K. (Ohne
Einschriankung kann dieser innerhalb von L gebildet werden.) Zu geniigt: N C L.
Es ist N/K endlich und normal. Da K perfekt ist, ist N/K auch separabel. Nach
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dem Satz vom primitiven Element gibt es daher ein o € N mit N = K (o). Sei f =
MIPO(a/K). Dieses irreduzible Polynom hat einerseits nach Voraussetzung eine
Nullstelle 8 € L, andererseits zerféllt f iiber N wegen der Normalitdt komplett
in Linearfaktoren. Also gilt auch 8 € N. Nun ist K(3) C N, aber da 3 denselben
Grad wie « iiber K hat, folgt N = K(8). Damit N C L. |

Bemerkung. Die Aussage gilt auch ohne die Annahme, dass K perfekt ist. Vgl. U 4.22.
Aufgaben

U 3.2. Sei L/K eine algebraische Kérpererweiterung. Aquivalent sind:
(1) L/K ist normal und separabel.
(2) L ist Zerfillungskorper einer Menge .% von nicht-konstanten, separablen Poly-
nomen in K[T].

U 3.3. (Isomorphismen-Erweiterungs-Theorem) [Steinitz] Sei i: K — K’ ein Koérper-
isomorphismus. Sei . eine Familie nicht-konstanter Polynome f € K[T'] und L ein
Zerfillungskorper von .7 iiber K. Sei ./ die entsprechende Familie der Polynome
{i*(f) | f € #} und L' ein Zerfillungskérper von .’ iiber K'. Dann gibt es einen
Isomorphismus von Erweiterungen o: L/K — L'/K' mit o|x = i. AuBerdem gilt: Ist
a € L, und ist o € L’ eine beliebige Nullstelle von i*(MIPO(a/K)), so gibt es eine
Erweiterung o mit o(a) = o’.

(Vgl. den Beweis von Satz 1.7. Ein detaillierter Beweis findet sich in [11, Thm. 3.20].)

U 3.4. Sei K ein Kérper mit algebraischem Abschluss K. Dann ist K /K eine normale
Korpererweiterung.

U 3.5. Sei L/K eine Kérpererweiterung. Aquivalent sind:

(1) L ist ein algebraischer Abschluss von K.
(2) L ist ein Zerféllungskorper der Menge aller nicht-konstanten Polynome in K[T].

U 3.6. Sei L/K eine endliche Korpererweiterung und L ein algebraischer Abschluss von
L. Seien o1, ..., 0, die K-Monomorphismen L — L (mit n < [L : K], vgl. Satz 2.1).
Das Kompositum o1(L)o2(L)...on(L) in L ist ein normaler Abschluss von L/K.

4. Unendliche Galoiserweiterungen *

Erinnerung. Eine algebraische Kérpererweiterung L/K heisst galoissch, falls L(E/K) —

K gilt.

Satz 4.1

Sei L/K algebraisch. Dann sind &dquivalent:
(1) L/K ist galoissch.
(2) L/K ist normal und separabel.

Beweis. Setze G = Gal(L/K).
(1)=(2) Es gelte L = K. Sei a € L und f = MIPO(a/K). Seien au, . .., an
die verschiedenen Elemente aus der Menge {o(a) | o € G}; diese Menge ist
endlich, weil sie aus Nullstellen (in L) von f besteht (Lemma V.2.3). Setze

g:=||(T —ai) € L[T].

.
Il 3
-

Fiir jedes 0 € G gilt offenbar 6™ (g) = g. Es folgt g € LE[T] = K[T]. Da f als
Minimalpolynom g teilt, folgt, dass mit g auch f iiber L in paarweise verschiedene
Linearfaktoren zerfillt.

(2)=(1) Sei L/K normal und separabel. Sei K = L der algebraische Ab-
schluss von K. Sei a € L® und f = MIPO(a/K). Sei +: K(a) — K ein K-
Monomorphismus. Dieser setzt sich fort zu einem K-Monomorphismus o: L — K
(Fortsetzungssatz 1.7). Da L/K normal ist, folgt o(L) = L. Also 0 € G. Wegen
o(a) = « folgt, ¢ ist die identische Abbildung auf K(«). Es folgt, dass « die
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einzige Nullstelle von f in K ist. Weil f separabel ist, folgt notwendig f = T — «,
und damit a € K. |

Folgerung 4.2
Sei L/K galoissch und M ein Zwischenkdérper. Dann ist auch L/M galoissch.

Erinnerung. Sei L/K eine Korpererweiterung mit Galoisgruppe G = Gal(L/K). Be-
zeichne mit Z die Menge aller Zwischenkoérper M von L/K, also so, dass K C M C L
ein Korperturm ist. Bezeichne mit ¢/ die Menge aller Untergruppen von G. Wir be-
trachten die Abbildungen ®: M — Gal(L/M) und ¥: U — LY.

Folgerung 4.3
Sei L/K galoissch. Dann gilt. U o ® = 1z.

Bemerkung. Die analoge Aussage fiir ® o ¥ ist im unendlichen Galoisfall allgemein
nicht richtig. Es gilt ® o U(U) = Gal(L/LY) D U. D. h. es liegen allgemein nicht alle
Untergruppen von G im Bild von ®.

Lemma 4.4
Sei L/ K galoissch. Sei U eine Untergruppe von G = Gal(L/K). Folgende Aus-
sagen sind dquivalent:
(1) Es gilt ® o W(U) = U. Das heifit Gal(L/LY) = U.
(2) Es gibt einen Zwischenkérper M von L/K mit ®(M) = U, d. h. mit

Gal(L/M) =U.
Beweis. (1)=-(2) Setze M := ¥(U). Dann folgt ®(M) =Po ¥(U) =U.
(2)=(1) Gilt U = ®(M), so folgt PoU(U) =P(Vod(M))=(M)=U. N

Definition 4.5

Sei L/K galoissch mit Galoisgruppe G = Gal(L/K). Eine Untergruppe U
von G heisst abgeschlossen, falls eine der dquivalenten Bedingungen im Lemma
erfiillt ist. Mit U* bezeichnen wir die Menge der abgeschlossenen Untergruppen
von G.

Bemerkung. Ist L/K endlich galoissch, so ist jede Untergruppe von Gal(L/K) abge-
schlossen. Also U* = U. — Dies folgt aus dem Hauptsatz der Galoistheorie, bzw.
genauer, aus dem Satz von Artin.

Bemerkung. Wir bezeichnen (nicht ganz korrekt) die durch Einschrénkung des Werte-
bzw. Definitionsbereichs induzierten Abbildungen ®: Z — U*, M — Gal(L/M) und
U: U* - Z, U — LY mit den selben Buchstaben.

Es ergibt sich nun ohne weiteres:
Satz 4.6 (Hauptsatz der unendlichen Galoistheorie)
Sei L/K galoissch.
(1) Die Abbildungen ®: Z — U*, M — Gal(L/M) und ¥: U* — Z,
U + LY sind ordnungsumkehrend und zueinander invers.

(2) Sei M ein Zwischenkérper. Es ist M /K galoissch genau dann, wenn
Gal(L/M) ein Normalteiler in G ist. Ist dies erfiillt, so induziert Ein-
schridnkung o — oy, einen Isomorphismus

Gal(L/K)

Gal(L/AD) = Gal(M/K).
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Proposition 4.7

Sei L/K galoissch. Dann ist L die Vereinigung aller in L liegenden endlichen
Galoiserweiterungen von K. Jeder Zwischenkérper E mit E /K endlich liegt in
einem Zwischenkorper N mit N/K endlich galoissch.

Beweis. Ist ndmlich z € L, so ist z algebraisch iiber K, also ist K (z)/K endlich und
separabel. Wir kénnen den normalen Abschluss N von K (x)/K im algebraischen
Abschluss L von L bilden. Es ist dann N/K endlich galoissch mit 2 € N. Zu zeigen
ist noch N C L. Konkret wird N als Zerfallungskérper von f = MIPO(z/K) in
L gebildet. Da f mit z eine Nullstelle in L hat und L/K normal ist, liegen alle
Nullstellen von f in L, und es folgt N C L. Ist E/K ein endlicher Zwischenkorper,

E = K(ou,...,an), so ist der normale Abschluss N von E ebenfalls endlich
galoissch iiber K. |

Sei L/K galoissch. Sei {M; | i € I} eine Menge von Zwischenkérpern, wobei [
geordnet ist durch ¢ < j genau wenn M; C M;, und so, dass zu je zwei Elementen
i, j € I stets ein k € I existiert mit 4, j < k. (Man nennt die Menge (I, <) dann
gerichtet.) Es gelte, dass alle M;/K galoissch sind, und weiter

L=|]JM.
i€l
Beispiel. Nach der Proposition sind diese Bedingungen insbesondere dann erfiillt, wenn
{M; | i € I} die Menge aller Zwischenkorper mit M;/K endlich galoissch ist; zur
Gerichtetheit: fiir M} nimmt man etwa das Kompositum M;M; in L, denn M;M; /K
ist endlich galoissch.

Weil M; /K normal ist, hat man einen Einschrinkungsmorphismus p;: Gal(L/K) —
Gal(M;/K), der surjektiv ist, weil auch L/M; normal ist. (Z. B. erweitere man
zunidchst auf L und schrinke dann auf L ein.) Gilt M; C Mj, so hat man eben-
so einen Einschrankungsmorphismus p;;: Gal(M;/K) — Gal(M;/K), und es gilt
pij © pj = p;. Dies definiert ein sog. inverses System (p;;) von Morphismen zwi-
schen Gruppen der Form Gal(M;/K) (i € I), und es gibt daher einen natiirlichen
Morphismus von Gruppen

(4.1) p: Gal(L/K) — lim Gal(M;/K), o+ (pi(0))

el

iel’

wobei der sog. (inverse oder) projektive Limes definiert ist als die Teilmenge (und
ist dann eine Untergruppe) in der Produktgruppe [], Gal(M;/K), bestehend aus
den Tupeln (0;);¢r, fiir die stets

(4.2) pij(0j) =03 firi<j

gilt. Der Kern von p ist trivial, denn ein Element im Kern ist die Identitéit auf
jedem M;, ist also die Identitédt auf L wegen L = J;c; M;.

Satz 4.8

In (4.1) ist p ein Isomorphismus.

Beweis. Es ist nur noch die Surjektivitit zu zeigen. Ist ein Tupel (0:)ier gegeben,
das alle Bedingungen (4.2) erfiillt, so sei o := pi_l(ai). Wegen der Injektivitét
ist das Urbild eindeutig, und wegen (4.2) ist es unabhéngig von i. Es gilt dann
p(o) = (04)icr- u

Bemerkung. In der vorherigen Klasse von Beispielen sind die Galoisgruppen Gal(M;/K)
sogar endlich. Als projektiver Limes endlicher Gruppen sagt man deswegen auch, dass
Gal(L/K) profinit ist (fiir jede Galoiserweiterung L/K).
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Bemerkung. Es folgt fiir L/K galoissch: Genau dann ist Gal(L/K) abelsch, wenn alle
Gal(M/K) abelsch sind, fiir jeden Zwischenkérper M mit M /K (endlich) galoissch.

Satz 4.9 (Natiirliche Irrationalititen)

Sei L/K eine Galoiserweiterung und M /K eine beliebige Kérpererweiterung.
Sei ML = M (L) gebildet in einem gemeinsamen Oberkérper Q). Dann gilt:

(1) ML/M ist galoissch.
(2) Einschridnkung o + o induziert einen Gruppenisomorphismus

0: Gal(ML/M) — Gal(L/L N M).

Siehe Grafik VIL.(3.1).

Beweis. (1) Dass M L/M galoissch ist, folgt wie in der endlichen Version des Satzes,
nur dass man hier Mengen von Polynomen betrachten muss: L ist Zerfallungskor-
per einer Menge . von separablen Polynomen in K[T], also L = K(N), wobei
N die Menge der gesamten Nullstellen ist. Die Polynome in .% sind natiirlich
erst recht Polynome im M[T], und auch separabel iiber M. Es ist dann offenbar
ML = M(N) Zerfallungskérper von . iiber M.

(2) Die Injektivitét von 6 folgt wortlich wie im Beweis von Satz VIIL.3.1.

(3) Die Surjektivitét ist schwieriger zu zeigen. Wir wissen dies bereits im
Spezialfall, wenn L/K endlich ist. Fiir den unendlichen Fall nehmen wir jetzt
ohne Einschrinkung an, dass K = LN M gilt. Sei V; eine beliebige endliche Teil-
menge der Nullstellenmenge N, die abgeschlossen ist unter Konjugierten (d. h.
mit @ € N; enthélt A; auch alle anderen Nullstellen von MIPO(«/K)). Setze
L; = K(N;) und ML; = M(N;). Dann sind L;/K und ML;/M endlich ga-
loissch. Einschrinkung auf L; liefert daher Isomorphismen 6;: Gal(ML;/M) —
Gal(L;/K). Durchliuft N; fiir eine Indexmenge I alle endlichen Teilmengen von
N, so gilt N = Uielj\/} und daher L = {J,c; Ls, sowie ML = |J,.; ML;. Wir
erhalten also wie oben beschrieben Isomorphismen

p: Gal(L/K) = @Gal(Li/K)
und
p: Gal(ML/M) -~ @Gal(MLi/M).
Wir verwenden weiterhin obige Bezeichnungen fiir die (Einschrinkungs-) Mor-
phismen p;, pi;, und analog pf, péj. Zudem gibt es noch die Isomorphismen 6;.

Da es sich bei all diesen Abbildungen um Einschrankungen handelt, sieht man
leicht, dass zwischen ihnen folgende Beziehungen gelten:

00 pi = p; 00, 0;0pi; = pijo0;.
Definieren wir nun die Abbildung Liil@i durch (0i)icr — (0:(04))ict, so sieht
man unmittelbar, dass dies einen Isomorphismus zwischen den beiden projektiven
Limiten ergibt, und dass Liﬂ“gi op=p o0 gilt. Denn fiir jedes o € Gal(ML/M)
ist

lim 0; o p() = lim 03((pi(0)):) = (Bps(0)): = (00(0)); = §'(8(0)) = p' 0 0(0).

(
Da nun p, p’ und LiLn@i allesamt Isomorphismen sind, folgt dies auch fiir 0, was
den Beweis beendet. |

Bemerkung. Ist im Satz L/K zusétzlich endlich, so gilt dies auch fiir ML/M.

Bemerkung. [Krull-Topologie] Sei L/K galoissch. Auf der Gruppe G = Gal(L/K) kann
man eine Topologie definieren, die sog. Krull-Topologie*. G wird dann zu einer
topologischen Gruppe, d. h. Multiplikation und Inversenbildung in G sind stetige
Abbildungen. Wir skizzieren dies hier kurz. Ist S C L eine endliche Teilmenge,

dann ist S := (J,cq oS ebenfalls endlich und G-stabil. Sei V(S) := {0 € G |

“Wolfgang Krull: Galoissche Theorie der unendlichen algebraischen Erweiterungen. Math.
Ann. 100 (1928), 687-698.
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o(s) = s fiir alle s € S}. Es gilt V/(S) = (N, o V(0S). Ferner gilt offenbar V(S) =
V(K(S)) := {c € G | o(z) = z fiir alle z € K(9)}. Sicher gilt 1 = 1x € V(95).
Man kann zeigen, dass es genau eine Topologie auf G gibt, die Krull-Topologie, so
dass die Mengen V(S) bzw. (vgl. Proposition 4.7) V(S) (S C L endlich) eine offe-
ne Umgebungsbasis der 1 bilden. Das heisst, jede offene Menge in G, die 1 enthilt,
enthilt als Teilmenge ein V(S). Die Teilmengen der Form oV (S) bilden dann eine

offene Umgebungsbasis von o € G. Es gilt also:

Eine Teilmenge A C G ist offen genau dann, wenn es zu jedem o € A eine
endliche Menge S C L gibt mit oV (S) C A.

(Fiir mehr Details vgl. U 4.3.) Insbesondere sind alle Teilmengen der Form
A = oV/(S) offen (man nimmt fiir jedes 7 € A dasselbe S), und daher insbeson-
dere die Linksnebenklassen der Form o Gal(L/E) (E/K endlich, o € G). Da der
Index [G : Gal(L/E)] endlich ist, gibt es in G \ o Gal(L/E) nur endlich viele Links-
nebenklassen. Diese sind also alle auch abgeschlossen. Es folgt dann, dass fiir jeden
Zwischenkérper M von L/K auch Gal(L/M) = (g, Gal(L/K(S)) (alle S endlich)
als Durchschnitt abgeschlossener Mengen abgeschlossen ist. Auf der anderen Seite
gilt, dass der topologische Abschluss einer Untergruppe H von G gegeben ist durch
Gal(L/L™); vgl. nachfolgendes Lemma. Also:

[Krull] Eine Untergruppe ist topologisch abgeschlossen in G genau dann, wenn sie
die Eigenschaften aus der (ad hoc) Definition 4.5 besitzt.

Die obigen surjektiven Einschrinkungsmorphismen p;: G — Gal(M;/K) (M;/K
galoissch), sind stetig, denn das Urbild von der abgeschlossenen Teilmenge {1g} ist
jeweils gerade Gal(L/M;), also abgeschlossen. Die obigen projektiven Limiten erhalten
jeweils die durch die sog. Produkttopologie induzierte Topologie. Alle Morphismen p;,
pi; und auch p und 6 sind dann stetige Abbildungen, und p und 6 damit sogar sog.
Isomorphismen von topologischen Gruppen. Letzteres gilt auch fiir den Isomorphismus
im Hauptsatz. — In den Formulierungen und Beweisen obiger Resultate haben wir
von diesen topologischen Dingen keinen Gebrauch gemacht. (Im vorigen Beweis kamen
ein paar davon implizit vor, ohne sie zu benennen.) Fiir mehr Details vergleiche etwa
[2], [11] oder [3]. —

Ausgehend von Satz 4.8 kann man aber auch umgekehrt vorgehen und die Krull-
Topologie “abstrakt” definieren: stattet man endliche (Galois-) Gruppen mit der dis-
kreten Topologie aus (d. h. alle Teilmengen sind offen), so induziert die Produktto-
pologie (mit Hilfe des Isomorphismus’ (4.1)) eindeutig eine Topologie auf der Gruppe
Gal(L/K), und p ist dann automatisch stetig. Diese Topologie ist mit der Krull-
Topologie identisch. Man erhilt z. B. auch, dass die topologische Gruppe Gal(L/K)
profinit sowie (vgl. Satz von Tychonoff aus der Topologie) hausdorffsch und kompakt
ist.

Lemma 4.10

Sei L/K galoissch und H eine Untergruppe von G = Gal(L/K). Sei H der
Abschluss von H in G, d. h. die kleinste abgeschlossene Untergruppe von G,
die H enthéalt. Dann gilt:
(1) H = Gal(L/LH).
(2) H = NgGal(L/EN L") = Nz H - Gal(L/E), wobei E die Zwi-
schenkérper von L/K mit E/K endlich galoissch durchliuft.
(3) Gilt H <1 G, so auch H < G.

Die Aussagen gelten sowohl mit “abgeschlossen” wie in 4.5 als auch in der Krull-
Topologie. Die Konzepte stimmen also iiberein.

Beweis. (1) Offensichtlich ist H C Gal(L/L"), und Gal(L/L™) ist nach Definition

abgeschlossen. Sei U < G abgeschlossen, gemafl 4.5, also von der Form U =
Gal(L/M) fiir einen Zwischenkérper M von L/K, und es gelte H C U. Dann
hiilt jedes o € H jedes x € M fest. Es folgt M C L¥, und damit Gal(L/L™) C
Gal(L/M)=U.
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(2) Zunéchst ist beliebiger Durchschnitt abgeschlossener Untergruppen auch
gemiB Definition 4.5 abgeschlossen: denn (), Gal(L/M;) = Gal(L/K (U, Mi)).
Daher ist der Durchschnitt iiber alle Gal(L/M), wobei M ein Zwischenkdrper von
L/K ist und H C Gal(L/M) gilt, die kleinste abgeschlossene Untergruppe von
G, die H enthilt; mit (1) folgt, dass all diese M in L™ liegen, und L™ das Kom-
positum all dieser M ist. Da L/K algebraisch ist, geniigt es, nur solche M mit
M/K endlich zu betrachten, oder wegen Proposition 4.7 sogar nur E N LT mit
endlich galoisschen E/K, denn es ist Gal(L/E N L¥) D H-Gal(L/E) D H.

Wir zeigen nun (1) fiir den topologischen Abschluss. Nach obiger Beschrei-
bung der offenen Teilmengen von G ist der topologische Abschluss H von H
gegeben durch alle 0 € G, so dass fiir alle Zwischenkérper E von L/K mit
E/K endlich galoissch, E = K(S), gilt oV (S)N H # 0, d. h. es existiert ein
7 € H mit 71g = ojp. (Es folgt dann 0 = 7 (r7'0) € H - Gal(L/E), und
damit die zweite Gleichheit in (2).) Einschrénkung auf E liefert einen Mor-
phismus H %+ Gal(E/E N L) < Gal(F/K). Sei Hy das Bild von p. Wegen
Efo = L7 N E folgt aus dem endlichen Hauptsatz Hy = Gal(E/L" N E). —
Wir zeigen nun, dass Gal(L/L¥) im topologischen Abschluss von H liegt; es
folgt dann (1). Sei o € Gal(L/L”) und E ein Zwischenkérper wie zuvor. We-
gen o|p € Gal(E/L™ N E) gibt es ein 7 € H mit Tig = 0|g- Also liegt o im
topologischen Abschluss von H.

(3) Fiir jedes o € G gilt o Gal(L/L™)o~" = Gal(L/o(L")) = Gal(L/L°" ")
= Gal(L/L7). [ |

U 4.1. Mit der Notation des Lemmas gilt fiir die Fixkorper L7 = L7,

U 4.2. Sei L/K galoissch mit Galoisgruppe G und M ein Zwischenkérper und U =
Gal(L/M). Es ist U offen in der Krull-Topologie von G genau dann, wenn M/K
endlich ist. Wenn dies gilt, so ist der Index [G : U] endlich und gleich dem Grad
M : K].

U 4.3. [Umgebungsbasen und induzierte Topologie] Sei X eine Menge, z € X und 0 #
B(z) C 2%. Es heisst B(z) eine Umgebungsbasis von x, falls = € B gilt fiir alle B € B,
und falls fiir alle By, By € B(z) ein B € B(z) existiert mit B C By N Ba. Es ist
dann F(z) = {V C X | esgibt B € B(z) mit V D B} ein sog. Umgebungsfilter
von z. Die V € F(z) heiflen Umgebungen von xz. Wir nennen die F(z) ein System
offener Umgebungsfilter, wenn zusétzlich folgendes gilt: zu jedem z € X und zu jedem
V € F(x) gibt es W € F(z) mit W C V und so, dass fiir jedes y € W gilt, dass
W € F(y) ist. Ist dies der Fall, so induziert dies eine Topologie T auf X, indem
definiert wird, dass U C X offen ist genau dann, wenn fiir alle x € U gilt, dass
U € F(z) ist. D. h. das System 7T der offenen Teilmengen von X erfiillt folgende
Eigenschaften: (i) @, X € T; (ii) Durchschnitte endlich vieler offener Mengen sind
offen; (iii) Vereinigungen offener Mengen iiber beliebige Indexmengen sind offen. —
Per definitionem sind die abgeschlossenen Teilmengen von X gerade die Komplemente
der offenen Mengen. Ferner gilt V € F(z) genau dann, wenn es U € T gibt mit
x € U CV (also V im Sinne der Topologie 7 eine Umgebung von x ist).

Sei L/K galoissch mit Galoisgruppe G. Sei 7 € G. Dann ist das System B(7) =
{rV(E) | E/K endl. galoissch} eine Umgebungsbasis von 7. Dabei gilt 7V (E) = {0 €
G| o1g = 7|5}, jedes V(E) ist eine Untergruppe von G, und fiir o € G gilt o € 7V (E)
genau wenn ¢V (F) = 7V(E). Wir erhalten also ein System offener Umgebungsfilter.
Es definiert B'(t) = {rV(E) | E/K endlich} ebenfalls eine Umgebungsbasis von T,
die zu denselben Umgebungsfiltern fiihrt.

Wir kommen nun zu einigen Beispielen unendlicher Galoiserweiterungen.

Beispiel. [Die absolute Galoisgruppe eines Korpers] Sei K algebraischer Abschluss des
Koérpers K. Die Menge der Elemente in K, die separabel iiber K sind, bilden einen
Teilkorper K’ von K, den separablen (algebraischen) Abschluss von K. (Ist K per-
fekt, so gilt natiirlich K° = K.) Die Erweiterung K’ /K ist galoissch. Man nennt
Gal(?s/K) die absolute Galoisgruppe von K. — Vgl. Ubungen, etwa U 4.25.
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Bemerkung. [Das Umkehrproblem der Galoistheorie] In der Zahlentheorie und auch
bei dem sog. Umkehrproblem der Galoistheorie spielt die absolute Galoisgruppe I' =
Gal(Q/Q) von Q eine wichtige Rolle. Das klassische Umkehrproblem der Galoistheorie,
formuliert 1892 von David Hilbert, lautet:

Gibt es zu jeder endlichen Gruppe G eine (endliche) Galoiserweiterung L/Q mit
Galoisgruppe Gal(L/Q) ~ G?

Dieses Problem ist noch heute nicht vollstdndig gelést. Man kann es dquivalent
folgendermaflen formulieren:

Ist jede endliche Gruppe (ausgestattet mit der diskreten Topologie) ein stetiger
Quotient der absoluten Galoisgruppe I' (ausgestattet mit der Krull-Topologie)?

Denn wir haben ja gesehen, dass fiir jede endliche Galoiserweiterung L/Q die
Galoisgruppe Gal(L/Q) Bild eines (stetigen) Gruppenmorphismus ist. Ist G endliche
Gruppe und I' — G surjektiver, stetiger Morphismus, so ist der Kern abgeschlossen,
also von der Form Gal(Q/L), und da der Kern ein Normalteiler ist, folgt aus obigem
Hauptsatz, dass L/Q galoissch ist mit Gal(L/Q) ~ G.

Beispiel. [Die absolute Galoisgruppe endlicher Kérper] Sei F, der Kérper mit ¢ = p”
Elementen (p Primzahl, n > 1). Sei F, (= F,") der algebraische Abschluss. Dabei
werden die endlichen Kérpererweiterungen F i als eingebettet in F, und mit F, CFy
(falls i | j) verstanden. Es ist also F, die Vereinigung aller F; (j > 1). Da die F,: die
einzigen endlichen Erweiterungen von F, in I, sind, und auch galoissch, erhiilt man

Gal(Fy/Fq) ~ lim Gal(F i /Fq) ~ UimZ/iZ =: 7Z.
(Fq/Fyq) 12@1 ( q /Fq) 12@1 /
Hierbei ist der projektive Limes ganz rechts gegeben durch die Tupel aller Restklassen
modulo i, die kompatibel sind mit allen kanonischen surjektiven Morphismen Z/jZ —
Z/)iZ, k+jZ — k+iZ (fiir alle ¢ | j). Die n-te Potenz des Frobenius-Automorphismus’,
also o4: x +— z7 auf der linken Seite entspricht dabei dem Element ([1]1, [1]2, [1]s,...)
auf der rechten.

Beispiel. Sei a > 2 eine fest gewéhlte Primzahl. Sei K = F, mit algebraischem Ab-
schluss wie oben. Sei darin L = {J,-, I ai - Dann ist L/K galoissch mit Gal(L/K) ~
1(i£1i>0 Z/a'Z. Sei E ein Zwischenkérper von L/K mit E # L. Dann gibt es ein k > 0
mit B = F_.x. (Insbesondere: [L : K| = oo, aber alle echten Zwischenkdrper sind
endlich.)

Denn sei m > 1 minimal, so dass ein z € L\ E existiert, wobei [K(z) : K| = a™.
Dann gilt ]ani ¢ E fiir alle i > m. Setze n = m — 1. Dann F a» C E. Ist umgekehrt
y € B, dann ist y € F_,; mit a’ = [K(y) : K], und es gilt E D K(y) = F ;- Nach
dem Argument zuvor muss j < m gelten. Also E C F an, und daher ' =F .« fiir ein
k mit 0 < k < n. Die Berechnung der Galoisgruppe ist klar. Da mit jedem x € L auch
alle seine Konjugierten eine Potenz von a als Grad iiber K haben, ist L/K galoissch.

Beispiel. [Korper der konstruierbaren Zahlen] Sei Q = K ({0,1}) der Korper der kon-
struierbaren komplexen Zahlen. Die Erweiterung @/ Q ist galoissch: denn es folgt aus
dem ersten Beweisteil von Satz VII.8.1, dass mit einer konstruierbaren Zahl z auch
alle weiteren Nullstellen seines Minimalpolynoms konstruierbar sind. Definierte man
induktiv Ko = Q und K41 = Kn(vVa | a € K,,) C Q, so gilt

Q=KoCKiC...CKyCKns1C...CQ

und @ = UnZO K, . Es gilt auerdem, dass jedes K, /Ko galoissch ist. Denn angenom-

men, es ist schon K, /Ko galoissch gezeigt. Sei o: @ — @ ein Q-Automorphismus. Die-
ser kann auf den algebraischen Abschluss erweitert werden. Nach Einschrankungssatz
und Induktionsannahme gilt o(K,) = K,. Um o(Kp+1) = Knt1 zu zeigen, geniigt
es, o(y/a) € Kny1 einzusehen (fiir o € Ky). Dies folgt aber sofort aus o(y/a) =
+y/o(a) € Kyy1. Es folgt, dass auch K,41/Ko normal, also galoissch ist.



4. UNENDLICHE GALOISERWEITERUNGEN * 133

Dies ergibt nun
Gal(@/Q) = lim Gal(K.,/Q),
n>0
wobei der projektive Limes aus denjenigen Tupeln (on)n>0 € [],,5, Gal(Ky»/Q) be-
steht, so dass On+l|k, = On fiir alle n > 1 gilt. B
Wir wollen Gal(Q/Q) noch als projektiven Limes von endlichen Galoisgruppen
darstellen. Zwar wissen wir aus der Proposition, dass dies abstrakt moglich ist. Aber
wir wollen dies hier expliziter durchfiihren. Zuniichst ist offenbar Q C Q abzihlbar.
Wir kénnen also schreiben Q = Q(a; | ¢ € N). Sei L, = Q(aq,...,an) und M, ein
normaler Abschluss von L, /Q in Q. Da Q/Q normal ist und L,, enthilt, folgt M,, C Q.
Es ist M, /K endlich galoissch, und es gilt M, C M, 1, sowie Q = J,,~, My. Es gilt
also -
Gal(Q/Q) ~ lim Gal(M, /Q).
n>0
Die Ordnungen der Gal(M, /Q) bilden fir n = 1, 2,... eine aufsteigende Kette von
2-er Potenzen: Denn es folgt leicht, dass M,, das Kompositum Ni Nz ... N, ist, wobei
N; normaler Abschluss von K(«a;)/K ist. Induktiv folgt dann mit dem Satz iiber
natiirliche Irrationalitédten (endliche Version), dass [M, : K] | [I,[N: : K] gilt.
Nach Satz VII.8.1 ist jedes [NV; : K] eine 2-er Potenz, und es folgt die Behauptung.

Beispiel. [Maximale abelsche Erweiterung eines Korpers| Sei K° separabler Abschluss

des Kérpers K, und G = Gal(K°/K) die absolute Galoisgruppe von K. Sei ¢ die
derivierte Untergruppe von G; vgl. U II1.7.11. Dann heisst der Fixkorper K% von G’
in K° die mazimale abelsche FErweiterung von K. Denn es gilt:

(i) K®/K ist eine abelsche Erweiterung.

(i) Ist L/ K eine Erweiterung, so dass L/K abelsch ist, so folgt L = K.
(iii) K ist das Kompositum aller endlichen abelschen Erweiterungen von K in K.

Beweis: Wir schreiben zur Vereinfachung der Notation FF = K  und H = G'. (i)
Es gilt H < G, und daher ist F/K galoissch, und es ist auch H = Gal(F/F¥)
normal in G. Per Hauptsatz folgt K** = F¥ und Gal(K**/K) ~ G/H ist als ho-
momorphes Bild von G/H wie diese abelsch. (ii) Wir kénnen L C F annehmen.
Dann ist U = Gal(F/L) < G’ und G/U ~ Gal(L/K) abelsch. Es folgt G' C U,
also G’ = U, und damit L = K. (iii) Ist L/K endlich abelsch, so nach dem Satz
iiber natiirliche Irrationalititen auch KL/K®, also K°°L = K® nach (ii), also
L C K%, Jede endliche Galoiserweiterung L/K, die in K liegt, ist abelsch: denn
G' CU :=Gal(F/L) < G, und Gal(L/K) ~ G/U ist daher abelsch.

Bemerkung: Aus dem Satz von Kronecker-Weber folgt Q** = J, -, En(Q).

Proposition 4.11

Sei K ein Korper mit separablem Abschluss K°. Sein > 1 eine natiirliche Zahl,
die nicht von der Charakteristik von K geteilt wird. Bezeichne mit ®,, € K[T]
das Polynom (*(®,,), wobei ®,, € Z[T] das n-te Kreisteilungspolynom iiber Q
ist (selbes Symbol!) und v: Z — K der natiirliche Ringmorphismus m — m-1.
Sei ¢,: Gal(K'/K) — E(Z/nZ) der Gruppenmorphismus analog zum Beweis
von Satz VII.1.3. Dann sind dquivalent:

(1) ®,, ist irreduzibel iiber K.

(2) &y, Ist surjektiv.

Beweis. Aus Formel (6.1) in Kapitel VII folgt, dass die primitiven n-ten Einheits-

wurzeln in K gerade die Nullstellen von ®,, sind und grad(®,,) = o(n) gilt. Also
gilt B, (K) = K(¢) fiir jede Nullstelle von ®,. Es folgt: grad(®,) = [En(K) : K]
genau wenn @, irreduzibel iiber K ist. Auf der anderen Seite ist ¢, surjektiv
genau dann, wenn [E,(K) : K] = |Gal(En(K) : K)| = ¢(n) gilt. Es folgt die
Behauptung. |
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Folgerung 4.12

Sei F, der Kérper mit q¢ Elementen. Sei n teilerfremd zur Charakteristik p.
Dann sind dquivalent:

(1) ®,, ist irreduzibel iiber F,.
(2) Die Restklasse [q] erzeugt die Gruppe E(Z/nZ).

Beweis. Es ist nur zu bemerken, dass [¢] das Bild unter ¢, vom (potenzierten
Frobenius-) Automorphismus oq: x — x? ist. |

Beispiele. (1) ®; = T®+T5 +... 4+ T +1 ist irreduzibel iiber Fs, weil [5] € E(Z/7Z) ein
Erzeuger ist.
(2) @11 = T'O+T° +-- -+ T +1 ist nicht irreduzibel iiber Fs, weil [5] € E(Z/11Z)
kein Erzeuger ist (weil [5]° = [1]).
(3) @1 = %70 = T4l — T T2 4 1 ist nicht irreduzibel iiber Fs, denn
[5] € E(Z/12Z) ist kein Erzeuger (weil [5]% = [1]).

Folgerung 4.13

Seien n, m teilerfremde natiirliche Zahlen. Seien (,, (,, primitive n-te bzw. m-
te Einheitswurzeln. Das n-te Kreisteilungspolynom ®,, € Q[T ist irreduzibel

itber Q(¢pm)-

Beweis. Da m und n teilerfremd sind, folgt offenbar p,(Q) N um(Q) = {1}, es
ist Cmn := (s eine primitive mn-te Einheitswurzel, und es gilt Q((n,(m) =
Q(Cmn)- Beachtet man noch p(mn) = ¢(m)e(n), so folgt unter Anwendung des
Gradsatzes leicht Q((n) N Q(¢m) = Q. Aus dem Satz iiber natiirliche Irrationa-
litdten folgt dann Gal(Q(Cn, (m)/Q(¢m)) =~ Gal(Q(¢n)/Q) =~ E(Z/nZ). Aus der
Proposition ergibt sich die Behauptung. |

Bemerkung. Fiir die Proposition und fiir die Folgerungen braucht man natiirlich nur
die endliche Galoisthegie; man ersetzt in der Proposition — bei gegebenem n — den
separablen Abschluss K~ durch den Kreisteilungskérper E, (K).

Aufgaben und weitere Themen

U 4.4. [Produktsatz] Seien L/K und M/K Galoiserweiterungen, so dass L und M in
einem gemeinsamen Oberkérper liegen. Dann ist LM /K galoissch, und man hat einen
injektiven Gruppenmorphismus

Gal(LM/K) = Gal(L/K) x Gal(M/K), o+ (o),0)um)-
Dieser ist ein Isomorphismus, wenn K = L N M gilt.

U 4.5. Sei E = Q(eQ"i/" | n € N) der kleinste Teilkérper von C, der alle Einheitswurzeln

enthélt. Dann ist E/Q abelsch, d. h. algebraisch, galoissch mit abelscher Galoisgruppe.

U 4.6. Sei L/K eine galoissche, aber nicht endliche Kérpererweiterung. Dann hat Gal(L/K)
unendlich viele Elemente. (Hinweis: Satz 2.1.)

U 4.7. Ein Kérper K ist perfekt genau dann, wenn jede algebraische Erweiterung L/K
separabel ist.

U 4.8. Jeder algebraisch abgeschlossene Kérper ist perfekt.

U 4.9. Sei L/K algebraisch. Ist K perfekt, so ist auch L perfekt. (Gilt auch die Umkeh-
rung?)

U 4.10. Sei K ein Kérper und K der algebraische Abschluss von K. Sei G = Gal(K/K)
die absolute Galoisgruppe von K. Sei L/ K ein Zwischenkorper. Es operiert die Gruppe
G auf der Menge

Xr ={t: L = K | ¢ ist K-Monomorphismus}

vermoge 0.t := o o . Sei [L: K| < co. Dann gilt:
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(1) Es operiert G transitiv auf X7,.

(2) Fiir die Elementanzahl von X, gilt 1 < |X| < [L : K]. Falls K ein perfekter
Korper ist, gilt [ Xz| = [L : K].

(Hinweis: Vgl. die Sétze 1.7 und 2.1, sowie Lemma 1.6.)

Die Aussage aus vorstehender Ubung hat Anwendungen z. B. in der Algebraischen
Geometrie®. Der folgende Spezialfall ist eine Variante davon.

U 4.11. Sei K ein endlicher Korper oder K = Q mit algebraischem Abschluss K. Die
absolute Galoisgruppe G = Gal(K/K) von K operiert in natiirlicher Weise auf K
(vermége 0.z := o(x)). Zu jeder natiirlichen Zahl n > 1 gibt es (mindestens ein)
normiertes, irreduzibles Polynom f € K[T] vom Grad n. Jedes solche Polynom f
zerfillt in K[T] in genau n verschiedene (normierte) Linearfaktoren. Die Menge der
n verschiedenen Nullstellen von f in K bildet eine G-Bahn. Ist auch f' € K[T] ein
normiertes, irreduzibles Polynom vom Grad n mit f’ # f, so ist die zu f’ gehorige
G-Bahn disjunkt von der zu f.

Wir nennen ein Element 2 € K vom Grad n iiber K, wenn das Minimalpolynom
von x iiber K den Grad n hat. Es folgt also, dass fiir jedes n > 1 die Menge

{z € K |  hat Grad n iiber K} # ()

ist und eine disjunkte Vereinigung von n-elementigen G-Bahnen ist. Die normierten,
irreduziblen Polynome in K[T] vom Grad n stehen in bijektiver Korrespondenz zu
diesen n-elementigen G-Bahnen.

Rein-inseparable Erweiterungen. Sei L/K eine algebraische Korpererwei-
terung. Ein Element a € L heisst rein-inseparabel iiber K, wenn f = MIPO(a/K)
in K nur eine einzige Nullstelle (mit Vielfachhheit) hat (nimlich o). L/K heisst
rein-inseparabel, wenn jedes Element in L rein-inseparable iiber K ist. — Offenbar
gilt: Ist L/ K rein-inseparabel, so ist kein Element aus L \ K separabel iiber K.

U 4.12. Sei L/K algebraisch. Ist & € L separabel und rein-inseparabel iiber K, so gilt
a€ K.

U 4.13. Sei L/K eine algebraische Korpererweiterung, in der kein Element aus L\ K
separabel iiber K ist. Dann muss Char(K) = p > 0 gelten. Ist & € L\ K mit
f = MIPO(a/K), so gibt es ein n > 1 und ein g € K|[T] irreduzibel und separabel
mit f(T) = g(T*"). Es folgt " € K und f = (T — a)?". Es ist L/K also rein-
inseparabel. (Hinweis: Betrachte D(f); induktives Vorgehen.)

U 4.14. Die Kérpererweiterung L/K in Proposition 14.5 (b) ist rein-inseparabel.

U 4.15. [Interner separabler Abschluss] Sei L/K algebraisch. Die Teilmenge von L der
iiber K separablen Elemente ist ein Zwischenkorper Ls von L/K.

U 4.16. Sei L/K algebraisch. Ist L/K normal, so ist auch Ls/K normal.

U 4.17. Sei L/K eine algebraische Korpererweiterung. Dann gibt es einen eindeutig be-
stimmten Zwischenkérper E von L/ K, so dass E//K separabel und L/FE rein-insepara-
bel ist. Es ist ¥ = L.

U 4.18. Sei L/K eine rein-inseparable Korpererweiterung. Dann ist die Galoisgruppe
trivial: Gal(L/K) = {1.}. (Gilt auch die Umkehrung?)
U 4.19. [Inseparabilititsgrad] Sei L/K endlich. Dann gilt
(i) [Ls: K]s = [Ls : K]. o

(ii) [L : Ls]s = 1. D. h. zu jedem Monomorphismus j: Ly — K gibt es genau eine
Fortsetzung o: L — K. Folglich [L : K]s = [Ls : K].

(iii) Es ist [L : K]s ein Teiler von [L : K]. Der Quotient wird mit [L : K]; be-
zeichnet, und es heisst [L : K|; der Inseparabilititsgrad von L/K. Es gilt also
[L:K]=I[L:K]s-[L: K.

(iv) L/K ist rein-inseparabel genau wenn [L : K]; = [L : K] gilt.

5Vgl. Proposition 5.4 in: Ulrich Gértz, Torsten Wedhorn: Algebraic Geometry I: Schemes.
Vieweg +Teubner Verlag, Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH, 2010.
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(v) Ist E ein Zwischenkérper von L/K, so gilt [L: K|; = [L: E]; - [E : K],.

U 4.20. Sei L/K normale (algebraische) Koérpererweiterung. Dann ist L; := {a € L |
o(a) = a fiir alle o € Gal(L/K)} = LEE/K) der eindeutig bestimmte Zwischenkor-
per, so dass L;/K rein-inseparabel und L/L; separabel ist.

U 4.21. Sei L/K normal. Seien die Zwischenkérper Ls und L; wie oben definiert. Dann
ist LiNLs = K und L = L;Ls.

U 4.22. Sei L/K algebraisch, und es gelte, dass jedes irreduzible f € K[T] eine Nullstelle
in L hat. Dann ist L ein algebraischer Abschluss von K.

Hinweis: Sei f € K[T] irreduzibel und N Zerféllungskorper von f iiber K. Betrachte

N; und N, sowie die vorige Aufgabe, und den Satz vom primitiven Element. Zeige
NCL.

Separabler Abschluss. Sei K ein Korper mit algebraischem Abschluss K.
Dann heisst die Menge K~ der in K iiber K separablen Elemente der separable Ab-
schluss von K, oder genauer: separabler algebraischer Abschluss von K. Ein separa-
bler Abschluss von K ist nur insoweit eindeutig, wie es der algebraische Abschluss
ist.

U 4.23. Sei K ein Kérper. Dann ist der separable Abschluss K~ sepambel abgeschlossen:
D. h.ist L/K K° eine separable Korpererweiterung, so ist L = K.
U 4.24. Ein Kérper K ist genau dann perfekt, wenn K = K~ gilt.
U 4.25. Sei K ein Korper.
(1) K’ ist ein Teilkérper von K.
(2) Sei L/K” eine (algebraische) separable Kérpererweiterung. Dann gilt L = K.
(3) Sei L/K eine (algebraische) separable Korpererweiterung. Dann gibt es einen
K- Monomorphlsmus LK.
(4) K°/K ist eine normale und separable, also galoissche Kérpererweiterung.
(5) Die Korpererweiterung K /K ist rein-inseparable.
(6) Einschrinkung liefert einen Gruppenisomorphismus Gal(K /K) = Gal(K"/K).
(7) K ist perfekt genau dann, wenn K /K galoissch ist.

Derivationen. Sei L/K eine Korpererweiterung. Eine K-Derivation auf L ist
eine Abbildung §: L — L mit 6(z +y) = é(x) + é(y) und §(xy) = 6(z)y + x0(y)
fiir alle z, y € L, und mit 6(a) = 0 fiir alle a € K. (Es ist dann § insbesondere
K-linear.)

U 4.26. Sei 6: L — L eine K-Derivation und z € L. Sei f € K[T]. Dann gilt §(f(z)) =
D(f)(=) - 6().

U 4.27. Sei L/K eine (algebraische) separable Kérpererweiterung. Dann ist die einzige
K-Derivation von L die triviale § = 0.

U 4.28. Sei L/K eine einfache, rein-inseparable Erweiterung, L = K(a), und es gelte
L # K. Dann wird durch §(f(a)) := D(f)(a) (fiir f € K[T]) eine K-Derivation
0: L — L mit 6 # 0 definiert. (Wohldefiniertheit!) Diese ist bis auf skalares Vielfaches
die einzige K-Derivation auf L.

U 4.29. Sei L/K eine endliche Kérpererweiterung, so dass nur die triviale K-Derivation
0 = 0 existiert. Dann ist L/K separabel. (Hinweis: Nehme L, # L an und zeige, dass
es eine nicht-triviale K-Derivation von L gibt.)

Ausgezeichnete Klassen von Korpererweiterungen. Eine Klasse C von
Korpererweiterungen L/ K heisst ausgezeichnet, wenn folgende Eigenschaften erfiillt
sind:

(1) Fiir einen Kérperturm L 2 M D K gilt: L/K ist in C genau dann, wenn
L/M und M/K in C sind. (“<” heisst auch die Transitivitidt von C.)
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(2) (Translation) Ist L/K in C und E/K eine beliebige Kérpererweiterung, so
dass F und L in einem gemeinsamen Oberkorper € liegen, so ist EL/FE
in C.
(3) (Kompositum) Sind L/K und M/K in C, und liegen L und M in einem
gemeinsamen Oberkorper (2, so ist LM /K in C.
U 4.30. Eigenschaft (3) folgt formal aus den Eigenschaften (1) und (2).

U 4.31. Die folgenden Eigenschaften definieren ausgezeichnete Klassen von Kérpererwei-
terungen:
e algebraisch
endlich
separabel
rein-inseparabel
auflssbar (Charakteristik 0). Dabei heifle eine endliche Erweiterung L/K auf-
losbar, wenn fiir einen normalen Abschluss N von L/K gilt, dass die Gruppe
Gal(N/K) auflosbar ist.
e auflosbar durch Radikale (Charakteristik 0). Dabei heifie eine endliche Erweite-
rung L/K auflésbar, wenn L in einer Radikalerweiterung von K liegt.

U 4.32. Normale (bzw. endliche normale) Kérpererweiterungen bilden keine ausgezeich-
nete Klasse. Welche Eigenschaften von “ausgezeichnet” gelten fiir die Klasse der (end-
lichen) normalen Erweiterungen, welche nicht (Gegenbeispiel)?

U 4.33. Eine (algebraische) Galoiserweiterung L/K heisst abelsch, wenn die Gruppe
Gal(L/K) abelsch ist. Welche Eigenschaften von “ausgezeichnet” gelten fiir die Klasse
der abelschen Erweiterungen?
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