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EINLEITUNG 1

1 Einleitung

In der Darstellungstheorie spielen Kécher und ihre Darstellungen eine fundamentale Rolle.
Im Falle eines algebraisch abgeschlossenen Grundkérpers k erhélt man die Modulkategorie
einer jeden endlichdimensionalen k-Algebra als Kategorie der Darstellungen eines Kochers
mit Relationen (Satz von Gabriel, vgl. zum Beispiel [3]).
Ist der Grundkorper nicht algebraisch abgeschlossen, so gilt dies nicht. Um eine groflere
Klasse von Algebren zu erfassen, fithrte Gabriel 1971 in [14] Gattungen und ihre Darstel-
lungen ein. Dabei werden im Unterschied zu Kéchern gewichtete Graphen betrachtet. Dlab
und Ringel untersuchten Gattungen und ihre Darstellungen in [12] und |11]. Die Definitio-
nen von Gattungen und ihren Darstellungen werden in Kapitel 2 prasentiert.
Analog zur Wegealgebra bei Kéchern kann man jeder Gattung eine Algebra zuordnen (die
Tensoralgebra), deren Modulkategorie dquivalent ist zu der Kategorie der Darstellungen
dieser Gattung. FEin Satz von Wedderburn besagt, dass jede endlichdimensionale Algebra
iiber einem vollkommenen Koérper Morita-édquivalent ist zu der Tensoralgebra einer Gattung
und liefert damit ein Analogon zum Satz von Gabriel fiir K6cher.
Die einfachsten Gattungen sind die sogenannten Bimoduln, mit denen wir uns in dieser
Arbeit im Wesentlichen beschiiftigen werden. Bereits fiir diese treten interessante Effekte
auf. Bimoduln sind von der Form

F--a.

Diese bestehen aus einer k-Modulation mit endlichdimensionalen k-Divisionsalgebren F' und
G zusammen mit einem F-G-Bimodul M auf dem k zentral operiert. Abkiirzend notiert
man dies, wie oben zu sehen ist.

Ein solcher Bimodul liefert die erbliche k-Algebra A = < G0

M F
nennt man zahm, wenn dim(rM)- dim(M¢) = 4 gilt, da sich in diesem Fall die unzerlegba-
ren Darstellungen noch in einem gewissen Sinne klassifizieren lassen, obwohl es unendlich

). Den Bimodul pMg

viele verschiedene sind. Bis auf Reihenfolge gibt es also fiir zahme Bimoduln nur den (4, 1)-
Fall und den (2, 2)-Fall.
Im Falle eines algebraisch abgeschlossenen Grundkérpers ist der einzige zahme Bimodul

gegeben durch den Kronecker-Kécher o —= o (als Gattung & LN k). Fir diesen Bi-
modul sind sédmtliche Fragestellungen, die uns im weiteren Verlauf der Arbeit beschéftigen
werden, trivial. Daher werden wir stets Grundkorper betrachten, die nicht algebraisch ab-
geschlossen sind. Dariiber hinaus werden wir nur mit gewissen (4, 1)-Bimoduln arbeiten.
Solche sind beispielsweise gegeben durch gHg, wobei H der Quaternionenschiefkérper iiber
R ist, oder durch ¢ %)Q(%)Q.

Die Kategorie der endlichdimensionalen A-Moduln (zugehérig zu einem zahmen Bimodul)
ist in drei Teile geteilt. Jeder unzerlegbare A-Modul ist entweder praprojektiv, regulér oder
priinjektiv. Diese Struktur ldsst sich auch in Abbildung 1 am Auslander-Reiten Kocher die-
ser Kategorie ablesen. In diesem Ko6cher stehen die Knoten fiir die Isomorphieklassen der un-



zerlegbaren Moduln und die Pfeile fiir Elemente einer Basis des Raums der irreduziblen Mor-
phismen. Die Abbildung 1 ist so zu verstehen, dass es keine nicht-trivialen Morphismen von
rechts nach links gibt. Der linke Teil in dieser Abbildung stellt die praprojektive Komponen-

P2 -==- T P2 -——=- 7 T2Q1——— TQl -—=- Q1
ufu W\ / NN/
P--=7 Pl T2Q2 ——= TQ2 - == Q2

Abbildung 1: Der Auslander-Reiten K6cher eines zahmen Bimoduls

te des Auslander-Reiten Kochers von A dar, die wir in Kapitel 3 fiir spezielle (4, 1)-Bimoduln
néher studieren werden. Sie besteht aus den — gestrichtelt angedeuteten — 7~ -Orbits der
beiden unzerlegbaren, projektiven A-Moduln. Dabei ist 7~ die (inverse) Auslander-Reiten
Translation. Dieser Funktor (zwischen geeigneten Kategorien) ist von enormer Bedeutung
in der Darstellungstheorie, beispielsweise im Kontext der von Auslander und Reiten ein-
gefithrten fast-zerfallenden Folgen oder allgemeiner fiir die Beschreibung der Modulkatego-
rie einer endlichdimensionalen Algebra. Auf die Definition der inversen Auslander-Reiten
Translation 77 (als Inverses der Auslander-Reiten Translation 7) und auch auf einige wich-
tige Eigenschaften werden wir in Kapitel 2.3 nidher eingehen. Die Beschriftung der Pfeile mit
M bzw. M* bedeutet, dass zum Beispiel gnq(p,) Hom (P1, P2) Ena (py) als Bimodul isomorph
ist zu pMg. Das Symbol M* steht fiir den dualen Bimodul von M, der ein G-F-Bimodul
ist.

Die unzerlegbaren, reguldren A-Moduln liegen in sogenannten Réhren. Diese sind im mittle-
ren Teil von Abbildung 1 angedeutet. Die Menge der Réhren {U,|x € X} ist parametrisiert
durch eine unendliche Indexmenge X.

Im algebraisch abgeschlossenen Fall haben alle Rohren die gleiche Form. Andernfalls gibt
es im Allgemeinen viele verschiedene Réhren.

Aus der Kategorie mod(A) gewinnen wir auf einfache Weise eine Kategorie H, die ei-
ne geometrische Interpretation als Kategorie von kohérenten Garben iiber einer (nicht-
kommutativen) glatten, projektiven Kurve hat und deriviert dquivalent zu mod(A) ist.
Die Kategorie H hat einige Vorteile gegeniiber mod(A), die wir in Kapitel 2 erldutern wer-
den. Einer davon ist, dass die Auslander-Reiten Translation 7~ eine Autoédquivalenz auf H
induziert. Dariiber hinaus gibt es zu jeder Rohre U, in mod(A) eine Autodquivalenz o, auf
‘H, die man tubularen Shift zum Punkt z nennt. Die tubularen Shifts werden wir in Kapitel
2.5 definieren.

Das Hauptaugenmerk liegt im Folgenden auf dem Studium der funktoriellen Wechselwir-
kung der inversen Auslander-Reiten Translation 7~ mit solchen tubularen Shifts o, die,
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im Falle gewisser (4, 1)-Bimoduln, auf Objekten in H gleich operieren wie 7~ . Der Funktor
F := 700, gibt den Unterschied zwischen 7~ und o, an. Dieser Funktor operiert auf Ob-
jekten trivial, das heiflt, dass er jedes Objekt bis auf Isomorphie festlésst. Es stellt sich die
kanonische Frage, ob er auch isomorph ist zum identischen Funktor. Aus diesem Grunde
werden wir genau diesen Funktor F' in einigen speziellen Féllen von (4, 1)-Bimoduln unter-
suchen.

Ahnliche Fragestellungen wie diejenigen dieser Arbeit spielten in der Darstellungstheorie
bereits eine Rolle. So untersuchten sowohl Brenner und Butler in [7] als auch Gabriel in [13],
inwiefern sich die Auslander-Reiten Translation 7 und der Coxeter-Funktor C* auf der Ka-
tegorie der Darstellungen einer Gattung bzw. eines Kochers unterscheiden. Gabriel gab
konkret den Funktor 7o C~ an, der bei ihm eine (formal) dhnliche Rolle hat wie der Funk-
tor F bei uns, und im Allgemeinen nicht isomorph zum identischen Funktor ist (vgl. Kapitel
2.3). Dabei sind die Coxeter-Funktoren C* und C~ kombinatorisch leicht zu berechnende
Funktoren auf der Kategorie von Darstellungen einer k-Gattung, die als Komposition von
Spiegelungsfunktoren gegeben sind. Thre Definitionen werden in Kapitel 2.2 prasentiert.
Fiir bestimmte (2,2)-Bimoduln operieren 7~ und das Quadrat gewisser tubularer Shifts
auf Objekten bis auf Isomorphie gleich. Hier stellt sich natiirlich ebenfalls die Frage, ob
dies dann auch isomorphe Funktoren sind. Kussin gab in diesem Kontext ein Gegenbei-
spiel an. Er betrachtet den Bimodul ¢Cc & ¢Cg iiber dem Grundkérper R. Dabei trégt
die erste Komponente die natiirliche Bimodulstruktur und in der zweiten Komponente ist
die Rechtsmultiplikation gegeben durch (x,y) - @ = (za,ya@). Die Linksmultiplikation in
der zweiten Komponente ist die gewchnliche komplexe Multiplikation. Fiir diesen Bimodul
unterscheiden sich die Auslander-Reiten Translation 7= und das Quadrat der erwidhnten
gewissen tubularen Shifts um einen Funktor, der gegeben ist durch komplexe Konjugation
und nicht isomorph ist zum identischen Funktor.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert:

In Kapitel 2 werden die wesentlichen Konzepte und Ergebnisse prisentiert, die im Laufe der
Arbeit aufgegriffen werden. Dies sind unter anderem die Definitionen von Gattungen, ihrer
Darstellungen sowie der Coxeter-Funktoren und der tubularen Shifts. Desweiteren werden
die Ergebnisse von Gabriel aus [14] und von Brenner und Butler aus [7] diskutiert.

In Kapitel 3 betrachten wir solche (4, 1)-Bimoduln, fiir die einer der beiden Schiefkérper
aus der Modulation mit dem Grundkérper k iibereinstimmt. Fiir diese Bimoduln hat Baer
in [5] die (unzerlegbaren) priaprojektiven Moduln mit einem zu k isomorphen Endomorphis-
menring beschrieben. Diese Moduln nennt man in dieser Situation praprojektive Moduln
vom Defekt -1. Sie sind gegeben als eine Familie B(n),cy von Moduln, die Baer konkret (als
Darstellungen) angegeben hat. Diese unzerlegbaren Objekte bilden wieder eine Kategorie,
die wir P; nennen. In P; ist jeder Morphismus gegeben als Summe von Linearkombinatio-
nen von Kompositionen von Basisvektoren der k-Vektorrdume Hom (B(n), B(n+1)). Daher
geniigt es, Basen dieser Rdume zu kennen und die Relationen unter den Basisvektoren zu
bestimmen, um die Struktur von P; zu kennen. Die Vektorrdume Hom (B(n), B(n + 1))



sind dreidimensional und Baer gab Basisvektoren X,,,Y,,, Z,, an. Baers Beschreibung von
P1 werden wir zum besseren Verstédndnis mit ausfiithrlichen Beweisen présentieren und um
einige neue Beispiele ergénzen. Dabei werden wir feststellen, dass eine Forderung von Baer
an die auftauchenden Koeffizienten tiberfliissig war. Dies liefert uns einige Vorteile.

Das konkrete Wissen {iber P; nutzen wir, um in Kapitel 3.4, in einigen interessanten Bei-
spielen, die Relationen zwischen den Verkettungen , benachbarter® Basisvektoren zu be-
stimmen. An dieser Stelle unterscheiden sich unsere Konventionen von denen von D. Baer,
damit wir durch die Zuordnung n — n + 1 einen k-linearen Funktor o auf P; erhalten, der
mit einem tubularen Shift o, iibereinstimmt. Diese Idee stammt von Dirk Kussin und wird
in den Bemerkungen [3.I] und [3.10] erldutert. Wir erhalten beispielsweise fiir den Bimodul
o (1/5)(@(\4/5)@ zwischen X,,, Yy, Z, fiir jedes n die Relationen (der Kiirze halber ohne Indizes
notiert)

XY = YX

ZX = XZ

Y = -YZ-X?
Z: = —2vy?

Hier hiéingen die Relationen also nicht von n ab und daher liefert die Zuordnung n +— n+ 1
einen k-linearen Funktor auf H. Da X mit Y und Z vertauscht, ist o isomorph zu dem
tubularen Shift o, zu der Rohre, die als einfaches Objekt gerade den Cokern von X, (dieser
ist fiir alle n gleich) enthélt.

In Kapitel 4 verwenden wir dann die Erkenntnisse aus Kapitel 3, um unsere Hauptergebnisse
(unter anderem zu finden in und zu beweisen. Diese besagen, dass sich in gewissen
Fallen die Auslander-Reiten Translation und der tubulare Shift o, (wie oben), der auf
Objekten wie 7~ operiert, um einen Funktor unterscheiden, der nicht isomorph ist zum
identischen Funktor.

Wir betrachten dazu den Funktor F' = 7 o g, der auf Objekten trivial operiert. Solche
Funktoren nennt man Geister und sie bilden eine Gruppe. Diese ist in unseren Spezialfillen
hinreichend genau beschrieben, was wir fiir unsere Beweise ausnutzen.

In unserem oben schon betrachteten Beispiel des Bimoduls Qo %)Q(\%)Q erhalten wir, dass
sich die Auslander-Reiten Translation 7~ und o, um den Funktor F' unterscheiden, der
auf Objekten trivial operiert und auf Basismorphismen durch die Zuordnung (X,Y, Z) —
(=X,Y, Z) gegeben ist. Dieser Funktor F' ist nicht isomorph zum identischen Funktor.
Ahnliche Ergebnisse erzielen wir in verschiedenen Spezialfillen. Fiir (4, 1)-Bimoduln waren
diese bislang nicht bekannt.
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2 Darstellungstheoretischer Hintergrund

In diesem Kapitel préasentieren wir die wichtigsten darstellungstheoretischen Konzepte und
Ergebnisse, die im weiteren Verlauf von Bedeutung sein werden.
Wir betrachten, sofern nichts anderes gesagt wird, stets Rechts-Moduln.

2.1 Gewichtete Graphen, k-Gattungen und ihre Darstellungen

Definition 2.1. Ein gewichteter Graph (I',d) besteht aus einer endlichen Menge I' von
Knoten zusammen mit einer Menge d = {(d;;,d;;)|dij € Ng ,4,j € I'} von Gewichten, die
den folgenden Bedingungen geniigen.

(i) diy =0 fir allei € T

(ii) Fiir jedes i € I' gbit es ein f; € N mit
dijfj = ﬂfl fir alle 4,5 € T

Man bemerkt, dass genau dann d;; # 0 ist, wenn dj; # 0. In diesem Fall verbindet man 7
und j mit einer Kante, versehen mit dem Gewicht (d;j,d;;), und notiert dies als

(dij dji) .
17 -

Definition 2.2. Eine Orientierung eines gewichteten Graphen (I',d) ist dadurch gegeben,
dass man fiir jede Kante eine Richtung auszeichnet, die man durch eine Pfeilspitze andeutet.
Fiir eine feste Orientierung € von (I',d) definiert man eine neue Orientierung s;€2, indem
man alle Pfeile umdreht, die in ¢ enden oder beginnen.

Ein Knoten i in I' heifit Senke (Quelle) beziiglich 2, falls alle Pfeile, die i enthalten, in i
enden (beginnen). Eine Orientierung  von (I',d) heifit zulissig, falls man I' in der Form
i1,...,%, anordnen kann, so dass i; eine Senke beziiglich 2 und i; eine Senke beziiglich
Si;_y =+ 8i;$2 ist. In diesem Fall nennt man 1, - - - , iy, eine zuldssige Folge von Senken. Analog
definiert man zuldssige Folgen von Quellen.

Definition 2.3. Sei k ein Kérper und (I', d) ein gewichteter Graph. Eine k-Modulation M
von (I', d) besteht aus einer Menge von Divisionsalgebren (F});cr zusammen mit einem Fj-
F;-Bimodul ;M und einem Fj-F;-Bimodul ;M; fiir jede Kante 4 J , so dass folgende
Eigenschaften erfiillt sind.

(i) k liegt im Zentrum von allen F; und F; ist endlich-dimensional iiber k.



(ii) k operiert zentral auf allen ;M.

(iii) Es gilt ;M; = ;M; als Bimoduln fiir jede Kante io °j in (I',d), wobei fiir
einen Bimodul pMp iiber Schiefkérpern D, F', auf denen k zentral agiert, (p Mp)* :=
HOHIF(DMF,F FF) ist.

(iV) dlm(,M])F] = dl]

Aus (iii) folgt auch d;; = dimp; (;M;). Damit kann man also die f; als f; = dimy, F; wéhlen.

Definition 2.4. Eine k-Gattung (M, Q) von (I',d) ist eine Modulation M von (I',d) zu-
sammen mit einer zuldssigen Orienteriung 2. Im Folgenden sei also (M, Q) eine k-Gattung
eines gewichteten, zusammenhéngenden Graphen (I, d), und es sei I' = {1,...,n} so ange-
ordnet, dass 1,...,n eine zuldssige Folge von Senken ist. Man beachte, dass dann n,...,1
eine zuléssige Folge von Quellen ist.

Eine Darstellung V. = (Vj,; ¢i)ier von (M, Q) ist eine Menge endlich-dimensionaler Fj-
Rechts-Moduln V; zusammen mit Fj-linearen Abbildungen

i Vi®r iM; —V;

fiir alle Pfeile ; —— j . Falls es keinen Pfeil von 4 nach j gibt, setzt man j¢; = 0.

Seien V. = (V;,j i) und W = (W;,; ;) zwei Darstellungen von (M, Q). Ein Morphismus
f = (fi) : V. — W ist ein Tupel Fi-linearer Abbildungen f; : V; — W;, welches das
folgende Diagramm kommutativ macht.

Vi ®F, iMjLVj

fi®1l lf]’
i

W; QF, Z’Mj —>Wj

Die so konstruierte Kategorie L(M, Q) der Darstellungen von (M, ) ist eine abelsche Ka-
tegorie in der jedes Objekt endliche Lénge hat, und jedes Objekt eine bis auf Isomorphie
eindeutige direkte Summenzerlegung in unzerlegbare Objekte besitzt (vgl. [12]).

Man kann zeigen, dass diese Kategorie dquvialent zur Modulkategorie einer gewissen Alge-
bra (der Tensoralgebra) ist. Daher werden wir im Folgenden auch von Moduln statt von
Darstellungen sprechen.

Bemerkung 2.5 (spezielle Bimoduln). In dieser Arbeit werden wir im Wesentlichen den

gewichteten Graphen 2o ﬂ ol betrachten. Als k-Modulation werden wir stets a2 L
verwenden. Hier ist L/k eine Schiefkorpererweiterung vom Grad 4, so dass L den Grundkorper
k in seinem Zentrum enthélt. Wir behandeln also spezielle Bimoduln.

Eine Darstellung dieser Gattung ist also von der Form (Va, Vi, ). Dabei ist V5 ein end-
lichdimensionaler k-Vektorraum, Vi ein endlichdimensionaler L-Vektorraum und ¢ : Vo ®



DARSTELLUNGSTHEORETISCHER HINTERGRUND 7

xLr — Vi eine L-lineare Abbildung.
Die Dimensionsvektoren werden wir im Folgenden, von links nach rechts lesend, in der Form
(dimy Va, dimz V}) notieren.

2.2 Die Spiegelungs- und Coxeterfunktoren

Bemerkung 2.6. Sei X = (X, jp;) € L(M,Q) und i — j ein Pfeil in (', d) beziiglich
Q.
Per Definition gilt ;M; = ;M ; = Hom Fj( iMj, F). Mit dem bekannten Isomorphismus

Hoij( iMj,Xj) = Xj ®j Hompj( iMj,Fj) = Xj ®j Mi

und der Adjungiertheit von Hom - und Tensorfunktor erhalten wir kanonische Isomorphis-
men
HOHle (Xz (S Mj, X]) = HOHIFZ. (Xu Hom Fj( iMja XJ>

~ Hom FZ(Xlan ®j Ml)

Das heifit also, dass man jeder Fj-linearen Abbildung ¢ : X; ®; M; — X kanonisch eine
eindeutige Fj-lineare Abbildung ¥ : X; — X; ®; M; zuordnen kann.

Umgekehrt gehort zu einer Fj-linearen Abbildung v : X; — X; ®; M; eine eindeutige
Fj-lineare Abbildung v : X; ®; M; — X, so dass p = ¢ und ¢ = ¢ gilt.

Insbesondere erhalten wir fiir j¢; : X; ®; M; — X eine Abbildung j¢; : X; — X; ®; M.

Spéter werden wir bei der Berechung der Coxeter-Transformation einiger Darstellungen
die obigen Isomorphismen konkret benétigen, weshalb wir diese bereits jetzt angeben wol-
len.

4,1
Wie bereits erwéhnt, wird im Weiteren konkret nur mit dem gewichteten Graphen o Q) o

gearbeitet. Wir betrachten eine k-Modulation bestehend aus dem Grundkérper k& und einem
Schiefkorper L, der k in seinem Zentrum enthilt, so dass dimg(L) = 4 gilt. Wir fixieren
eine k-Basis {1,x,y,yx} von L.

Offensichtlich ist dann Ly = Hom (L, L) vermoge [ — - bzw. f — f(1). Dabei ist [-
die Abbildung, die durch Linksmultiplikation mit [ € L gegeben ist.

Es gibt bei einer k-Modulation den Isomorphismus € : L — Hom (1 Lg, k). Die Existenz
und auch seine Konstruktion wird in Lemma genauer erldutert. Dieser Isomorphismus
sei ab jetzt fixiert. Wéhle eine Fj-Basis mq,...,mq von ;M;, und bezeichne mit ¢1,...,94
die zugehorige Dualbasis. Weiter sei n1,...,nq die Fj-Basis von ;jM; mit n; = e(1y).

Einer Fj-linearen Abbildung ¢ : X; ®; M; — X; wird dann eine Fj-lineare Abbildung @



zugeordnet, mit

M‘L

X —>X ®3M27 90 90 ®mp ®np

p=1
Hat man umgekehrt eine Fj-lineare Abbildung ¢ : X; — X; ®; M;, so ist fiir z € X;

d
z) = Zzp®np mit z, € Xj.
p=1
Dann definiere
sz®zM] —>Xj ,¢(2’®mp) = Zp.

Bei der Definition der Spiegelungsfunktoren wird dieser Isomorphismus konkret verwendet.
Wir werden uns also in der Folge davon iiberzeugen, dass derselbe unabhiingig von der
Wahl einer Basis ist und nur vom fixierten Isomorphismus € abhéngt, der durch die k-
Modulation gegeben ist. Hat man dies getan, so zeigt eine einfache Rechnung, dass man bei
der Wahl eines anderen Isomorphimus in der k-Modulation, einen Funktor erhélt, der zu
dem urspriinglichen natiirlich isomorph ist und damit, dass der Funktor bis auf Isomorphie
von Funktoren wohldefiniert ist.

Um zu zeigen, dass die Zuordnung ¢ +— % nicht von der Wahl einer Basis abhéngt, nehmen

wir also an wir hétten eine weitere F;-Basis mll, e ,m:i von ;M;, und es bezeichne analog
zu oben 1//1, e ,1/1; die zugehorige Dualbasis und es sei ”2 = e(wZ). Wir wollen zeigen, dass
d d
Z(p(l’@’ﬂlp) ®np = Z‘p(aj@mp) ®np
p=1 p=1

gilt, fiir eine Fj-lineare Abbildung ¢ : X; ®; M; — X;.
Zunéchst ist 0y = ¢; (m;,) und es gibt Basisdarstellungen

1/Jq = Z qulbj und m, = Zmiapi mit qu,api € Fj.
j i
Damit erhalten wir
Opq = ¢q Z bjq(mi)api = Z bigQpi-
7]

Diese Gleichung sagt gerade, dass BA = E4 wenn B = (b;;) und A = (ap;) die Basiswech-
selmatrizen bezeichnen. Dann ist aber auch AB = E; und das heifit

Z apibjp = 5ﬂ
p
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Es gilt also insgesamt

Z ol ® m;)) ® n; = Z o(x @ m;)ay; ® bjpn;
P ,J,P

=Y ez @mi)(D_apbip) @n; =Y oz @ m;) @,

Y] P i
und die folgende Definition der Spiegelungsfunktoren hingt nur von der Wahl des Isomor-
phismus € ab. Die obige Rechnung stammt aus |10]. Man iiberzeugt sich leicht davon, dass
die, nachfolgend definierten, Spiegelungsfunktoren somit bis auf Isomorphie wohldefiniert
sind.

Mit Hilfe dieser Bemerkung kénnen wir nun die sogenannten Spiegelungsfunktoren, und
damit die Coxeter-Funktoren, konstruieren.

Sei zunéchst t eine Senke in I' beziiglich 2 und X = (X;, ;p;) eine Darstellung. Wir
definieren

SX =Y =(Y;, i) € L(M, 5,Q)

auf die folgende Weise. Fiir ¢ # t setzen wir Y¥; = X; und j¢; = ;. Y; ist der Kern der
Fi-linearen Abbildung
Dt

jEr

Djer Xj @ jM,

X .

Sei 1t 1 Yy — X; ®; M; die folgende Komposition von Abbildungen.

Yt&@Xj®th—>Xz®lMt
jer

Das heifit also, dass p = HF ;j7¢- Dann definiere fiir j # ¢
JjE

=57 Y @ My — Y = X

Es bleibt S;" auf Morphismen zu definieren. Sei dazu
a=(aj): X — X =(X;, j0i)
ein Morphismus in L(M, Q). Dann ist S;”a durch Einschrinkung definiert, das heifit (S; a); =

o fiir ¢ # t, und (St+ )¢ ist die Einschrinkung von

Ploje1): P X; e M — P Xj@; My auf Vi — P X; @, M.
jer jer j €r Jer

Damit ist S, ein additiver links-exakter Funktor: L(M, Q) — L(M, s,8).
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Sei nun ¢ eine Quelle. Wir erkléiren
Sy X =Z = (Zi, jni) € L(M, 5:Q)

wie folgt. Sei Z; = X; und jn; = jo; fir alle 4,5 # t. Z; sei der Cokern im folgenden
Diagramm

@it

i€l

X Dier Xi @i My — Zt 0

Fiir [ € T sei ym; die folgende Verkettung von Abbildungen.

$7] Xl (2] Mt(é @iel“ Xi X Mt T Zy

Nun definiere ;n; = 4m; fiir 7 # ¢.

Sei erneut o = (o) : X — X = (X;, j®i) ein Morphismus, dann setzt man S; o = 8 =
(Bi), mit B; = o fur ¢ # tund By : Z — (S;X/)t als die Abbildung, die von », . a; ®
1 induziert wird. Damit ist nun S, ein additiver, rechts-exakter Funktor L(M,§) —

L(M, StQ).

Definition 2.7. Die so konstruierten Funktoren S;” und S;  bezeichnet man als Spiege-
lungsfunktoren.

Sei I' = {1,...,n} so angeordnet, dass 1,...,n eine zuléissige Folge von Senken ist. Dann
sind die Cozxeter-Funktoren L(M,Q) — L(M, Q) definiert als

ct = Srst ---S8f und
c- = 578 ---8,.

Diese Definition héngt, nach Konstruktion der Spiegelungsfunktoren, nicht von der Wahl
der zuléssigen Folge von Senken ab.

2.3 Ergebnisse von Brenner und Butler bzw. Gabriel

Ahnliche Fragestellungen wie die dieser Arbeit sind in der Vergangenheit bereits behandelt
worden. So untersuchten sowohl Brenner und Butler in [7] als auch Gabriel in [13], ob und
in welchen Fillen die Auslander-Reiten-Translation 7, die nachfolgend definiert wird, und
der Coxeter-Funktor C't isomorphe Funktoren auf der Kategorie der Darstellungen einer k-
Gattung beziehungsweise eines Kochers sind. Gabriel fand heraus, dass dies durchaus nicht
immer der Fall ist und konnte auch den Funktor angeben, durch den sie sich unterscheiden.
Ahnliches werden wir in Kapitel 4 (unter anderem in und in einigen wichtigen Bei-
spielen fiir einen gewissen tubularen Shift o, und die inverse Auslander-Reiten-Translation
T~ tun.

Zunichst erinnern wir an die Definition der Auslander-Reiten-Translationen 7 und 7. Es
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ist 7 = DTr und 7= = Tr D, wobei D = Hom(—, k) die Standard-Dualitdt und Tr die
Transposition ist. Diese erklért man wie folgt. Sei A eine endlichdimensionale k-Algebra und
M ein endlich erzeugter A-Rechtsmodul. Betrachte eine minimale projektive Prisentierung

p1 po

Py M 0.

Py

Wendet man nun den links-exakten, kontravarianten Funktor (—)! := Hom 4(—, A) an, so
erhilt man eine exakte Sequenz von A-Linksmoduln

P4 31

0 Mt Pt P} coker (pf) —0,
und man setzt Tr M := coker (p}).
Diese Zuordnung verschwindet offensichtlich auf projektiven Moduln. Sie liefert eine Dua-
litdt Tr : mod(A) — mod(A)°P. Dabei ist mod die projektive stabile Kategorie. Es bleibt
noch zu erkldren, wie Tr auf Morphismen definiert ist. Sei also u : M — N ein Morphismus
in mod(A), und

’ g ’

P, P, N 0
sei eine minimale projektive Prasentierung. Dann existieren Morphismen u1, ug, so dass das
Diagramm
p 2> P M 0
J/U1 luo Lu
’ g ’
P, F, N 0

kommutiert. Nach Anwenden von (—)! erhiilt man das kommutative Diagramm

P} P} TrM 0
A
na
’ g t ’ ‘
Pot Pot TrN 0

Per Definition ist dann Trw der eindeutig bestimmte Morphismus Tr N — Tr M, der das
rechte Quadrat kommutativ macht.
Die Zuordnungen 7 und 7~ induzieren quasi-inverse Aquivalenzen

mod(A) === mod(A) .

Dabei bezeichnet mod(A) die projektive stabile Kategorie und mod(A) die injektive stabile
Kategorie. Es gelten die Auslander-Reiten Formeln Ext!(M, N) = DHom 4(7~N, M) =
DHom 4(N,7M). In Hom 4(—,—) verschwinden per Definition alle Morphismen, die iiber
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projektive Moduln faktorisieren, und in Hom 4(—, —) verschwinden alle Morphismen, die
tiber injektive Moduln faktorisieren.

Die Auslander-Reiten Translationen sind von grofler Bedeutung im Kontext sogenannter
fast-zerfallender Folgen. Diese sind eines der wichtigsten Hilfsmittel fiir die Klassifikation
der endlich erzeugten Moduln iiber einer endlichdimensionalen k-Algebra. Der folgende
Satz zeigt, wie man mit Hilfe der Auslander-Reiten Translationen fast-zerfallende Folgen
konstruieren kann.

Theorem 2.8. (a) Sei M ein unzerlegbarer, nicht-projektiver A-Modul. Dann existiert
eine fast-zerfallende Folge

0 ™M E M 0.

(b) Sei N ein unzerlegbarer, nicht-injektiver A-Modul. Dann existiert eine fast-zerfallende
Folge
0 N F TN 0.

In [7] untersuchten Brenner und Butler, ob die Auslander-Reiten Translation 7 und der
Coxeter-Funktor Ot auf der Kategorie der Darstellungen einer Gattung isomorphe Funk-
toren sind. Sie kamen zu dem Ergebnis, dass die beiden Funktoren isomorph sind, falls die
betrachtete Gattung keine orientierten Kreise hat. Ohne zusétzliche Forderungen an die
Gattung ist dieses Ergebnis nicht korrekt, wie der folgende Satz von Gabriel zeigt.

Satz 2.9 (Gabriel [13]). Sei Q ein Kdcher. Dann gilt 1 = CtoT =T o Ct auf mod(kQ),
wobei T': mod(kQ)) — mod(kQ) auf Objekten definiert ist durch TV (a) = V(a) fir a €
Qo und TV(a) = =V(a) fira € Q1. Auf Morphismen operiert T wie der identische
Funktor.

Im selben Artikel gibt Gabriel auch konkret ein Beispiel an, wo der Coxeter-Funktor und
die Auslander-Reiten Translation nicht {ibereinstimmen.
Sei Q der Kocher

und V die Darstellung
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Dann erhélt man fiir 7(V)

und fiir CTV

Diese beiden Darstellungen sind offensichtlich nicht isomorph.

Bemerkung 2.10. Gabriel erwéhnt in [13], dass das Resultat von Brenner-Butler im Falle
von Baumen korrekt ist. Es ist nicht klar inwieweit er sich dabei auch auf Gattungen bezieht
und nicht nur auf Kocher.

Das Gegenbeispiel von Gabriel ist gegeben durch eine reguldre Darstellung eines Kochers,
dessen unterliegender Graph einen Kreis hat. Fiir Kocher, deren unterliegende Graphen
keine Kreise haben, sind die Auslander-Reiten Translation 7 und der Coxter-Funktor C*
isomorphe Funktoren.

Wir wollen fiir den Rest der Arbeit annehmen, dass 7 und CT auf der priprojektiven Kom-
ponente der Modulkategorie eines zahmen Bimoduls isomorph sind. Bimoduln liegen (als
Gattungen) auflerhalb der Reichweite der Phinomenologie des Gegenbeispiels von Gabriel
und daher ist die Richtigkeit der Aussage von Brenner-Butler fiir Bimoduln zu erwarten.

2.4 Zahmbheit und die Modulkategorie zahmer Bimoduln

d
Definition 2.11 (Wild, zahm). Sei p M ein Bimodul zu dem gewichteten Graphen o L4 o

Dieser Gattung ordnet man die quadratische Form
Q:Qz _)Qa Q(&) =C'$%+d-x§—c-d~m1x2

zu (vgl. [9]). @ heifit positiv definit (bzw. positiv semidefinit), falls gilt @(z) > 0 (bzw.
Q(z) > 0) fiir alle z € Q% \ {0}.

Wir nennen die Kategorie Rep(pM¢) der Darstellungen dieses Bimoduls darstellungsend-
lich, falls es nur endliche viele Isomorphieklassen unzerlegbarer Darstellungen gibt. Dies
ist genau dann der Fall, wenn dim(rM) - dim(M¢) < 3 ist. Genau in diesem Fall ist die
zugehorige quadratische Form @) positiv definit.

Die Kategorie Rep(rM¢) heiit von wildem Darstellungstyp, falls es fiir einen Koérper K
eine volle, exakte Einbettung mod*(k'(x,y)) — Rep(rMg) gibt. Dabei bezeichnen wir
mit mod*(k'(z,y)) die Kategorie der iiber k endlichdimensionalen k' (x,y)-Moduln. Eine
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solche volle, exakte Einbettung existiert genau dann, wenn dim(pM) - dim(Mg) > 5 ist.
Fiir den Fall eines Grundkorpers, der nicht algebraisch abgeschlossen ist, gibt es allge-
mein bislang keine befriedigende Definition von Zahmheit. Man nennt einen Bimodul p Mg
nach [9] allerdings genau dann zahm, wenn dim(pM) - dim(M¢g) = 4 gilt, weil man die
Gestalt seiner Kategorie dann als ,zahm“ bezeichnen wiirde. Man kann nimlich in die-
sem Fall die unzerlegbaren Darstellungen noch auf eine gewisse Weise klassifizieren, ob-
wohl es unendlich viele verschiedene Isomorphieklassen von Unzerlegbaren gibt. Genau fiir
dim(pM) - dim(Mg) = 4 ist die zugehérige quadratische Form @ positiv semidefinit, aber
nicht positiv definit.

Definition 2.12 (priprojektiv, priinjektiv, regulér). Sei A eine endlichdimensionale, erb-
liche k-Algebra. Der Auslander-Reiten Kocher dieser Algebra hat als Knoten die Isomor-
phieklassen unzerlegbarer Objekte aus mod(A) und fiir jedes Element einer Basis der Vek-
torraums der irreduziblen Morphismen zwischen zwei unzerlegbaren Objekten gibt es einen
Pfeil im Auslander-Reiten Kocher.

(a) Eine zusammenhéngende Komponente P des Auslander-Reiten Kochers von A heifit
prdaprojektiv, falls sie keine orientierten Zykel besitzt, und es fiir jeden unzerlegbaren
Modul M in P eine natiirliche Zahl ¢ > 0 und einen unzerlegbar-projektiven A-Modul
P gibt, so dass M = 7' P gilt.

(b) Eine zusammenhéngende Komponente Q des Auslander-Reiten Kéchers von A heifit
prdinjektiv, falls sie keine orientierten Zykel besitzt, und es fiir jeden unzerlegbaren
Modul N in Q eine natiirliche Zahl s > 0 und einen unzerlegbar-injektiven A-Modul
I gibt, so dass N & 7°1 gilt.

(¢) Eine zusammenhingende Komponente R des Auslander-Reiten Kéchers von A heift
reguldr, falls sie weder projektive noch injektive Moduln enthélt.

Ein unzerlegbarer A-Modul M heifit priprojektiv (priinjektiv, regulér), falls er in einer
praprojektiven (priinjektiven, reguldren) Komponente des Auslander-Reiten Kochers von
A liegt. Ein A-Modul heifit praprojektiv (prainjektiv, regulér), falls er direkte Summe un-
zerlegbarer, priaprojektiver (prainjektiver, regulirer) A-Moduln ist.

M F
wobei G und F' endlichdimensionale Divisionsalgebren iiber einem Grundkoérper & sind und
M ein F-G-Bimodul ist mit dim(zM) - dim(M¢g) = 4. Auf M, G und F agiert k zentral.
Diese Algebra gehort also zu einem zahmen Bimodul pMg. In diesem Fall ergibt sich die
Dreiteilung der Kategorie

Nun beschreiben wir die Struktur der Modulkategorie der k-Algebra A = ( G0 >,

mod(A) =P VRV Q.

Das heifit, dass mod(A) die additive Hiille der disjunkten Vereinigung von P, R, Q ist,
und es keine von null verschiedenen Morphismen von rechts nach links gibt. Dabei be-
zeichnet P die priaprojektive Komponente, Q die priinjektive Komponente und R den Teil
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des Auslander-Reiten Kochers von A, der die unzerlegbaren, reguldren Moduln enthélt. Es
gibt also insbesondere jeweils nur eine einzige praprojektive bzw. prainjektive Komponente.
Die praprojektive Komponente besteht aus den 7~ -Bahnen der zwei unzerlegbar-projektiven
Moduln dieser Algebra, und dual dazu besteht die préainjektive Komponente aus den 7-
Bahnen der beiden unzerlegbar-injektiven A-Moduln. Auch die Unterkategorie reg(A) der
reguldren Moduln kann man weiter beschreiben, denn es gilt fiir eine Indexmenge X

reg(A) = H U,

zeX

wobei die U, zusammenhéngende, einreihige Lingenkategorien sind, die man als Rohren
bezeichnet. In einer solchen Kategorie besitzt jedes Objekt eine eindeutige Komopositions-
reihe. Im Bimodul-Fall sind diese Réhren zusitzlich homogen, was bedeutet, dass jedes
Objekt in der Rohre isomorph zu seinem Auslander-Reiten Translat ist. Der Auslander-
Reiten Kocher von U, ist von der folgenden Form.

Dabei ist S;E«l) ein einfaches Objekt in der Teilkategorie U, (hat also Lénge 1), S;E«Q) hat
Lénge 2 etc. Die Auslander-Reiten Folgen in dieser Unterkategorie sind von der Form 0 —
S;S;l) — Séz) — Sa(;l) — Qund firn>2:0— S;(cn) — Sg(cn_l) @ S;(cnﬂ) — S;(cn) — 0.

Py - 7P ---- 1" Q=== Q1 --- @
M/‘M\M/W\/ NN/
Pmme 7 Pme e 2P, 72Qs oo TQy == Qs

Das obige Diagramm ist eine Skizze des Auslander-Reiten Kéchers (genauer der Auslander-
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Reiten Gattung) von A. In der préprojektiven Komponente sind die 7~-Bahnen der beiden
unzerlegbar-projektiven Moduln P; und P» durch die gestrichelten Linien angedeutet.

Im mittleren Teil sind die homogenen Rohren angedeutet, in denen die unzerlegbaren, re-
guldren Moduln liegen. Es gibt unendlich viele dieser Rohren. Die préiinjektive Komponen-
te, die im rechten Teil der Auslander-Reiten Gattung angedeutet ist, besteht, wie bereits
erwahnt, aus den — wieder gestrichelt angedeuteten — 7-Bahnen der beiden unzerlegbar-
injektiven Moduln. Jeder Morphismus von einem praprojektiven Modul in einen prainjektiven
Modul faktorisiert {iber einen regulédren Modul.

Die (beschriinkte) derivierte Kategorie D?(A) von mod(A) ist, da A erblich ist, von der
Form

D'(A) = \/ mod(A)[n].

Das bedeutet, dass D?(A) die additive Hiille der disjunkten Vereinigung von unendlich
vielen Kopien von mod(A) ist. In jedem Grad gibt es dabei die Morphismen der ur-
spriinglichen Kategorie, und fiir N € mod(A)[n], M € mod(A)[m] gilt Hom pepy (M, N) =
EXt?n;gE A) (M, N). Fiir néhere Details zur Definition der derivierten Kategorie verweisen wir
auf die einschligige Literatur, wie zum Beispiel [15].

Innerhalb von D?(A) bilden wir nun die Kategorie H = Q[—1] V P V R. Man kann sich
den Auslander-Reiten Kocher dieser Kategorie, grob gesprochen, so vorstellen, dass man
im Auslander-Reiten Kécher von mod(A) rechts die priinjektive Komponente entfernt und
links an praprojektive Komponente anfiigt.

H ist wieder eine abelsche, erbliche Kategorie (vgl. [19]). Die Verwendung von H anstelle
von mod(A) hat gewisse Vorteile. So liefert die Auslander-Reiten-Translation 7 auf dieser
Kategorie eine Autoéquivalenz, und wir erhalten die Auslander-Reiten-Formel in der Form
Ext3,(X,Y) & DHomy(Y,7X) fiir alle Objekte X,Y in M. In einem eher geometrischen
Kontext ist diese Isomorphie auch als Serre-Dualitit bekannt. Weiterhin sind die tubula-
ren Shifts, die im nichsten Abschnitt definiert werden, auf dieser Kategorie H erklart und
konnen als Autodquivalenzen auf ganz H mit der inversen Auslander-Reiten-Translation
verglichen werden.

Die Kategorie H erhilt man im Kronecker-Fall auch als Kategorie coh(P!(k)) der kohérenten
Garben iiber der projektiven Geraden. Fiir Bimoduln iiber Grundkoérpern, die nicht alge-
braisch abgeschlossen sind, ist H die Kategorie coh(X), wobei X eine glatte, (im Allgemeinen
nicht-kommutative) projektive Kurve ist.

P, @ P, ist ein Kippobjekt in H mit Endomorphismenring A. Es folgt aus der Kipptheorie,
dass D?(H) und DP(A) dquivalent sind als triangulierte Kategorien.

Definition 2.13 (Defekt). Sei pMg ein zahmer Bimodul und A die zugehorige Algebra.
Sei V = (A, B, ¢) ein A-Modul. Wir definieren den Defekt §(V') von V' durch

5(V) = dimg(B) — dimp(A) falls pMg vom Typ (2,2)
dimp(A) — 2 - dimg(B) falls pMg vom Typ (4,1).
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Der Defekt ist eine additive Funktion.

Auch fiir Objekte in H definiert man den Begriff des Defekts. Bei den Objekten, die in
mod(A) priinjektiv sind, wird das Vorzeichen umgedreht und fiir die Objekte, die in mod(A)
praprojektiv bzw. reguldr sind, stimmt der Defekt in H mit dem in mod(A) iiberein.

Beispiel 2.14. Im Fall eines zahmen Bimoduls vom Typ (4,1) sind die Dimensionsvek-
toren der unzerlegbaren A-Moduln aus [9](3.4.1, 1.2.5, 1.2.8) bekannt. Die unzerlegbaren,
préaprojektiven Moduln der 7~-Bahn von P, haben die Dimensionsvektoren (2m — 1, m) fiir
m > 1. Dabei hat P, selbst den Dimensionsvektor (1, 1). Die unzerlegbaren Moduln der 7~ -
Bahn von P; haben die Dimensionsvektoren (4m —4,2m —1) fur m > 1 mit dimP; = (0, 1).
Zu jedem solchen Dimensionsvektor gibt es, bis auf Isomorphie, genau einen unzerlegbaren,
préaprojektiven Modul (vgl. [9] 3.4.1).

Analog dazu gibt es zu den Dimensionsvektoren (2m — 1,m — 1) und (4m,2m —1),m > 1
bis auf Isomorphie jeweils genau einen unzerlegbaren, priinjektiven A-Modul.

In unseren konkreten Rechnungen spielt es zunéchst keine Rolle, ob wir mit H oder mod(A)
arbeiten. Ein Hauptaspekt dieser Arbeit ist es allerdings, die Auslander-Reiten Translation
77 mit anderen Autodquivalenzen auf H zu vergleichen, die auf Objekten, bis auf Isomor-
phie, genau so operieren wie 7. Solche Funktoren sind zum Beispiel gegeben durch gewisse
tubulare Shifts, die nun definiert werden.

2.5 Tubulare Shifts

Nun wollen wir erkléren, was man unter einem tubularen Shift auf H versteht. Dabei ist
‘H die erbliche Kategorie, die man auf die oben beschriebene Weise aus der Modulkategorie
eines zahmen Bimoduls gewinnt. Man kann tubulare Shifts (auch tubulare Mutationen) in
einem allgemeineren Kontext definieren. Wir verweisen auf [19]. Ein tubularer Shift ist eine
Autodquivalenz o, auf H, wobei x ein Punkt aus der Indexmenge X ist.

Wir betrachten also wieder einen zahmen Bimodul pMg, die zugehorige Algebra A =

( ]\Cj[ 2 >, sowie deren Modulkategorie und bilden daraus die Kategorie H. Sei x € X

der Index einer Rohre U, und S, ein einfaches Objekt in der Kategorie U,. Wir bilden
die Kategorie S, = add(S;) = {S? |n > 0}. Dies ist per Konstruktion eine halbeinfache
Kategorie.

Bezeichne N, die volle Unterkategorie von H, welche diejenigen Objekte A aus H mit
Hom 7 (U, A) = 0 umfasst. Nun wihle A € A, und betrachte den Funktor Ext;,(—, A)|s, :
S; — mod(k). Dieser Funktor ist darstellbar, da S, halbeinfach ist; er ist also isomorph
zu einem Funktor Hom y(—, A;)|s, fiir ein A, € S,. Es gilt dann offensichtlich 4, = S;I(A)
mit e, (A) = [Extl, (S, A) : Endy(Sz)].
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Folglich erhélt man einen natiirlichen Isomorphismus Endy (A4,) =, Ext%i (Ag, A), welcher
den Endomorphismus 14, auf eine kurze exakte Sequenz

Ne: 0 A2 A(x) A, 0

abbildet. Diese Sequenz nennt man eine S, -universelle Erweiterung von A.

Satz 2.15 (Lenzing, de la Penia [19]). (a) Seien A/ N € N, und f : A — N ein Mor-
phismus. Dann induziert dieser einen Morphismus f, : Ay — N, und es existiert
genau ein Morphismus f(z), der das folgende Diagramm kommutativ macht.

Ba

0 A—25 A(z) A, 0
l f J/f(w) lfz
0 N an N(z) BN N, 0

(b) Es gibt eine Autoiquivalenz o, : H — H mit 0,(N) = N(x) fir N € N und
o.(f) = f(x) fir jeden Morphimus f: A — N mit A € N,.

Diesen Funktor nennt man den tubularen Shift zum Punkt x € X. Diese tubularen Shifts
haben weitere interessante Eigenschaften. Deren zwei werden wir spéter noch verwenden
und daher hier angeben.

(1) Sei 0 At A 1= 0 eine kurze exakte Sequenz mit A, A" € N, und

C = A,. Dann gibt es ein kommutatives Diagramm exakter Sequenzen wie folgt.

OHA&>A($)B4A>A$4>O
0—=A—T g9 .0 0

(2) o, wirkt auf Objekten in U, wie 7~ und auf U, mit y # x wie der identische Funktor.
Da alle Rohren homogen sind, wirkt o, also auf allen Rohren trivial.

Ein wichtiger Spezialfall ist der Folgende. Sei P € H ein Objekt vom Defekt -1 und es gelte
Ext!(S;, P) # 0. Dann erhalten wir eine S,-universelle Erweiterung der Form

0— P — P(z) — S¢® — 0,



DIE PRAPROJEKTIVEN MODULN VOM DEFEKT -1 EINIGER (4,1)-BIMODULN 19

mit der Multiplizit‘at e(x) = [Ext'(Sy, P) : End(S,)]. Es gilt die Formel ( [17] 0.4.5)

_ € f(z) - [End(P) : k]

[End(S,) : k] () ,

(2.1)
1 falls p Mg vom Typ (2,2)

mit dem Indez f(z) = 1[Ext'(S;, P) : End(P)] und € =
2 falls pMg vom Typ (4,1)

Bemerkung 2.16 (Orbit-Algebra). Sei B ein fixiertes Objekt vom Defekt -1 aus H. Einem
tubularen Shift o, ordnet man die Orbitalgebra

R =TI(B,0,) = @) Hom (B, 0} B)
n>0
zu. Die Multiplikation von f € Hom (B,o}B) mit ¢ € Hom (B,0]'B) ist definiert als
g* f:=0"(g)o f. Damit wird R zu einer positiv Z-graduierten Algebra.
Diese beinhaltet die Struktur der Kategorie H im folgenden Sinne.

mod?(R)
mod% (R)

12

H

Dabei wird die Serre-Unterkategorie der Z-graduierten R-Moduln endlicher Lange im Sinne
von Serre-Grothendiek-Gabriel herausfaktorisiert (vgl. [17]).

3 Die priaprojektiven Moduln vom Defekt -1 einiger (4,1)-
Bimoduln

3.1 Vorbemerkungen

In diesem Kapitel widmen wir uns der Beschreibung der priprojektiven Moduln vom De-
fekt -1 gewisser Bimoduln vom Dimensionstyp (4, 1). Dazu greifen wir Resultate von D.
Baer aus ihrer Dissertation auf (vgl. [5]). Um diese nachvollziehbar zu machen, werden wir
ausfiihrlich auf die Beweise eingehen, die in [5] sehr knapp gehalten sind. Dazu werden wir
in Kapitel 3.4 einige neue Beispiele behandeln. Wir betrachten also die zugehorige Algebra

L k
Schiefkérpererweiterung von k, so dass k im Zentrum von L liegt und dimy L = 4 gilt. Die
Moduln dieser Algebra sind von der Form (V3, V1, ¢) mit V5 € mod(k),V; € mod(L) und
p < HOmL(‘/Q ® L, Vl)
Zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es einen unzerlegbaren Modul B(n) des Dimensionstyps
(2n — 1,n). Dies sind genau die unzerlegbaren Objekte in der Kategorie der priaprojektiven

L
A= ( 0 ) des Bimoduls £ b L . Dabei ist k ein kommutativer Koérper , £ C L eine



20

Moduln vom Defekt -1. Diese unzerlegbaren Objekte bilden wiederum selbst eine Kategorie,
die wir mit P; bezeichnen wollen.
Um diese Kategorie explizit beschreiben zu kénnen, ben6tigen wir zunéchst einige Informa-

tionen iiber den Bimodul ;Ly.

(1)

Gibt es ein Element z € L\ k : 22 ¢ k @ kz, dann ist L = k[z], und insbesondere ist
L kommutativ.
Es sei T% — aT? — asT? — a1T — ag das Minimalpolynom von z iiber k und y = z2.

Dann bildet {1,z,y,yz} eine k-Basis von L und es gilt

y2 = aot+ aiz+ ay+ ayr ,a9#0
Ty = YT

2 _
o= Y

Fiir chark # 2 kann man ohne Einschrinkung annehmen, dass a = 0 ist (quadratische
Ergénzung).

Ist 22 € k @ kz fiir alle z € L\ k, so wihlen wir zu einem = € L \ k ein Element
y € L\ k[z]. Dies liefert uns sofort eine k-Basis {1,x,y,yz} von L. Wir wollen nun
wieder die Elemente z,y, zy beziiglich dieser Basis darstellen. Zunéchst gilt

y* =ag+agy mit ag € k\ {0}, az € k und

2?2 =co+ iz mit co € k\ {0}, c1 € k.

Wir wissen weiter, dass zy eine Darstellung der Form xy = by + bix + boy + byx,
mit by, by,b2,b € k, besitzt. Hier ist aus Dimensionsgriinden b # 0, da man eben-
sogut als Basis {1, z,y,zy} hétte wihlen kénnen. Um die Koeffizienten zu bestim-
men, betrachten wir zunéchst das Element x + y € L. Es gilt nach Voraussetzung
(x +y)? € k@ k(z + y). Das heifit also (z + y)?> = do + d(z + y) mit do,d € k.
Andererseits gilt

(+y)? = 2 +yz+ay+y’
= ¢+ cix+ by + bix + boy + byx + ag + agy + yx
= (co+bo) + (c1 +b1)x + (ag + b2)y + (1 + b)yw,
und ein Koeflizientenvergleich liefert sofort 14+ b = 0 und damit b = —1. Insbesondere

ist L in diesem Falle, und falls zusitzlich char(k) # 2 gilt, nicht kommutativ. Nun
betrachten wir das Element yx € L. Wieder existieren nach Voraussetzung fg, f € k
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mit (yz)? = fo + fyx. Auf der anderen Seite berechnen wir

(y2)? = yrye = y(zy)z = y(bo + brzx + bay + byz)x
= (boy + biyx + boy® + by’a)x
(boy + bryx + baag + beagy + bagx + basyz)x
boyz + biyz? + baaox + baasyz + bagz? + basyz?
= (bagco + (baag + bager)x + (bico + bazcy)y + (bo + bici + beag + bascr )yx.

Hier liefert der Koeffizientenvergleich
bQCLO = *baocl = b2 = *bCl und

b160 = —bGQCO = by = —bas.

Insgesamt erhalten wir damit folgende Darstellung.

¥ = ao +azy ; ag# 0
Ty = by —bazxr —bcry +byr , b*=1
2 = co “+cax , co#0

Ist char(k) # 2 so wihlt man ohne Einschrénkung as = ¢; = 0.

Fassen wir beide Fille zusammen, so kann man sagen, dass es stets eine k-Basis {1, z,y, yx}
von L gibt, und man fiir 22, 4%, zy eine Darstellung der folgenden Form hat.

y2 = a9+ axr Hay+ ayx

ry= by+bix —+by+byz ,b*>=1 (3.1)
2% = co+cx +coy

Analog zu oben wéhlt man fiir char(k) # 2 ohne Einschrinkung as = by = by =¢; =0

Bemerkung 3.1. Obige Bedingungen zusammen mit der Forderung ag # 0 sind diejeni-
gen, die D. Baer in [5] formuliert.

Wir weisen darauf hin, dass die folgenden Sétze korrekt bleiben, wann immer man eine
k-Basis {1, z,y,yz} von L hat, fiir die man Basisdarstellungen der Form (3.1) erhélt, also
auch dann, wenn man Baers Bedingung ag # 0 ausser Acht lésst.

Von dieser Erkenntnis werden wir im Laufe der Arbeit noch hiufig Gebrauch machen. So be-
zeichnet k(z) im Folgenden immer einen Zwischenkorper vom Grad 2 der Korpererweiterung
L/k. Diese Konvention bietet enorme Vorteile, die wir in Bemerkung eingehend an ei-
nem Beispiel diskutieren werden.

Eine notwendige Bedingung fiir die Richtigkeit der folgenden Sitze ist hingegen die For-
derung b*> = 1 und das Verschwinden des Koeffizienten vor yz in der Basisdarstellung von



22

Es ist klar, dass B(1) der projektive Modul (k, L, id : L — L) ist. Wir wollen nun eine ex-
plizite Beschreibung der Moduln B(n) fiir n > 2 angeben. Dazu benétigen wir das folgende
technische Lemma.

Lemma 3.2. Sein > 2, sei A= (a;;) € Moy_1(k) eine Losung des Gleichungssystems

2 _
A1ntj + (Cnginej — 15)T — Q1 j41Y — Qpg1,j+10Y — Gpy1;2° =0
Ain+j + (an+i,n+j - a1,j)x + (an+z‘—1,n+j - ai,j+1)y — Qn44i—1,5YT
2 2 _
Gn —Onti—1,j41Y" — Qi jH18Y — Qi j” =0

2 _
Anntj — An T+ (Q2n—1n+j — Gnj+1)Y — Q2p—1 YL — G2p—1,j+1Y° =0

j=1...n—11=2,...,n— 1.

Dann ist A = AFEoy,_1 fiir ein X € k.

Beweis. Durch vollstédndige Induktion nach n.
n = 2: Hier umfasst G2 zwei Gleichungen. Wir setzen die oben berechneten Basisdarstel-
lungen ein und erhalten

a13+ (az3 —ai1)x — a2y — aza(bo + b1z + boy + byz) + az 1(co + c1z + c2y) =

az3 — a212 + (a33 — az2)y — a3 1yr — az2(ao + a1z + agy + ayr) =
=
(a1,3 — az2bo) + (az3 —a1,1 —asz2by +agyc1)x + (az1c2 — a1 2 — az2)y — ag2byr =
(a2,;3 — az2ap) + (—ag;1 — azpai)x + (az3 — a2 — aspa2)y — (a3 + az2a)yr =

In diesen beiden Darstellungen miissen also alle Koeffizienten verschwinden. Wegen b # 0
erhélt man az 2 = 0 und sofort a3 ;1 = 0. Setzt man dies weiter ein, so ergibt sich A = a; 1 E3.
Sei nun n > 2: Sei A eine Losung von G,,. Zunichst zeigen wir, dass

ap; =0VEke{n+1,....2n—-1}; j€{1,...,n}. (3.2)

Wir setzen dazu in G,, die bekannten Basisdarstellungen von 32, 22, 2y ein und wissen dann,
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dass die Koeffizienten vor yz null sein miissen. Dies liefert das Gleichungssystem

Gn+1,j+1b
Unyi—1,j + Qntio1,j410 + Gppijr1b =
a2n—1,j T G2p—1,j+10 =

fir 1=2,....,.n—1;57=1,...,n—1,

mit n? —n Gleichungen fiir die n? —n Variablen Ang11y -3 Ongflns - -5 A2n—115 - - -y A2p—1,n-
Wenn man die gerade angegebene Reihenfolge beibehilt, so hat das obige Gleichungssystem
die in Abbildung 2 zu sehende Koeffizientenmatrix D mit n? —n = (n — 1)n Zeilen. In den
ersten 2n — 2 Zeilen rutscht im zweiten Block mit n Spalten das b immer zwei Zeilen tiefer
und eine Spalte nach rechts. In diesem Block (nicht in der ganzen Matrix) ist also jede
zweite Zeile eine Nullzeile.

n — 1 mal
P —
n n n
1 a 0bo0O . .
b 0o . .
1 006b

omn —2 ’

|

|

|

\

. \

\

\

|

1 a | 0b | |

T
S S }

5 \
|

|

|

|

|

|

|

|

n—2 *

mal

\n—l{

Abbildung 2: Die Matrix D

Die Determinante dieser Matrix berechnet man wie folgt. Man entwickelt jeweils nach der
ersten Zeile oder der ersten Spalte. In den ersten n Entwicklungsschritten entwickelt man
zunéichst 3 mal nach der ersten Spalte und dann abwechselnd nach erster Zeile und erster
Spalte. Dies liefert in der Determinante den Faktor b"~!.

In den néchsten n Schritten entwickelt man weiter n — 2 mal abwechselnd nach erster Zeile
und erster Spalte und dann noch zweimal nach der ersten Spalte und erhélt als Faktor b" 2.
Damit hat man zweimal n Entwicklungsschritte ausgefiihrt. Man entwickelt weiter in Blocken
von jeweils n Schritten.
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Fiir 5 > 3 wird im j-ten Block zunéichst n — 7 mal nach der ersten Zeile und dann j mal
nach der ersten Spalte entwickelt, und man erhilt den Faktor "7 in der Determinante.
Insgesamt ergibt sich die Determinante der obigen Matrix also zu b™(®~1/2 = 0. Damit
verschwinden, wie behauptet, alle in dem Gleichungssystem auftretenden Variablen.

Wir fahren nun damit fort zu beweisen, dass A ein Vielfaches der Einheitsmatrix ist. Dazu
betrachten wir die folgenden Matrizen.

B = (bij)i<ij<on—3 = (@i j)1<ij<n—1, n+1<i,j<2n—2

C = (cijhcij<on—3 = (@ij)2<ij<n, nt2<ij<an—1
Wir werden zeigen, dass B und C' das System Gy —1 l6sen, woraus dann mit Induktionsvor-
aussetzung unmittelbar die Behauptung folgt.

Da A eine Losung von Gy, ist, und wegen der obigen Rechnungen, gelten fiir j =1,...,n—
1;,i=2,...,n—1

a1t + (ng1pts — 01,5)T — a1,54+1Y
Qintj + (@ntints = @i )T + (@nti-1ntj = Gijr1)y

Ut = On g2 + (Q2n—1n4j — njy1)y =

Setzen wir die Definition von B in die erste Gleichung von G,,_1 ein, so folgt die Giiltigkeit
dieser Gleichung direkt aus (3.3) und (3.2). Fiir C lautet die Gleichung unter Verwendung
von (3.2)

a2n4j+1 + (ng2nt14j — @2j41)T —ag 4oy =0 fiir j=1,...,n — 2.

Setzt man in Gleichung (3.4) j = j + 1, i = 2, so erhélt man

a2n+j+1 + (@nt2,n+1+j — 42,j4+1)% + (An+1p+j+1 — a2,5+2)y = 0.

Wir zeigen also an41,n+j+1 = 0. Aus (3.3) entnimmt man a; 11 = 0 und auch anq1,p4j+1 =
a1 j+1. Damit geniigt auch C' der ersten Gleichung von G,,_1.

Auf noch einfachere Weise iiberzeugt man sich davon, dass B und C' die zweite Gleichung
von Gp_1 16sen. Bei B ist dies wiederum nach Definition und wegen (3.4) und (3.2) sofort
klar.

Um die Giiltigkeit fiir C' zu zeigen, setze i =i+ 1 und j = j + 1 in (3.4).

Es bleibt also noch die dritte Gleichung von G,,_; zu betrachten.

Dass C' dieser geniigt, sieht man durch Ersetzen von j durch j + 1 in (3.5). Fiir B lautet
die dritte Gleichung unter Verwendung von (3.2)

U145 — An-15% + (@2n—2n4j — Gn-1,j+1)y =0 fiir j=1,...,n —2.

Setzt man ¢ = n — 1 in (3.4), so bleibt noch zu zeigen, dass as,—1,n4+; = 0 fiir alle j =



DIE PRAPROJEKTIVEN MODULN VOM DEFEKT -1 EINIGER (4,1)-BIMODULN 25

1,...,n—2. (3.5) entnimmt man as,—1,n+j = an j+1, und ebenfalls in (3.5) sieht man, nach
Ersetzen von j durch j + 1, a, j+1 = 0, was das Gewiinschte liefert. O

3.2 Beschreibung der Objekte

Mit dem obigen Hilfssatz kénnen wir nun die Moduln B(n) beschreiben.

Satz 3.3. Firn > 2 sei

C(TL): ) . ’ . EMan_l(L).

1 Yy

Es ist B(n) = (k> 1, L",C(n) : L*»~' — L") ein A-Modul mit einem zu k isomorphen
Endomorphismenring. Damit bildet B(n)pen die Familie der unzerlegbaren, priprojektiven
Moduln vom Defekt -1.

Beweis. Es ist lediglich zu beweisen, dass B(n) einen zu k isomorphen Endomorphismenring
hat. Sei dazu also f € End (B(n)) Dann ist f = (A,B), mit A = (ai,j>1§i,j§2n—1 €
My, —1(k) und B = (bi;)i<ij<n € Mnp(L). Da f ein Morphismus von Darstellungen ist,
muss das folgende Diagramm kommutieren.

an—l ® L % )L

A®1l iB
C(n)

k?n—l QL —L"
Es muss also BC(n) = C(n)A gelten. Wir notieren die beiden Seiten der Gleichung.

bii bio . . . bip b +bioy bipx+bizy . . . bipo1T + b1y
ba1 boo . . . bopn ba1T 4+ bopy bosx +bozy . . . bap1x +bony

BC(n) =

bn,l bn,2 - bn,n bn,1x+bn,2y bn,2x+bn,3y e bn,n71x+bn,ny



26

a1l + Gp41,1% e a1,2n—1 + Qn+12n—1T
2,1 + an+1,1Y + Gn42,12 - a22n—1 + Qnt12n—1Y + Ant22n—12
C(n)A =
an—1,1 + @2p—21Y + A2n—11Z . . . Qp—12p—1 + A2n—22n—1Y + A2n—12n—1Y
Gn,1 + G2n—1,1Y . Gn2n—1 + Q2p—12n—1Y

Wir vergleichen zunéchst die Eintrédge der Matrizen in den ersten n Spalten, und lesen fiir
j=1,....,nund ¢t =2,...,n — 1 das folgende Gleichungssystem ab.

b= a1,j + Ant1,5T
bij = Gij+ Gpti-15Y + Anti @ (3.6)
bnj = Gn,j + G2n—1,;Y

Nun betrachten wir die Eintrage in den Spalten n 4+ 1,...,2n — 1. Zunéchst erhélt man in

der ersten Zeile — wenn man die b; ; mit Hilfe obiger Gleichungen ersetzt —
2 .
1,5% + Qpy15%° + 01 j4+1Y + A1 j+1TY = Al ntj + Gpt1n+iT firj=1,...,n+1.

Dies ist gerade die erste Gleichung des Systems G, aus dem vorherigen Lemma.
Verfihrt man genauso fiir die Zeilen 2 bis n — 1, so erhélt man fiir allet =2,...,n— 1 und
j=1...,n—1

2 2
i jT + Apti—1,YT + Qi jT° + Qi j41Y + Qnti—1,j41Y" + Qnti j+12Y

= Qjn+j T Onti-1n+5Y T Ontint;T,

was gerade die zweite Gleichung von G, ist.
Die Gleichheit der Eintrége in der letzten Zeile liefert dann noch fiir 5 =1,...,n —1

2
Ap T + A2p—1,YT + Qpj+1Y + G2n—1,+1Y" = Ann+j + G2n—1,n+5Y,

und damit 16st A also G,,. Somit gilt A = A\E9,_1 fir A € k. Wegen (3.6) gilt dann auch
B = A\E3,_1 und End (B(n)) = k. O

3.3 Beschreibung der Morphismenriume

Lemma 3.4. Es bezeichne (B(n))pen die Familie der unzerlegbaren, prdprojektiven Mo-
duln vom Defekt -1. Dann besitzt der k-Vektorraum Hom (B(n), B(n + 1)) eine k-Basis

(X0 = (X0, X0), Y0 = (V. Ya), Zo = (Zo, Z0))}. Hier sind Xy, Yo, Zyy € Mops12n-1(k)
und X, Y, Zn € Mpi1.0(L) mit:
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(a)

1 0 | O . 0
1 0 |
|
|
\
1|
— 0 0 0] 0 0 — E
Y, = L :_____ ,Yn:<0n>,
0 . 0 | 1
|
|
\
| 1
0 . 0] 0 0
0 o] o . . . 0
1 |
!
|
1
Xi=|-----l-=----[,%=(})
o . . .00 . . .0 n
|1
!
|
o . . . 0 | 1

Bei diesen Matrizen hat jeweils der linke Block n und der rechte Block n —1 Spalten.
(b) Fiir Zn = (zij)1<i<an+1, 1<j<2n—1 gilt 211 = 0 = 24150 und Z,, = (2i j)nt2<i<an+1, 1<j<n
hat die folgende Form.

(—1)n—1pnt 0 ... 0 0
)" (Y2 (D L 00
(_1)n—1(2:é)ban—2 (_1)n—2(2:§)ban—3 R

—1)nlgnt —1)"2q" 2 ... o —a 1

(—1)

Insbesondere ist dann Z invertierbar und sowohl die restlichen Eintrdige von Z, als
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auch die Eintrdge von Z:n werden durch Z eindeutig bestimmt.

Beweis. Man rechnet leicht nach, dass X,,, Y}, linear unabhéngige Morphismen sind. Sei nun
Zy = (Zpn, Zy,) ein Paar von Matrizen des entsprechenden Formats. Damit es sich um einen

Morphismus handelt, muss C(n+1)Z,, = Z:nC(n) gelten. Sei hier Z,, = (2ij)1<i<2n+41,1<j<2n—1
und Z, = (b; j)1<i<n+1,1<j<n, dann sehen die beiden Seiten obiger Gleichung aus wie folgt.

21,1 + 2n42,1T e 21,2n—1 + Zn+2,2n—1T

221+ Zn4+21Y + Zn431T . . . 222n—1 1 Zn422n—1Y T Zn43.2n—1
Cln+1)Z, =

Zn1 + Zon1 T 22n41,1 - - . Zp2n—1 1 Z2n2n—1Y T Z2n+12n—17

Zn+1,1 T Zon+1,1Y - Zn+1,2n—1 T 22n+1,2n—1Y
bip . . . bin bi,17 + b1 2y Coe bin—17 +b1p
Z,C(n) =
bnt11 - - - bpgim bnp11TFbpr12y o . 0 bppip—1Z 4+ buyiny

Vergleichen wir nun zunéchst die Eintrége in den ersten n Zeilen, so erhalten wir

bij = 215+ zZng2,T
j j j

bij = Ztj+ Zntt ¥+ Inged1, T
bnt1j; =  Znt1j T 2n+1,5Y

fir j=1,....nt=2...,n.

Aus den iibrigen Spalten erhélt man die Bedingungen

bz +b1jry = Zintj + Znt2n4iT
bijT +bij1y = Ztmtj + Znttntj T Zntttlnsi T
bpnt1T +bng1,j41Y = Zntintj T 2n41045Y

fir j=1,....,.n—-1;t=2,...,n.

Damit sieht man, wie sich die Eintrége von Z:n aus denen von Z, auf eindeutige Weise
bestimmen lassen. Insbesondere impliziert die lineare Abhéngigkeit von X,.,Y,,, Z, schon

die von X,,Y,, Z,, so dass wir uns im weiteren Beweis auf die erste Komponente der
Morphismen konzentrieren kénnen.
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Kombinieren wir die beiden Gleichungssysteme von oben miteinander, so erhalten wir, dass
Zy, genau dann ein Morphismus in Hom (B(n), B(n + 1)) ist, wenn die Eintréige von Z,
dem folgenden Gleichungssystem geniigen.

2
gt + (Zngontt — 21,0)T — 21441Y — Zng 2,412y — 2y = 0 (3.7)

Zintt + (Zntjrinst — 254)T + (Zndjntt — 25,041)Y — Znj YT

|
o

2 2
TRn+jt+1YT T Entj+1t+13Y T End 41T
2
Znt1lntt — Znt14T + (2204104t — Znt1,t41)Y — 22n414YT — Zont1t41Y- = 0
firj=2,....n;t=1,...,n— 1.

Es bezeichne U(n) den von X,,,Y,, erzeugten Unterraum. Wir zeigen nun, dass Z,, genau
dann in U(n) ist, wenn 29,41, = 0 gilt.

Falls Z,, € U(n), so ist die Aussage offensichtlich.

Sei also umgekehrt Z, ein Morphismus mit 29,41, = 0. Setzt man dies in (3.9) ein, so
erhélt man, indem man von ¢ = n — 1 ausgehend ¢ schrittweise verkleinert, dass z,y1; =
0 Vj#n, 2on01; =0 Vj#2n—1und 2,110 = 22n41,2n-1 =: [

Wir definieren nun A = (a;)1<ij <an—1 € Map—1(k) durch

Zij 1<i<n,i#j+1
i,J Zit1,j n+l1<i<2n—-1,i#j+1

Zigbr—p ntl<i<2n-—1i=j+1

Man rechnet nun leicht nach, dass A wegen (3.7) und (3.8) das Gleichungssystem G,, in
Lemma 3.2 16st. Damit gilt also A = AFE), fiir ein A € k. Dies bedeutet, nach Wahl von A,
dass Z, = \Y,, +uX,, und schlieBlich Z,, = \Y,, 4+ X, ist. Wihlen wir also einen Morphimus
Zp ¢ U(n) mit 29,41, = 1, so kénnen wir auch 2,11, = 21,1 = 0 annehmen, da man sonst
lediglich Z,, — 211Yy, — 241, X, wéhlen muss, um einen weiteren Morphismus ¢ U(n) mit
Zon+1,n = 1 zu erhalten.

Wir setzen nun in die Gleichungen (3.7),(3.8) und (3.9) unsere Basisdarstellungen aus (3.1)
ein, und erhalten, nachdem bereits drei Eintrige von Z,, festgelegt wurden, 4n? — 4 Glei-
chungen fiir die verbliebenen 4n? — 4 unbekannten Eintriige von Z,, die diese eindeutig
bestimmen. Nun miissen alle Koeffizienten vor den Basiselementen verschwinden.
Zunichst betrachten wir die Koeffizienten vor yz. Dies liefert das System

Zny2t41b =
Zntjt T Zntjt+10 + Zntji1 b =
Zon+1t t Zont1410 =

fir j=2,...,n;t=1,...,n— 1.
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Man sieht durch Einsetzen, dass es genau die Eintrége von ZT’I sind, die dieses System l6sen.
Alle Eintriige von Z,, werden durch diese eindeutig bestimmt, denn man erhilt drei weitere
Gleichungssysteme fiir die Koeffizienten vor 1, x,y. Zunéchst die Koeffizienten vor 1:

214t — Znt2,4+1b0 — Zni2,Co 0
Zjntt = Zntjt+100 — Zntj+1t+100 — Znrjr1eco = 0
Zntin+t — 22nt1 4100 = 0

fir j=2,...,n;t=1,...,n— 1.

Die Koeffizienten vor x:

Zn42n+t — 21t — An4+2,tC1
Zn+tj+lntt — 24t T Antjt+101 — Zn+j+1,t+1bl — Zn+j+1,tC1
Zn+lt T 22nt144101 =

fir j=2,...,n;t=1,...,n— 1.

Die Koeffizienten vor y:

21441 + Znt2,441b2 + zZpng2ic2 =

Znpjmtt — Zit+l — Fntg 4102 — Znj1,t4+102 — Zngj1102
29n+1n+t — Zntlt+l — 22414102 =

fir j=2,...,n;t=1,...,n—1.

Eine einfache Rechnung liefert also alle Eintrige von Z,. Damit ist sowohl die lineare
Unabhéngigkeit als auch die Erzeugendensystem-Eigenschaft gezeigt, und unser Beweis ist
beendet. O

Bemerkung 3.5. Die Morphismen X,,Y, und Z, sind fiir jedes natiirliche n allesamt
Monomorphismen (vgl. [6] Lemma 2.1).
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3.4 Erzeugende und Relationen

Es sei stets Ly ein zahmer (4,1)-Bimodul. Wir verwenden nun unsere oben angestel-
len Berechnungen, um in einigen wichtigen Beispielen die Relationen zu bestimmen, die
zwischen den Verkniipfungen von je zwei Basiselementen zweier aufeinanderfolgender Mor-
phismenrdume gelten. Wir werden die Matrizen und Relationen stets nur fiir die erste
Komponente angeben. Diese bedingt unmittelbar die zweite Komponente, wie im letzten
Beweis zu sehen war. Weiterhin werden wir bei der Notation der Morphismen héufig die
Indizes unterdriicken. So meint beispielsweise X2 die Verkniipfung X,,+1X,,. Diese Schreib-
weise ist sinnvoll, falls die Relationen shift-invariant sind, also nicht vom Index n abhéngen.
Behandelt werden der Reihenfolge nach die Beispiele

1. k C k(z) Ck(x,y) = L, mit 22 = ¢y € k,y? = ao + a1z, a0,a1 € k und xy = yx,
2. k Ck(z) Ck(z,y) = L, mit 22 = ¢y € k,y?> = ap € k und zy = by + byz,
3. Die Quaternionen in Charakteristik 2,

4. char(k) = 2 und k C k(x) C k(x,y) = L ein Koérperturm in dem beide Zwischener-
weiterungen zyklisch vom Grad 2 sind.

Dabei ist k stets ein Korper und L/k eine Schiefkérpererweiterung mit [L : k] = 4, so dass
k im Zentrum von L liegt. Basisdarstellungen wie in 1. erhélt man zum Beispiel im Fall
L = k({/cp), und Darstellungen wie in 2. erhilt man beispielsweise fiir L = k(,/co, y/ao)-
Fiir all unsere Beispiele benétigen wir unter anderem

E, 0 0 0
0 0 0 0
0 0 E, 0
ntl 0 E,, | " 0 0
0 0 0 0

0 O 0 En—l

Hier bezeichnet FE,, die n x n -Einheitsmatrix, und die 0 steht fiir die Nullmatrizen der
entsprechenden Formate. Es gilt stets X, 1Y), = Y,11X,,.

Beispiel 3.6. Sei k C k(z) C k(x,y) = L ein Korperturm, derart dass beide Zwischener-
weiterungen vom Grad 2 sind, und die folgenden Relationen gelten.

T = (O
Yy = a9+ arx

Ty = Y.
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Hier sind ag, a; € k nicht beide null und ¢y € &\ {0}. Relationen dieser Form erhélt man
beispielsweise, wenn L aus k durch Adjunktion einer vierten Wurzel {/co mit ¢y € k ent-
steht.

Wir betrachten den zahmen Bimodul ;L; und berechnen fiir jedes natiirliche n die Basis-
vektoren X,,,Y,,, Z, der Morphismenrdume Hom(B(n), B(n + 1)) zwischen benachbarten
priaprojektiven Moduln vom Defekt -1.

Die Matrix Z,, erhélt man aus den Gleichungen im Beweis von Lemma

0 0 |
0 0 |
|
\ —c
‘ 0 Co
—aq | ag 0 —o
0 | —ap 0
Zi-|___ .ty 0"
0 . 0
0 . 0
|
1 |
1 | —ay
-1 | 0
1 | —a; 0

Wir erhalten damit die folgenden shift-invarianten Relationen.

XY = YX
ZX = XZ

Y = -YZ-aX?
722 = —cY? 4+ apX?

X operiert also zentral. Ahnliche Relationen findet man auch bei Dlab in [8].

Beispiel 3.7. Sei k ein Korper und k C k(z) C k(z,y) = L eine Schiefkérpererweiterung
mit zwei Zwischenerweiterungen vom Grad 2. Weiterhin seien z,y derart gewéhlt, dass die
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Basisdarstellungen aus (3.1) von der Form

x2 = Qo
v =
xy = bo+ by,
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mit ag,co € k\ {0} und bg, b € k nicht beide null, sind. Solche Basisdarstellungen erhélt
man unter anderem, wenn L aus k durch Adjunktion zweier Quadratwurzeln von Elementen
aus k entsteht oder falls L der Quaternionenschiefkérper iiber k ist (sofern existent).

Wir betrachten den zahmen Bimodul L; sowie die Unterkategorie P; seiner Modulkate-

gorie.

Wir erhalten fiir Z,, folgende Blockmatrix.

mit Z,, =diag((—=1)""16"", (=1)""2"2, ..

N
I

o | Z

Zo=| - - -

Z. | 0

-, —b,1) und
—b200

b2bo  beo € Mutrn-1(k).

b2a0 —bbo —Cp

—bao b()

ao

Hier ergeben sich die shift-invarianten Relationen

XY
ZX
zY

22

= YX
= XZ

= —bZ

= —beoY? +apX? + by XY.

Wir beachten fiir die letzte Gleichung, dass der Fall, wo gleichzeitig b = 1 und by # 0
gilt, in char(k) # 2 nicht eintreten kann, was man den ersten Rechnungen dieses Kapitels

entnimmt.

Beispiel 3.8. Als drittes Beispiel betrachten wir die Quaternionen in char(k) = 2. Sei also
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k ein Korper der Charakteristik 2 und L der Quaternionenschiefkérper. Dieser wird erzeugt
von zwei Elementen x,y, welche den Relationen

Yy = ao
2 = co+x
Ty = y-+yx,

mit ag € k\ {0}, co € k, geniigen. Auch hier ist k(x) ein Zwischenkérper vom Grad 2. Fiir
den zahmen Bimodul L ergibt sich

— 0 A
Zn = :

Dabei sind
Co
1
0
apg . .
A= .o € Mn+1’n,1(k) und B = ' € Mn,nfl(k)-
c(;) 1
0 0
ap

Es gelten die folgenden Beziehungen.

XY =YX
ZX = XZ
zYy = YZ

72 = Y +aX?+YZ

Hier kommutieren also alle Variablen miteinander.

Definition 3.9 (Shift-Funktor o). Sei Ly, ein zahmer (4, 1)-Bimodul, B(n),en die Familie
der unzerlegbaren, priaprojektiven Moduln vom Defekt -1. Falls sich fiir die Morphismen
X,Y, Z shift-invariante Relationen wie in den obigen Beispielen ergeben, so bezeichen wir
mit ¢ den Funktor P; — P1, der durch k-lineare Forsetzung aus den folgenden Zuordnun-
gen entsteht.

o(B(n) = B(n +1).
o(Xn) = Xnt1, oY) =Y, 0(Zy) = Zypy1 YneN.

Dies ist wohldefiniert, da dimy Hom (B(n), B(n 4+ m)) = 2m + 1 gilt (vgl. [5], Kapitel 1.3)
und sich alle Relationen aus den Berechneten ergeben.
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In Satz wird gezeigt, dass ¢ isomorph zu einem tubularen Shift o, ist, falls der Mor-
phismus X zentral operiert.

Bemerkung 3.10. Falls die Relationen unter den Morphismen nicht shift-invariant sind,
so ist es nicht moglich den Funktor o wie oben zu definieren. Das Vorliegen solcher shift-
invarianten Relationen ist nicht immer gewé&hrleistet.

Betrachten wir beispielsweise eine Korpererweiterung L/k wie in Beispiel mit a; = 0
und vertauschen die Rollen von = und y, so erhalten wir einen Kérperturm k C k(y) C k(z)
mit den folgenden Basisdarstellungen.

2?2 =y
P = ag€k \ {0}
Ty = yx,

Das sind die Basisdarstellungen, die Baer in ihrer Dissertation [5] in Kapitel 1.3 verwendet.
Wir erhalten in diesem Fall fiir Z,, eine Blockmatrix

— A B .
Zn—<c D),mlt

0 (1) 0 0
0 0 0
(="
A = O ’B =
. ap
0 0 —a
0 0 ag
0 (="
0
(="
0
C = . ,D =
—1 .
1 0 0
0 0

Diese Matrizen haben die iiblichen Formate, wie in den vorigen Beispielen auch. Hier erge-
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ben sich dann folgende Relationen.

XpiYe = Yo Xn
Zpi1Xn = Xpi1Z,+ (=1)"1Y,01Y,
Yni1Zn = —ZpaYa
Zpns1Zn = apXpt1Xn

Diese Relationen sind nicht shift-invariant, und X ist auch kein zentrales Element. Damit
liefert die einfache Zuordnung n +— n + 1 keinen k-linearen Funktor, und auch ein Vergleich
mit einem tubularen Shift ist nicht moglich. Fiir die gleiche Kérpererweiterung haben wir
in [3.6] mit vertauschten Rollen von z und y sowohl shift-invariante Relationen als auch die
Zentralitdat von X erhalten.

Aus diesem Grunde werden wir uns im Folgenden stets von den Konventionen von Baer
unterscheiden, indem wir mit k(z) einen Zwischenkérper vom Grad 2 bezeichnen. Diese
Konvention verwendet auch Dirk Kussin in seinen beiden Arbeiten [17] und [16], die wir
hdufig zitieren.

Beispiel 3.11. Es sei nun k ein Korper der Charakteristik 2 und k& C k(z) C k(z,y) = L
ein Korperturm, in dem beide Zwischenerweiterungen zyklisch vom Grad 2 sind. Damit gilt
insbesondere [L : k] = 4. Auf beide Zwischenkorpererweiterungen kénnen wir den Satz von
Artin-Schreier (vgl. [18]) anwenden, und wir erhalten Relationen der Form

2 = cot+x
y© = atamzty
Yy = Yy,

mit cg,a; €k, i=0,1.
Fiir die Matrix Z,, erhilt man wiederum eine Blockdarstellung

- A B
Z-(n o)

o.. .. .0 1
.1 .0
.0 o1

A=| 1 € Myyin(k), C=| - € My p1(),
a; 0 . a; 1 .

01 . 00 .

a1 0 a1

mit

[y

Wir erhalten Relationen, die nicht alle shift-invariant sind. Auch die Zentralitat von X ist
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hier nicht gegeben. Die Relationen lauten

XpiYe = Yo Xn

ZorXn = XpsrZn+ X1V

Yo+1Zn = ZnaaVn+ Xn1Vo + a1 Xn1 Xy

Ini1Zn = coYpt1Yn + (ao+ (n —1)a1) Xpn41Xn + Yos1Zn + Xnt1Zn.

Da in diesem Fall keine shift-invarianten Relationen vorliegen, liefert die einfache Zuordnung
n — n + 1 keinen k-linearen Funktor. Weiterhin wird im Folgenden die Zentralitdt des
Elementes X benttigt, damit der interessante Vergleich der inversen Auslander-Reiten-
Translation mit einem tubularen Shift o, moglich ist. Wir definieren daher eine neue Basis
X,Y ., Z, so dass sich shift-invariante Relationen ergeben und X zentral operiert. Dann
betrachten wir den Funktor, der durch die Zuordnung n — n + 1 induziert wird, und
bezeichnen ihn ebenfalls mit o. Wir setzen Y,, = Y, und Z,, = Z, + (n — 1)Y,,. Damit
erhalten wir die Relationen

XY, = Y,1X,

Y 1Z, = Z, 1 Y, +Xon Y, +a Xpn1 Xy +Y, 1 Y,
Zn—l—an = XnJrlZn

Zpi1Z, = Y1 Y, +aoXn1 Xn + Xn1Z,.

X agiert also zentral und alle Relationen sind shift-invariant. Das heisst, dass ¢ in der Tat
ein k-linearer Funktor ist und dass o mit einem tubularen Shift o, iibereinstimmt (vgl. Satz
3.13)).

Bemerkung 3.12. Das obige Beispiel deckt insbesondere den Fall char(k) =2, [L: k] =4
mit endlichen Kérpern k£ und L ab.

Der folgende wichtige Satz stellt eine Verbindung zwischen den obigen Rechnungen und den
tubularen Shifts her. Der Beweis stammt aus [16] (Theorem 5.1), wir geben ihn hier aber
der Vollsténdigkeit halber an, da der Satz eine zentrale Rolle spielt.

Satz 3.13. Sei Ly ein zahmer (4,1)-Bimodul. Sei o als Funktor wie in Definition 3.9
durch die Zuordnung n — n + 1 induziert. Dann stimmt o auf P1 mit einem tubularen

Shift o, tberein. Dabei ist x der Index der Réhre, die als einfaches Objekt die Darstellung

S, = (k2@ LY L) enthat.

Beweis. Zunichst wird gezeigt, dass der Monomorphismus X, : B(n) — B(n+1) fiir jedes

1
natiirliche n einen zu S, = (k* ® L s L) isomorphen Cokern hat. Dazu fixieren wir als

L-Basis von L"*! die Vektoren ey, ..., e, 1 und definieren f : L™t — L durch f(e;) = e
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und f(ej) =0 fiir j = 2,...,n+1. Als L-Basis von ¥*"*1 @ L wihlen wir e1®1, ..., e2,+1®1
und setzen dann g : k"' @ L — k% mit gle1 ® 1) = e1 ® 1, g(ept2 ® 1) = ea ® 1 und
g(ej ®1) =0 fiir j # 1,n + 2. Damit erhalten wir das folgende Diagramm.

OHan—1®LYL®ik2n+1®LLk2®LHO

|
\LC(n) lC(nJrl) Lo
x \
0 L — 2 S L 0

Die Abbildungen f und g sind gerade so konstruiert, dass die beiden Zeilen exakte Sequen-
zen sind, und damit existiert eine eindeutige L-lineare Abbildung ¢, die das Diagramm
kommutativ macht. Man sieht nach Einsetzen der Definitionen von X,, und C(n + 1), dass
¢ = (1, x) gelten muss. Die Darstellung S, ist, wie man leicht am Dimensionsvektor abliest,
einfach-regulér. Es gibt also eine Rohre U, in H, die als einfaches Objekt gerade S, enthélt.
Wir bezeichnen mit o, den tubularen Shift zu dieser Rohre. Es ist End(S,) & k() verméoge

« Beo
(ﬂ ot fer ) — a4+ Ox.

Wir haben nun die kurze exakte Sequenz

0——=B(n) ~"=B(n+1) —>= S, —>0. (3.10)
Eine S,-universelle Erweiterung von B(n) ist von der Form

0—— B(n) —— B(n)(z) — Sg(w) —(.

Der Dimensionsvektor von S, ist ein Erzeuger des Radikals der Grothendieckgruppe Ko (X)
von H. Dieses besteht genau aus den Dimensionsvektoren der Form (2n,n) fir n > 1.
Daher folgt f(x) =1 (vgl. [17] 0.3.12, 0.3.15, 0.4.5). Setzen wir dies, zusammen mit € = 1,
in Gleichung (2.1) ein, so ergibt sich e(z) = 1, da nach Satz[3.3 End(B(n)) & k gilt. Mit der
Eigenschaft des tubularen Shifts, die wir in Kapitel 2.5 unter (2) notiert haben, erhalten
wir das folgende kommutative Diagramm exakter Folgen.

0——=Bn) X"~Bn+1) —=S, —=0

l

0—— B(n) ——= B(n)(z) —= S, —=0

Damit ist also (3.10) eine Sy-universelle Erweiterung fiir B(n) und auf Objekten stimmt o
mit o, iiberein. Wegen der Zentralitdt von X kommutiert folgendes Diagramm fiir jeden
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Morphismus « : B(n) — B(n + 1).

Xn
0

B(n) B(n+1) —> 8, —0

_

Xn
0—=Bn+1)">Bn+2) —= S, —>0

Insgesamt stimmen also o, und ¢ auf P; iiberein. O

Bemerkung 3.14. Die in den Beispielen berechneten Relationen sind bereits fiir sich
genommen interessant und auch von Bedeutung fiir den Vergleich von ¢ und o,. Unter ge-
wissen Voraussetzungen beinhalten diese Relationen dariiber hinaus bereits die benttigten
Informationen, um die Kategorie H zu beschreiben, wie nun erldutert wird. Sei k£ ein Korper
und L eine Schiefkorpererweiterung vom Grad 4 iiber k. Der Begriff Schiefkérpererweiterung
meint in dieser Arbeit stets, dass L ein Schiefkorper ist, der &k in seinem Zentrum enthélt.
B(n)pen bezeichne die Familie der priaprojektiven Moduln vom Defekt -1 des zahmen Bi-
moduls ;L. Fiir jedes natiirliche n hat dann der Vektorraum Hom(B(n), B(n + 2)) die
Basis X2, Y2 YX,ZX,ZY (vgl. [5] 1.3.4).

Weiterhin gelte XY =Y X, X7 =7X, und

p = YZ-m(ZX,XY,ZY,X?Y?)=0 |, sowie
pr = ZP—m(ZX,XY,ZY,X*Y?) =0

seien shift-invariante Relationen wie in den obigen Beispielen. Aus Satz folgt dann,
dass die Orbitalgebra R = II(B(1),0,) von der folgenden Form ist.

R = @ Hom(B(1), B(n)) = k[X,Y, Z]/(XY = YX,XZ — ZX, p1, p2).

n >1

Mit dieser Algebra R gilt dann
mod?(R)
modZ(R)

Fiir ndhere Informationen verweisen wir auf [17].

12

H (3.11)

4 Vergleich von o, und 7~

Dieses Kapitel ist das Kernstiick der Arbeit. Wir werden die Rechnungen des vorigen Ka-
pitels dazu verwenden, in mehreren wichtigen Beispielen einen Vergleich zwischen dem
tubularen Shift o,, mit x wie in und der inversen Auslander-Reiten Translation 7~
herzustellen. Dies geschieht in folgenden Beispielklassen.
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1. L = k(\/co,+/ao)/k mit [L : k] = 4 und char(k) # 2,
2. L =Fk({cp)/k mit [L: k] =4 und char(k) # 2,

3. Die Quaternionen in Charakteristik 2,

4. Endliche Koérper in char(k) # 2,

5. char(k) = 2 und k C k(x) C k(z,y) = L ein Kérperturm in dem beide Zwischener-
weiterungen zyklisch vom Grad 2 sind.

Definition 4.1 (Geistergruppe). Sei L/k eine Schiefkérpererweiterung vom Grad 4 und
rLr der zugehorige zahme (4,1)-Bimodul. Die Geistergruppe G besteht aus allen Isomor-
phieklassen von Autodquivalenzen auf H, die jedes Objekt bis auf Isomorphie festlassen.
Fiir die in der Folge betrachteten Beispielklassen findet man Néheres iiber diese Gruppe
in [16].

Fiir einen (2,2)-Bimodul hat Kussin in [17] bereits das folgende Beispiel angegeben, wo
sich die Auslander-Reiten Translation 7~ und das Quadrat eines tubularen Shifts um einen
nicht-trivialen Geist unterscheiden.

Satz 4.2 (Kussin). Sei k =R und M der zahme (2,2)-Bimodul cCc ®©¢ Cg. Das bedeutet,
dass C @ C die kanonische C-Linksmodulstruktur trigt und (x,y)a = (xa,ya@) die Rechts-
modulstruktur definiert. Dann gilt T = 0,2 o G. Dabei ist G der Geist auf H, der durch
komplere Konjugation gegeben ist.

Fiir den Fall £ = R gibt es in der Tat auch nur fiinf verschiedene zahme (2, 2)-Bimoduln,
und der in der Proposition angegebene ist der einzige, der eine nicht-triviale Geistergruppe
besitzt. Fiir nihere Details verweisen wir erneut auf [17].

Unter anderem dieses Ergebnis fithrt zu der kanonischen Frage, inwiefern sich die inverse
Auslander-Reiten Translation und solche tubularen Shifts, die auf Objekten wie 7~ wirken,
im Falle eines (4, 1)-Bimoduls unterscheiden. Zum Vergleich der beiden Funktoren 7~ und
o, betrachten wir den Funktor F' = 7 o g,. Man kann sich, grob gesprochen, vorstellen,
dass dieser Funktor den Unterschied zwischen o, und 7~ misst. Dies definiert offensichtlich
einen Geist auf H. Auf der Kategorie P; stimmt F mit C" o o {iberein. Letzteren Funktor
berechnen wir konkret auf der vollen Unterkategorie, die gegeben ist durch B(1) und B(2).
Diese wollen wir im Folgenden stets mit I bezeichen. Nach der Bestimmung von F' auf B
verwenden wir Kussins Resultate iiber die Geistergruppe um zu schlielen, wie F' sich auf
ganz H verhélt.

Fiir die konkrete Berechnung von Ct benétigen wir einen Isomorphismus Ly = Hom (1 Ly, k).
Es ist natiirlich Ly = Hom (1L, L) durch z — ¢, mit ¢,(I) = zI. Der Beweis des fol-
genden Lemmas aus [9] liefert eine konkrete Konstruktion des gesuchten Bimodulisomor-
phismus. Aus diesem Grunde prisentieren wir auch den Beweis, wobei wir uns auf den fiir
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uns interessanten Spezialfall beschrinken, dass der Kleinere der beiden (Schief)koérper mit
dem Grundkorper tibereinstimmt.

Lemma 4.3. Sei k ein Korper und L ein Schiefkorper, der k in seinem Zentrum enthdlt
und tber k endlichdimensional ist. Dann ist Hom(p Lk, k) = Hom r(rLg, L) als k-L-
Bimoduln.

Beweis. Zunichst gibt es eine von null verschiedene k-lineare Abbildung p : L — k, mit
M(l1l2) = u(lgll) fiir alle {1,19 € L.
Falls L kommutativ ist, wahlen wir fiir p die Projektion von L auf & - 1.
Andernfalls bezeichne K7 das Zentrum von L und ¢r : L — K7 die reduzierte Spur. Dann
ist tr # 0 und tr(l1le) = tr(lely) fir alle [1,ls € L (vgl. [20], Seite 169). Sei also [ € L mit
tr(l) =z # 0,z € Kj. Dann setze u = 7 o tr, wobei 7 die Projektion von K auf k - z ist.
In beiden Fillen haben wir also eine Abbildung g mit den gewiinschten Eigenschaften
gefunden.
Wir setzen

f:Homr(rLg, L) — Homy (L, k), @ poep.

Dies ist ein Bimodulhomomorphismus wegen der Eigenschaft von u. Weiter ist jedes von
null verschiedene Element in Hom 7 (7 Lg, L) surjektiv, und wegen p # 0 ist f dann injektiv.
Die Gleichheit der k-Dimensionen liefert nun, dass f ein Isomorphismus ist und damit die
Behauptung. O

In den konkreten Rechnungen wird nun die Umkehrabbildung des so konstruierten Isomor-
phismus ;L7 = Homy(rLg, L) bendtigt. Diese zu konstruieren ist nicht auf kanonische
Weise moglich, sondern fiihrt auf ein lineares Gleichungssystem, welches es zu 16sen gilt.
Dazu miissen wir bereits die Koeffizienten der Basisdarstellungen (3.1) aus dem vorherigen
Kapitel kennen und uns also auf Beispielklassen beschréinken.

4.1 Der Fall k(,/co,/ao)

In diesem Abschnitt bezeichne wie iiblich k einen Koérper. Wir nehmen an, dass char(k) #
2 gilt. Sei L = k(z,y) eine Kopererweiterung vom Grad 4 iiber k. Weiter sei k(z) ein
Zwischenkorper vom Grad 2 und die folgenden Relationen seien erfiillt.

x* = c¢cg €k
Yy = a9 €k
Ty = yx
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Die letzte Gleichung folgt natiirlich unmittelbar, da L ein kommutativer Korper ist.

Nach obigen Vorbetrachtungen gibt es also den Isomorphismus
e: kL — Hom(pLg, k), z — pop,,

wobei p die Projektion von L auf k ist und ¢, (I) = zl.

Um Berechnungen anstellen zu koénnen, benétigen wir die Urbilder von 1%, z*, y*, (yx)*
unter diesem Isomorphismus. Sei dazu ¥ € Homg(xLz,k). Dann ist ¥ das Bild eines
z € L unter ¢, und fir m € L gilt ¥(m) = p(zm). Fir z gibt es eine Basisdarstellung
z = a1 + ar + agy + oy, mit a; € k.

Fiir unseren Fall erhalten wir also

V(1) = plar+ aer + azy + auyz) = o
U(x) plonx + agcg + azyx + ayucoy) = aacy
U(y) = plary+ agyx + agag + auaox) = azagp
U(yz) = plaryr + aacoy + asapx + agapcy) = agapco.

Damit wird also die k-Basis 1*,2*,y*, (yx)* von Hom (1, Lg, k) unter e~! auf die k-Basis
1, %x, a—loy, aolco yx von L abgebildet.

Nun berechnen wir den Funktor F' = Co auf B. Per Definition ist ¢(B(1)) = B(2) und
o(B(2)) = B(3).

Berechne also C*(B(2)) = Sy S B(2), wobei B(2) = (L? k3,C(2)) ist. Sei S;(B(2)) =
(A1, Aa, ¢). Dann ist Ay = k® und

A1 = kerC(2) = Span{e1 ® 1(—z) + e2 ® 1(—y) + e3 ® 1} =: Span p{v}.
Sei weiter i : Ay — k% ®;, L, die Inklusion. Damit ist
QDIEZA1®LL]€ — k3.

Als Basis von A1 ® 1Ly, fixieren wir v® 1,v®z,v ®y, v @ yx, und dann ist mit Bemerkung
2.6

0 —co 0 0
e=[0 0 —a 0
1 0 0 0

Somit ist C*(B(2)) = S5 (A1, A2, ) =: (D1, D2,%), mit D; = A; = (v);, und
Dy = ker p = Span;{v ® yx}.

Sei wiederum j : Dy — Dy ®p, Ly, die Inklusion und (v ® yz) ® 1 als Basis von Dy ®j, Ly,
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fixiert. Dann ist
Y : Dy ®p L, — D19 = (yx).

Insgesamt gilt also F(B(1)) = ((v)r, (v ® yx)k, (yx)).
Nun muss noch C*(B(3)) = S5 S (B(3)) berechnet werden. Wir gehen vor wie oben. Sei
S;(B(3)) =: (E1, Ea,n). Per Definition bedeutet dies Fs = k® und

E, = kerC(3)

= Span{-e1@z+ (—e2) ®y+es1®@1,—ea @z + (—e3) @y +e5 @1} =: (v1,v2) L.

Bezeichne f : By — k° ®;, L, die Inklusion. Dann ist n = f : F; ®p, Ly — E», mit
Bemerkung 2.6 und dem oben berechneten ¢, — nach Fixierung von v1 ® 1,v1 @ x, - - v9 ®
y,v2 ® yx als k-Basis von F1 ®p, L — gegeben durch die Matrix

0 ¢ 0 00 O 0 0
0 0 —-a 0 0 —¢ 0 O
n=10 0 0 00 0 =—ap O
1 0 0 00 O 0 0
0 0 0 01 0 0 0

Hiermit bestimmen wir Sy S;"(B(3)) = (G1, G2,v). Man erhilt
G = E1 = (v1,v2)r, und

Go = kern = Span i {v1 ® yz,vs @ yz,co(v1 @ y) — ap(ve ® )} =: (w1, wa, w3).
Weiter ist v =5 : Go®p, L, — G1, wobei s : Go — G1 ®p, L. die Inklusion ist. Als Matrix

ist das wiederum mit 2.6
< yz 0 coy >
V= .
0 yr —aopx

Zusammenfassend ist F'(B(2)) = ((v1,v2) 1, (w1, wa, w3, ( yr 0 coy >)

0 yxr —apz

Damit haben wir unseren Funktor F' auf Objekten bestimmt. Es bleibt noch die Rechnung

fiir die Morphismen auszufithren. Wir erinnern uns, dass der Morphismenraum Hom(B(1), B(2))
dreidimensional ist, mit Basis X1, Y7, Z1. Es reicht also F' auf diesen Basiselementen zu be-
rechnen. Zunéchst ist 0(X1) = X2,0(Y1) = Y2 und 0(Z;) = Z. Konkret in Matrizen
geschrieben ist das mit Beispiel 3.6

00 0
- 100 00
Xo=(X2,X2)=(| 01 0], 10])
00 0 0 1

00 1
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1 0 0
01 0 1 0
Vo= (Y2, Y2)=(] 0 0 0 [,[ 0 1 [),
0 01 0 0
0 0 0
0 0 —Cp
- 0 0 0 0
Zy=(Z2,Z2)= (| 0 0 ag A -y oz ).
10 0 0 y
0O 1 O

Weiterhin ergibt sich C*(Xs) =: (H, H) per Definition wie folgt.
H : (v), — (v1,ve)y ist die Einschrinkung von Xo ® 1 : k3 ® L, — k® @y, Ly, Es ist

(X3 ® 1)(v) = vy und damit H = ( (1) >

Dann ist H : (v ® yz)p — (w1, w2, ws)y die Einschrankung von Hol: (v)p @ L —
(v1,v2), ®1 Li. Da (H ® 1)(v ® yx) = wy ist, erhalten wir schlieflich F(X;) = X;.

0
Vollig analog berechnet man F(Y1) =Y; und F(Z;) = (| 0 |, ( o ))

Damit ldsst sich folgender Satz formulieren.

Satz 4.4. Sei k ein Korper, char(k) # 2, und L = k(z,y) eine Kiorpererweiterung vom
Grad 4 iiber k, so dass k(x) ein Zwischenkorper vom Grad 2 ist. Weiter gelte x* = ¢y und
y? = ag mit ag,co € k\ {0}. Dann gilt 0, = 7~ o G auf H, wobei G auf Objekten trivial
und auf Morphismen durch

X—-X Y=Y Z—Z7

operiert. Der Funktor G ist ein nichi-trivialer Geist, also nicht isomorph zum identischen
Funktor.

Beweis. F = 1 o 0, definiert einen Geist auf H und stimmt auf P; mit CT o o {iberein.
Definiere Morphismen ¢ : B(1) — F(B(1)) und h: B(2) — F(B(2)) durch

1 0 0
g= (1), ) udh=([ 0 =1 0 |, (¥ ° ).
0 0 1 ( 0 _W>

Dass dies in der Tat Morphismen sind, rechnet man leicht nach. Desweiteren sieht man
ohne Miihe, durch Priifen auf den einzelnen Basiselementen, dass folgendes Diagramm fiir
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jeden Morphismus « : B(1) — B(2) kommutiert.

o| |
()

F(B(1)) —= F(B(2))

Da nun g und h offensichtlich Isomorphismen sind, zeigt uns dies, dass F' zunéchst auf B
isomorph zu G ist. Die Geistergruppe ist in diesem Fall die Kleinsche Vierergruppe mit den
Erzeugern, die durch die Zuordnungen (X,Y, 7)) — (X,Y,—-Z) und (X,Y,Z) — (X, -Y, 2)
induziert werden (vgl. [16]). Damit ist F' isomorph zu G auf ganz H, da G isomorph zu der
Verkniipfung der beiden Erzeuger der Geistergruppe ist. GG ist dariiber hinaus offensichtlich
nicht isomorph zum identischen Funktor. O

Bemerkung 4.5. Mit der Definition aus Satz ist G zunéchst nur ein Funktor auf P;.
Dieser setzt sich aber fort zu einem Funktor auf ganz H, da die Zuordnung (X,Y,Z) —
(=X,Y,Z) ein graduierter Algebrenautomorphismus auf der Orbit-Algebra zum tubula-
ren Shift o, ist und wegen (3.11). Diese Tatsache werden wir auch in den folgenden
Ausfiithrungen verwenden ohne jedes mal darauf hinzuweisen.

4.2 Der Fall k(¥/c)

In diesem Unterkapitel sei wiederum k ein Korper mit char(k) # 2 und L = k(z,y) eine
Korpererweiterung vom Grad 4 mit einem Zwischenkorper k(z) vom Grad 2. Der Korper L
entstehe aus k durch Adjunktion einer vierten Wurzel eines Elementes ¢y € k. Diese vierte
Waurzel bezeichnen wir mit y und setzen x = y?. Wir haben also offenbar die Relationen

2

= =z
2 = ¢ €k
Ty = Y.

Zur Bestimmung des Isomorphietyps des Funktors F' = 7 o g, gehen wir vor wie oben.

Als erstes bendtigen wir die Urbilder der Elemente 1%, 2*, y*, (yx)* unter dem Isomorphis-
mus € : Ly — Homg(rLg, k), z +— pog,. Hier ist p weiterhin die Projektion von L auf
k und ¢, die Multiplikation mit z.

Sei W € Hom (1 Lk, k) und z € Ly ein Urbild unter . Dann gilt fiir jedes m € Ly
U (m) = p(zm). Wihle fiir z wieder eine Basisdarstellung z = ay + sz + asy + ayyz, mit
7S k.



46

Dann erhalten wir

V(1) = plar+ar+ a3y + agyz) = o,

U(z) = ploaz+ azeo + azyr + aucpy) = aaco,

U(y) pla1y + a2yr + azz + asco) = ayco,
U(yx) = plaryzr + agcoy + agep + agcor) = acp.

Damit ergeben sich unter e~! folgende Zuordnungen.

T T
1*H17 ZL'*H*, y*Hy77 (yx))k'_>£
Co Co Co
Wir bemerken sofort, dass die dritte dieser Zuordnungen die Rollen von y und yz in den
beiden Basen bis auf Vielfache vertauscht. Wir konnen nun wie oben unseren Funktor F
auf B berechnen.

Es ist F(B(1)) = CT(B(1)) = S5 S{ (B(2)). Zuniichst sei also
ST(B(1)) =: (A1, Az, ).
Dann ist genau wie im Fall k(,/co, /ag) A2 = k3 und
Ay = kerC(2) = Span{e1 ® 1(—z) + e2 ® 1(—y) + e3 ® 1} =: Span p{v}.

Da aber in diesem Fall der Isomorphismus ¢ anders wirkt, erhalten wir schon fiir ¢ einen
Unterschied. Es ist wieder ¢ die adjungierte Abbildung (im Sinne von Dlab und Ringel)
der Inklusionsabbildung A; — k3 ®, Lr,. Wegen der Zuordnung der Basiselemente unter
€, erhalten wir dann

0 —cg 0 O
=10 0 0 —c
1 0 0 0

Dann sei S;_((Al,AQ, ¢)) =: (D1, D2, ¥). Es ist D; = A; und
Dy = ker (@) = (v @ y)i,

und insgesamt
F(B(1)) = ((v)r, (v @ Yk, (y))-

Auf B(3)) bestimmen wir der Coxeter-Funktor vollig analog und erhalten schliefflich

FBE) = (o) (s ()0 %))

Hiersindvi = -1 ®r —ea®@y+es1®1, vo=—e3@c—e3®y+e5®1 und
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w1 =11 QY, Wy =1v3QY, w3 =V QYr —v2 .
Um F auf Morphismen zu bestimmen notieren wir zunéchst, dass

0 0 —c

0 0 O —z 0
F(Z)=CH(Zy)=CT(| =1 0 0 |,| =y = |)

-1 0 0 -1 y

0 1 0

gilt. Sei CT(Z,) =: (H, ﬁ) Dann ist H : (v}, — (v1,v2) 1 die Einschrinkung von Zo ® 1 :
k‘3 (g8 L, — k‘5 Rk Ly,

Mit Zo @ 1(v) =e3@x+e4 @x —e5 @y — cpe1 @ 1 = v17 — vy, folgtﬁ: ( _xy )
Weiter ist G : (v ® y)p — (w1, ws, w3), die Einschrinkung von H®1: (v)p ®p Ly —

<Ul’£2>k K Ly.
Da H®1(v®y) = (vix —vy) ®y = v @ yr — v9 @ T = wj ist, ergibt sich insgesamt

0
R = (| o ()

Mit komplett analogen Rechnungen erhalten wir F(X;) = X; und F(Y;) = Y;. Diese
Rechnungen fiihren zu folgendem Satz.

Satz 4.6. Sei k ein Korper mit char(k) # 2 und L = k(/co) mit co € k eine Kdrpererweiterung
vom Grad 4 dber k. Dann qilt 0, = 7~ o G auf H, wobei G auf Objekten trivial und auf
Morphismen durch

X—-X Y=Y Z—Z7

operiert.

Beweis. Ersetze im Beweis von Satz g:B(l) — F(B(1)) und h : B(2) — F(B(2))
durch

1 0 O
g=()@numdh=([0o -1 0, (¥ ° )
0 0 1 <0—y>

Dies ist die gewiinschte natiirliche Transformation zwischen F' und G auf B. Nach Theorem
5.1 in [16] ist in diesem Fall G der einzige nicht-triviale Geist, und es folgt die Behauptung.
O
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4.3 Die Quaternionen in char(k) = 2

Wie in Beispiel 3.7 zu sehen ist, ergeben sich im Fall der Quaternionen in char(k) = 2
Morphismen, die miteinander kommutieren (im Sinne von Kapitel 3.4).

Diese Kommutativitét liefert fiir den Fall, dass char(k) # 2 gilt sofort, dass die Auslander-
Reiten-Translation und der tubulare Shift o, isomorph sind. Es ist ndmlich der Funktor
F = 100, ein Geist auf der Kategorie H. Wie man bei Kussin in [17], Bemerkung 4.3.2(1),
sehen kann, ist dann die Geistergruppe trivial, und somit F' isomorph zum identischen
Funktor.

In |16] hat Kussin inzwischen auch (mit anderen Methoden) gezeigt, dass die Geistergrup-
pe trivial ist, wann immer die Morphismen allesamt miteinander kommutieren, auch in
char(k) = 2. Dies wollen wir hier, zumindest auf der vollen Unterkategorie gegeben durch
B(1) und B(2), rechnerisch verifizieren.

Zunichst benotigen wir zur Berechnung der Coxeter-Transformation (wie immer) die Ur-
bilder der Basiselemente 1*,z*, y*, (yx)* unter . Der Isomorphismus ¢ ist aber fiir den
nicht-kommutativen Fall noch konkret zu bestimmen. Wir entnehmen dem Beweis von
Lemma 4.2, dass wir eine k-lineare Abbildung 7 : L — k suchen, mit 7(z - w) = 7(w - 2)
fiir alle w, z € L. Es gelten folgende Relationen unter den Basiselementen.

¥y = ap, ag#0
2 = co+x
Ty = y+yzx

Wir definieren nun 7 : L — k durch 7(a + b x + ¢ x y + d * yx) = b. Diese Abbildung ist
offensichtlich k-linear, und mit den obigen Relationen rechnet man nach, dass sie auch die
gewiinschte Vertréglichkeit mit der Multiplikation erfiillt.

Somit ist € : Ly, =, Hom (1 Lg, L) gegeben durch die Zuordnung z — 70 ¢,.

Mit diesen Uberlegungen bestimmen wir F auf die nun schon bekannte Art und Weise.
Hier geben wir nur die einzelnen Ergebnisse an, da bereits zweimal ausfiihrlichst vorgefiihrt
wurde, wie man diese Rechnungen durchfithrt. Wir machen bei der Notation der Ergebnisse,
genau wie bei den Rechnungen, natiirlich davon Gebrauch, dass wir in Charakteristik 2 keine
Vorzeichen zu unterscheiden haben.

Unter e~! ergeben sich die Zuordnungen der Basiselemente

x
1" —z—-1, 2¥—1, y*r—>y—, ymr—>£.
ao

Auf Objekten berechnet sich F' zu

F(B(1) = ((0)r, (v @ )k, (y)) , mit v =e1 @z +ea @y +e3 @1,
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F@@D—Wm%ﬁﬂMW%wﬂ(y ny).

0 v ap
Hier sind
v = e1®@r+ea®@yte®l,
va = ea®r+e3RQyte;®1,
wy = 18y,
wy = V2QY,
wy = v @yr+ agvy ® 1.

Auf Morphismen erhalten wir

F(X1)=X1, F1)="

und F(Z1) = ( § (”5‘;1 >).

Wir wihlen dann zwei Isomorphismen von Darstellungen g : B(1) — F(B(1)) und h :
B(2) — F(B(2)), mit

1 0 O
g=((,@mdh=( 010, (¥ ")
00 1 <0y)

Die Funktorialitidt rechnet man leicht nach und wir erhalten, dass F' isomorph zum identi-
schen Funktor auf B ist.

4.4 Endliche Korper, char(k) # 2

Es sei k ein endlicher Koérper mit char(k) # 2 und L eine Korpererweiterung vom Grad
4 iiber k. Dann ist L/k eine galoissche Korpererweiterung vom Grad 4. Wir erhalten also
einen Koérperturm k& C k(x) C k(z,y), wobei beide Erweiterungen vom Grad 2 sind. Die
Basisdarstellungen sind, da char(k) # 2 gilt, ohne Einschrinkung von der Form

r© = ¢
= a9+ a1x

Ty = yzT.
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Dies sind genau die Darstellungen, welche in Beispiel 3.5 vorausgesetzt sind. Somit kennen
wir eine explizite Beschreibung der Morphismen. Die Berechnung des Funktors F' lasst sich
mit diesen allgemeinen Darstellungen, unter Verwendung eines Computeralgebrasystems,
problemlos bewéltigen. Wir wollen dies wieder nur auf B tun. Dies geniigt, um in einigen
Beispielen auf die Form von F auf der gesamten Kategorie zu schliefen. Um die Rech-
nungen nachvollziehbar zu machen, wollen wir hier die wesentlichen Zwischenergebnisse
der Rechnungen angeben. Zunéchst muss bestimmt werden, wie die Umkehrabbildung des
Isomorphismus
(SN kLL I Homk(LLk,k),z = O Y,

auf die Basiselemente wirkt. Hier ergeben sich die Zuordnungen
1% 1, 2% = =y — kay + kaya, (y2)* — koy + hyx | mit
Co

ag aj
kl_a2—a20 ’ kz__aQ—CLQc ’ h_c(a2—a20)'
0 10 0 10 0% 1¢0

ag

Die Nenner sind hier von null verschieden, da ¢ ein Isomorphismus ist und Basen in Basen
tiberfithrt. Damit ldsst sich der Funktor F' auf Objekten und Morphismen berechnen. Wir
erhalten

F(B(1)) = ({(v)z, (0 (a1coy — aoyz)),
wobeiv=e1® —z+e2 @ —y+es ®1, 0 =v® (a1coy — apyz) und
Y YT 0
F(B(2)) = ( (v1,v2) L, (w1, w2, wa)g, | o ,

o —ai1r a1CcoyY — apyx

mit
n=—eRr+(—e)@y+tes®1, vy=—e2R@x+ (—e3) VY +e5®1,

wy =0 QY — ‘é—gm@x,wg =v] Qyr—ajvy R T, w3 = ajco(vy @ Y) — agvy & Y.
Auf Morphismen ergeben sich

0 0 a1Cy 1
F(Xl) = 0 ) < > ’ F(Yl) = —aq ) ( ) )
1 0
1 0
—apCo T
F(Zy) = aico ; ( y )

0

An dieser Stelle ist es nicht gelungen, mit den obigen Rechnungen allgemein auf den Iso-
morphietyp des Funktors F' zu schliefflen. Seine Berechnung auf B hingegen war moglich,
ohne dass wir uns auf Beispielklassen beschrdnken mussten. Diese erméglicht es auf leichte
Weise Beispiele zu behandeln, in denen die auftauchenden Koeffizienten bekannt sind. Wir
wollen dies an zwei interessanten Spezialfillen vorfiihren.
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Satz 4.7. Sei L/k die Korpererweiterung Fsa/Fs. Dann gilt 0, = 7~ o G, wobei G der
Geist auf H ist, der auf Morphismen als (X,Y,Z) — (=X,Y, Z) definiert ist.

Beweis. Hier kennt man die normierten, irreduziblen Polynome vom Grad 4 iiber k = Fs.
Ein solches ist das Polynom f = T%+T?2+2. Sei also 3 € F44 mit f = MinPoly(y), und setze
zunichst T = y2. Dann ist {1,Z,y,yT} eine k-Basis von Fgs1. Setzt man weiter x := T + 2,
so folgt 22 = 2 € k und y? = 1+, also in unserer {iblichen Notation cg = 2, a9 = 1,a1 = 1,
und natiirlich ist auch {1,x,y,yx} eine k-Basis von L.

Dann verwenden wir die obigen Berechnungen von F, um zu priifen, dass das Paar ¢ :
B(1) — F(B(1)), h: B(2) — F(B(2)), mit

Lo y+yr 0
= ((=1), (=2y — 2yz)), h = 101 |,
9= ((~1). (2 - 29)) 1o (0 e )

ein Isomorphie zwischen F und dem Geist G ist. Diese Isomorphie gilt zunéchst nur auf
B. In diesem Beispiel ist G aber der einzige nicht-triviale Geist auf H, und damit ist F
isomorph zu G auf ganz H. O

Satz 4.8. Sei L/k die Korpererweiterung Fsa/Fs. Dann gilt o, = 7~ o G, wobei G der
Funktor auf B ist, der auf Morphismen als (X,Y,Z) — (=X,Y, Z) definiert ist, und auf
Objekten wie der identische Funktor operiert.

Beweis. Man iiberzeugt sich wiederum davon, dass f = T*+T2+2 auch iiber F irreduzibel
ist. Dies liefert in diesem Fall eine k-Basis {1,z,y,yx} von L mit den Koeffizienten ag =
2, ¢9 =2, a; = 1. Das Paar g : B(1) — F(B(1)), h: B(2) — F(B(2)), mit

201 o — 2 0
g=1((1),(2y —2yx)), h= 302 ( vy )
0 4 0 0 3y — 3yx

ist ein Isomorphismus zwischen F und G auf der Kategorie B. O

4.5 Einige Korpererweiterungen in Charakteristik 2

Nun bezeichne k einen Korper der Charakteristik 2 und, wie immer, L = k(z,y) eine
Korpererweiterung vom Grad 4 iiber k. k(z) sei ein Zwischenkorper vom Grad 2. Beide
Zwischenerweiterungen seien zyklisch. Mit dem Satz von Artin-Schreier ergibt sich dann —
wie im Beispiel des vorigen Kapitels bereits diskutiert — die Existenz von Relationen der
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Form der Form

r® = ¢+,
y2 = a9+ aix+vYy,
ry = yzx,

mit cg,a; € k, 1 =0,1.

Wie im Fall der endlichen Korper in Charakteristik ungleich 2 ist es nicht gelungen, die Fra-
gestellung nach dem Isomorphietyp des Abweichungsfunktors F' allgemein zu beantworten,
da, grob gesprochen, zu viele Koeffizienten auftauchen. Trotzdem werden wir wiederum F
auf B(1), B(2) und den zugehorigen Morphismen bestimmen, um damit konkrete Beispiele
leicht behandeln zu kénnen. Wir beachten, dass der Funktor ¢ hier durch die Zuordnung
n — n + 1 auf den Basiselementen X,,Y ., Z,, aus Beispiel induziert wird. Als erstes
bestimmen wir wiederum die Zuordnungen der Basiselemente, welche

1"—1, 2% — E, y* = kiy + kayzx, (yx)* — kay + hyz,
Co

agtaq ky = — al h = ag
a%—l—aoal +a%co ) a%—i—agal +a%co ’ co(ag—l-aoal +a%co)
von null verschieden, da ¢ ein Isomorphismus ist.

Auf Objekten haben wir

lauten. Die Nenner sind

mit k1 =

F(B(1)) = ({v)1, (0)k, (arc0y + aoyz)),

wobeiv=e1®x+e2 Qy+ez @1, 0 =v® (a1c0v @ yagv @ yx) und

FB) = (oo o, (o, 2000 ).

Z—gm a1 aicoy + agyx
mit
v=e1@x+(e2)Qy+es®1, vo=ea@x+ (e3) Ay +e5R1,

w =180y + %gvz Rz, wp =v] @y +avy @z, w3 = aico(vz ®Y) + agvz X y.
Auf Morphismen gilt

0 0 aico 1
rec)= o ).(1)) rou=({ @ ).(4))
1 0
F(Zy) e e
= aic
1 1¢0 ) 1+y

0

Satz 4.9. Sei k =Fy und L = Fosa. Dann gilt 0, = 7~ o G, wobei G der Funktor auf B ist,
der auf Morphismen als (X,Y,Z) — (X,Y, X +Y + Z) definiert ist, und auf Objekten wie
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der identische Funktor operiert.

Beweis. Das Polynom T2 + T + 1 ist irreduzibel iiber k und sei das Minimalpolynom von
x € L. Weiter ist T2 + T + z irreduzibel iiber k(z) und sei das Minimalpolynom von y € L.
Wir erhalten den gewiinschten Korperturm & C k(z) C k(z,y) = L und die Relationen

2

¢ = 14z,
v = y+a,
yr = xy.

Damit sind in unseren obigen Rechnungen ¢y = 1,a9 = 0 und a; = 1. Setzen wir nun

1 00
g=( @), h={oo1 |. (¥ )]
01 1 <Oy>

so liefert uns dies auf der Unterkategorie B einen Isomorphismus zwischen ' = CtT o &
und dem Geist, der auf Morphismen als (X,Y,Z7) — (X,Y, X +Y + Z) wirkt. Dieser ist
offensichtlich nicht isomorph zum identischen Funktor, also ein nicht-trivialer Geist. O

5 Diskussion der Ergebnisse und offene Fragen

Die Hauptergebnisse dieser Arbeit zeigen, dass sich die inverse Auslander-Reiten Transla-
tion 77 und ein gewisser tubularer Shift o, um einen nicht-trivialen Geist unterscheiden.
Dies macht einmal mehr klar, dass im Falle beliebiger Grundkorper Effekte zu Tage tre-
ten, die im algebraisch abgeschlossenen Fall nicht zu beobachten sind. In diesem Fall ist
némlich der einzige zahme Bimodul der Kronecker-Kécher, und die Geistergruppe ist hier
trivial. Unsere Ergebnisse fiir den (4, 1)-Fall stehen in Analogie zu Kussins Beispiel fiir den
(2,2)-Fall aus Satz

Auch sind sie verwandt zu Satz der von Gabriel stammt und sich mit dem Unterschied
zwischen Coxeter-Funktor und Auslander-Reiten Translation beschéftigt.

Es wurden die wesentlichen Beispiele fiir die von uns betrachteten speziellen (4, 1)-Bimoduln
bearbeitet. Es ist in dieser Arbeit nicht gelungen, eine allgemeine Aussage iiber das Ver-
halten des Funktors F' = 7 o o, fiir den Fall endlicher Kérper mit char(k) # 2 zu treffen.
Auch Versuche, das Problem durch das Schreiben eines Programmes fiir die Bestimmung
des Isomorphietyps von F' zu losen, fithrten uns bislang nicht zum gewiinschten Ergebnis.
Gleiches gilt fiir zyklische Erweiterungen in Charakteristik 2. In beiden Féllen konnten wir
aber F' auf der vollen Unterkategorie gegeben durch B(1) und B(2) allgemein bestimmen.
Dies mag ein Anhaltspunkt fiir ein weiteres Studium dieser Félle sein.
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Auf der Suche nach weiteren Beispielen, in denen Geisterfunktoren auf so natiirliche Weise
auftreten wie in dieser Arbeit, konnte man allgemeine (4, 1)-Bimoduln betrachten, fiir die
man aber bislang keine so explizite Beschreibung der préaprojektiven Komponente hat, wie
wir sie in unseren Spezialfillen verwendet haben.

Im (2,2)-Fall hat Kussin die zahmen Bimoduln iiber £ = R vollstédndig beschrieben. Auch
hier kénnten fiir andere Grundkorper interessante Effekte auftreten.
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