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1 Primzahlen

Dieser Abschnitt wurde zum Teil aus dem Buch [5] ibernommen. Eine et-
was abstraktere Darstellung, allerdings mit denselben Ergebnissen findet sich

beispielsweise in [2].

Definition 1.1. Fin Element d € N heifit ein Teiler des Elements a € N, in
Zeichen d | a, wenn es ein Element k € N gibt, so dass gilt: a = k - d. Man
sagt dann auch d teilt a oder a ist ein Vielfaches von d. Ist d kein Teiler von

a, so schreibt man d 1 a.

Proposition 1.2. Es seien a,b,c,d € N. Dann gilt:
1. a | a (Reflexivitit).
2. Aus a |bundb| c folgt a| c (Transitivitdt).
3. Aus a | b undc|d folgt ac | bd.

4. Aus a | b und a | c folgt a | (xb+ yc) fir alle x,y € N.

Beweis. 1. Esist 1 € N. Wegen a = 1-a folgt also a | a.

2. Es gelten a | b und b | ¢. Dann gibt es &k, € N mit ka = b und b = c.
Setzt man die erste Gleichung fiir b in die zweite Gleichung ein, erhélt

man

c=1lb=I1(ka)=(lk)a



mit [k € N. Also folgt a | c.

3. Es gelten a | b und ¢ | d. Dann gibt es k,l € N mit ka = b und lc = d.

Multipliziert man beide Gleichungen miteinander, so erhélt man
bd= (ka)-(lc)=(kl)- (ac).

Wegen kl € N folgt also ac | bd.

4. Aus b = ka und ¢ = la fiir k,[ € N folgt
zb+yc=z(ka)+y(la)=(zk+yl)a

mit zk + yl € N. Also folgt a | xb + yc.
]

Proposition 1.3. Es seta € N und d € N ein Teiler von a. Dann gilt d < a.
Insbesondere hat eine natirliche Zahl a hochstens endlich viele verschiedene

Teiler.

Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Definition: Gilt d | a, so
gibt es ein k € N, so dass a = k- d ist. Wegen k£ > 1 folgt also a > d. Es
gibt nur maximal @ unterschiedliche natiirliche Zahlen, die kleiner oder gleich
a sind, also kann es auch nur maximal a unterschiedliche Teiler einer Zahl
a € N geben. O

Definition 1.4. 1. Esseia € N. Dann heiffen a und 1 die trivialen Teiler

von a. Fin Teiler von a, der nicht trivial ist, heifit echter Teiler.

2. Fine natiirliche Zahl p > 1 heifst Primzahl, wenn p nur dann als Pro-
dukt a b der Zahlen a,b € N geschrieben werden kann, wenn a = 1 oder

b =1 folgt. Die Menge aller Primzahlen wird mit P bezeichnet.

Proposition 1.5. Jede Zahl natiirliche Zahl a > 1 besitzt einen kleinsten
Teilert > 1.

Dieser Teiler ist eine Primezahl.



Beweis. Es sei a € N, a > 1 beliebig. Betrachte die Menge

T:={teN:t#1undt]|a}.

Wegen a | a ist T # ). Nach dem Minimalprinzip! fiir natiirliche Zahlen hat
T ein kleinstes Element. Zu zeigen bleibt, dass diese Zahl t,,;, eine Primzahl
ist:

Angenommen t,,;, wire keine Primzahl. Dann gébe es eine Zahl 1 < k <t
mit &k | ¢y Aus 1.2 auf Seite 1 folgt dann aber dass k ein Teiler von a wére
und somit in 7" enthalten wére. Dies ist ein Widerspruch zu der Minimalitét

von tyin. Also ist das kleinste Element von T eine Primzahl. O

Satz 1.6. (Euklid) Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Angenommen, es gébe nur endlich viele Primzahlen, d.h. P := {py, . ..

fiir ein n € N. Betrachte

q:= Hpk + 1.
k=1

Es kann ¢ keine Primzahl sein, da fiir alle Primzahlen p, € P gilt ¢ > pg.
Es sei t > 1 der kleinste Teiler von q. Nach 1.5 auf der vorherigen Seite gilt
also t € P. Somit gilt ¢ | ¢ und ¢ | ¢ — 1, also teilt ¢ nach 1.2 auf Seite 1 auch
g+ (=1)(¢g — 1) = 1. Dies ist ein Widerspruch zu t > 1. O

Definition 1.7. Es seia € N,a > 1. Dann heif§t jede Primzahl p, die a teilt,

ein Primteiler oder Primfaktor von a. Eine Darstellung

a=1pP1 ... Dn

mit (nicht zwingend paarweise verschiedenen) Primfaktoren p1, ..., p, heifst

Primfaktorzerlequng von a.

Wergleiche [3], Anhang A, Axiom A.1.2

. Pn}



Satz 1.8. (Hauptsatz der Zahlentheorie) Jede natirliche Zahl a besitzt eine
bis auf Rethenfolge eindeutige Primfaktorzerlegung.

Beweis. Der Beweis des Hauptsatzes der Zahlentheorie wird als Induktion
gefithrt. Dabei wird im Induktionsschritt die Existenz und die Eindeutigkeit

getrennt gezeigt.

Induktionsanfang: Es sei a = 1. Vereinbarungsgemifl ist das Produkt
ohne Faktor gleich Eins, d.h. es gibt eine Primfaktorzerlegung der Zahl 1.
Diese ist eindeutig, da p > 1 fiir alle p € P gilt und somit ein Produkt mit
beliebig vielen Primfaktoren genau dann 1 ist, wenn die Zahl der Faktoren

gerade Null ist.

Induktionsvoraussetzung: Es sei a > 1 eine beliebige natiirliche Zahl.

Dann besitzt jede natiirliche Zahl n < a eine eindeutige Primfaktorzerlegung.

Induktionsschluss fiir die Existenz: Ist a eine Primzahl, so ist a bereits
ein Produkt von Primzahlen. Betrachte den Fall, dass a keine Primzahl ist.
Dann besitzt a einen minimalen Primteiler ¢ mit 1 < ¢ < a. Damit ist
¢ := ¢ eine natiirliche Zahl mit ¢ < a, d.h. ¢ besitzt eine Primfaktorzerlegung

c=p1-...-pg. Dann ist a =t - p; - ... - p; eine Primfaktorzerlegung von a.

Induktionsschluss fiir die Eindeutigkeit: Es seien

a=p-....ppund a=q, ... q

Primfaktorzerlegungen von a. Die Primfaktoren seien 0.B.d.A der Gréfie nach

sortiert?und es gelte 0.B.d.A p; < ¢;. Es sei

b:=py-... Dk

’Esgeltealsop; >ps>...>ppund 1 > q2 > ... > q.



1. Fall:

2. Fall:

Es gibt einen Index j € {1,...,[}, so dass p; = ¢; ist. Dann gilt

b=pa-. o pk=q Qi1 Q1

Nach Induktionsvoraussetzung ist wegen b < a die Primfaktorzerle-
gung von b bis auf Reihenfolge eindeutig, d.h. nach der oben ange-
gebenen Nummerierung ist p; = ¢; und fiir die Primfaktorzerlegung
von b gilt p; = ¢; fiir © = 2, ..., k. Demnach ist auch die Primfaktor-

zerlegung von a = p; - b eindeutig.
Fiir alle j =1,...,1 gelte p; # g;. Setze
C:=(qo ... q.
Dann gilt:
a = pib= qcmit p; < q.
Damit ist a’ = a — p;c € N und es gilt
a =p(b—rc)= (g —pi)e,

wobei alle gegebenen Faktoren sowie a’ grofler oder gleich 1 und
kleiner als a sind. Nach Induktionsvoraussetzung besitzen also alle
Faktoren und o’ eine eindeutige Primfaktorzerlegung. Insbesondere
folgt daher?:

prla= pi| (g —p1)oder p;|ec,

da p; ein Primfaktor von a’ ist. p; ist nach Voraussetzung kein Prim-
faktor von ¢, es folgt also p; | (g1 — p1) und damit p; | ¢;. Dies ist

wegen 1 < p; < ¢ ein Widerspruch dazu, dass ¢; eine Primzahl ist.

O

3Dieses Ergebnis wird in der Proposition 1.9 gefasst.



Proposition 1.9. Es sei p € N eine natiirliche Zahl. Dann sind folgende

Aussagen dquivalent:

1. p ist eine Primzahl.

2. Aus p | (ab) fir a,b € N folgt p | a oder p | b.
Beweis. Zeige die Aquivalenz durch zwei Implikationen:

“l. = 2.7 Es sei p eine Primzahl. Aus p | (ab) folgt, dass p in der Primfaktor-
zerlegung von ab vorkommt. Wegen der Eindeutigkeit muss p also ein

Primfaktor von a oder von b sein.

“2. = 1.7 Es sei d ein beliebiger Teiler von p. Dann gibt es ein k € N mit p = dk.
Insbesondere gilt p | dk. Nach Voraussetzung gilt dann p | d oder p | k,
d.h. p = d oder p = k. Aus zweiteren folgt d = 1. Also sind die einzigen

Teiler von p die trivialen Teiler, d.h. p ist eine Primzahl.

O

Proposition 1.10. Es set N € N beliebig. Dann ¢ibt es ein n € N, so
dass zwischen n und n + N keine Primzahl liegt, d.h. der Abstand zweier

aufeinanderfolgender Primzahlen kann beliebig grofi werden.

Beweis. Es sei p > N eine Primzahl, n := Hquq das Produkt aufeinan-
derfolgender Primzahlen. Dann sind die Zahlen n + k fiir 1 < k < p keine
Primzahlen, denn £ besitzt einen Primfaktor ¢ < p, d.h. es folgt mit ¢ | &k

und ¢ | n, dass ¢ ein Teiler von n + k ist. O

Ausblick 1.11. Bisher wurde gezeigt, dass es unendlich viele Primzahlen
gibt, und dass die Differenz zweier aufeinanderfolgender Primzahlen unend-
lich grof§ sein kann. Andererseits lisst sich aber auch eine Abschdtzung dafiir
geben, wo ausgehend von einer beliebigen Zahl spdtestens die ndichste Prim-

zahl zu finden ist. Eine solche Abschdtzung gibt das Postulat von Bertrand:

Ist n € N ewne beliebige natiirliche Zahl, so gibt es eine Primzahl

peP, mitn<p<2n.



FEin Beweis dieses Satzes wird in Abschnitt 3 gegeben.

2 Der Binominalkoeffizient

In diesem Abschnitt wird der Binominalkoeffizient eingefiihrt und einige Re-
chenregeln fiir diesen bewiesen. Die Ausfiihrungen stammen im Wesentlichen

aus [1].

Definition 2.1. 1. Fir eine natirliche Zahl n € N definieren wir die
Fakultdt n! durch

nl:=1-2-....-n.

2. Fiir natirliche Zahlen n, k € N setzt man

(n) nn—1)...-(n—k+1) n!

k)~ k! T =kl R

Die Zahlen (Z) heiffen Binominalkoeffizienten und man sagt dazu “n

iber k.
Proposition 2.2. Firn,k € N gelten:
1. (}) =0 fir k > n.
2. (1) = () firn>k.

Bewers. 1. Ist k > n, so ist einer der Faktoren des Zéhlers und somit der

gesamte Bruch gleich Null.

2. Diese Gleichheit folgt unmittelbar aus der Definition.

Proposition 2.3. Firn > k gilt: (ZE)

() + ()



Beweis. Fiir k < n folgt:

(Z)+<kil) :k:!(nnik)!+(k+1)!-(ri—k—1)!

n! n! n—~k
S kl(n—Fk)!  El(n—k) E+1

B n! 1+n—k‘
~kl(n—k)! E+1

n! n—+1
K(n+1) —(k+1) k+1

B (n+1)! _(n—l—l)
S k+D((n+1) = (k+D) \k+1

O

Satz 2.4. (Binomischer Lehrsatz) Es seien x,y € R und n € N. Dann gilt:

(z+y)" = i (Z) " Fyk,

k=0

Beweis. Der Beweis des Binomischen Lehrsatzes erfolgt durch vollstiandige

Induktion nach n:

Induktionsanfang Sei n = 1, dann gilt:

(z+y) =r+y= <(1)):c+ G)y



Induktionsschluss
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Folgerung 2.5. 1. >;_ () =2"

2. (Z) ist fir n,k € N eine natirliche Zahl.

Beweis. 1. Folgt fiir x = 1 und y = 1 unmittelbar aus dem Binomischen
Lehrsatz.

2. Der Binominalkoeffizient im Binomischen Lehrsatz gibt gerade an, wie
oft das Produkt 2" *3* beim Ausrechnen des Binoms vorkommt. Diese

Anzahl ist eine natiirliche Zahl.

O



3 Bertrands Postulat

In diesem letzten Abschnitt, soll das in Abschnitt 1 bereits angegebene Pos-
tulat von Bertrand bewiesen werden. Dazu werden zu Beginn des Abschnitts
noch einige Rechenregeln bewiesen, die unter anderem den Zusammenhang
zwischen Primzahlen und Binominalkoeffizienten verdeutlichen. Der Beweis

des Postulats von Bertrand stammt dabei aus [4].

Hilfssatz 3.1. Fliir eine natirliche Zahl m > 1 und Primzahlen p € P gilt
die Abschdtzung

2 1
m+1<p<2m+1 m

Beweis. Es ist (2";:1) eine natiirliche Zahl, d.h. sie besitzt eine bis auf Rei-

henfolge eindeutige Primfaktorzerlegung. Da Primzahlen keine echten Teiler
besitzen und die grofiten Faktoren des Nenners m + 1 sind, werden die Prim-
zahlen des Zahlers, die grofler als m~+1 sind nicht durch Faktoren des Nenners
gekiirzt. Also ist jede Primzahl p mit m+ 1 < p < 2m + 1 in der Primfak-
torzerlegung enthalten, d.h. es gilt die Behauptung. O

Hilfssatz 3.2. Fiir natiirliche Zahlen m > 1 gilt:

(Qm + 1) < 4m,
m

Beweis. Es sei m > 1 eine beliebige natiirliche Zahl. Dann gilt:
2m
2m +1 2m 2m 2m 9
pu— < pu— 2 m pu— 4m.
() =)+ () =2 (F)

Proposition 3.3. Fir jedes x € R mit x > 2 gilt die Abschdtzung

Hp S 4@‘—1.

p<z

10



Beweis. Es sei g die grofite Primzahl, fiir die ¢ < z gilt. Offensichtlich gilt

[I2=11»

p<q p<z

sowie 4971 < 4%~1 Zu zeigen bleibt also, dass fiir jede Primzahl g € P gilt:

Hp < 4971,

p<q

Zeige dazu induktiv, dass folgende Behauptung fiir alle natiirlichen Zahlen
erfiillt ist:

Behauptung: Fiir alle n € N mit n > 2 gilt:

Hp < gn—1

p<n

Induktionsanfang: Betrachte n = 2: Die einzige Primzahl, die kleiner
oder gleich 2 ist, ist die 2 selbst. Damit folgt:

[[p=2=2"

p<2
Induktionsschluss: Es sei nun n > 2. Dann gilt:

Hpgn D falls n + 1 keine Primzahl ist

I »-

p<ntl [[,<,p-(n+1) falls n+1 eine Primzahl ist

Ist n + 1 keine Primzahl, dann folgt

I r=]]p<sa<am

p<n+1 p<n

11



Betrachte also den Fall, dass n + 1 prim ist. In diesem Fall ist n und n + 2

gerade. Zerlege nun das Produkt in

=117 1II »

p<n+1 p< n;r2 n;r2 <p<n+l

Das erste Teilprodukt ist nach Induktionsanfang kleiner oder gleich 4"/2, das
zweite Teilprodukt kann mit Hilfe von 3.1 und 3.2 abgeschétzt werden:

II »< <n:1> < 42,

n+2 2

T<p§n+1

Insgesamt folgt also:

I[ pca? a2 =am

p<n+1l

Proposition 3.4. Fir alle n € N gilt die Abschdtzung

<2n) 4n
>
nj) = 2n
Beweis. Beweise diese Abschétzung durch vollstdndige Induktion nach n €

N:

Induktionsanfang Es sei n = 1. Dann gilt:

2 2 4t
= pu— 2 = .
1 -1 2-1

12



Induktionsschluss Die Behauptung gelte fiir ein beliebiges n > 1. Dann

") ()
() G20)) + () G)
) e (ﬁl)
() ()
)0

o n+1
dn-4 n+3

2(n+1) n
4n+1

I
AN
s 3

2(n+1)
U

Hilfssatz 3.5. Es sei n € N beliebig. Die Primfaktorzerlequng von n! enhdlt
dabei den Primfaktor p genau

> 5]

mal. Dieses Theorem geht auf Legendre zuriick.

Beweis. Es seien n,a € N beliebig. Dann werden genau die natiirlichen Zah-
len ¢ < n durch a geteilt, fiir die es ein [ € N gibt mit a - | = ¢. Wegen
der Beschrinkung ¢ < n folgt [ < L%J Es besitzen also genau die Zahlen
[,2l,... |7 die Zahl [ als Teiler.

Die Faktoren von n! sind gerade die natiirlichen Zahlen kleiner oder gleich

n. Davon gibt es jeweils L]%J, die von p* geteilt werden. Also besitzt n!

13



den Primfaktor p genau » .-, [ ;&) mal. Der Laufindex k zdhlt dabei die
Vielfachheit des Primfaktors p einer Zahl ¢ < n. O

Proposition 3.6. Es sein € N beliebig und B = HszlpZ’“ die Primfaktor-

zerlegung von B := (ZT?) Dann gelten:

1. Fir alle k < n ist pi¥ < 2n.
2. Fiir alle pr > v2n ist up < 1.

3. Fiir alle %n < pr < nist uyp, = 0, d.-h. es gibt keinen Primfaktor

zwischen %n und n.

Beweis. 1. Nach 3.5 auf der vorherigen Seite besitzt die Zahl (2:) = ot

nln!

den Primfaktor p genau

N AR (F RS )

mal, wobei fiir jeden Summanden gilt:

{QnJ Z{nJ<2n 2(71 1)_2
P pkl P P '

mal. Also ist jeder Summand maximal Eins. Auflerdem sind die Sum-

manden fiir p* > 2n gleich Null. Es folgt also fiir alle Exponenten der

n=2 (3] -2[5)

< max{r:p" < 2n},

Primfaktoren:

d.h. es gilt pi* < 2n fiir alle & < n.

2. Eine unmittelbare Folgerung aus 1 ist, dass die Exponenten fiir p >
v/2n hochstens Eins sein konnen.

14



G2 . n n .
3. Fir £n < p folgt 2n < 3p, wobei p < 7 und 2p > 7 ist. Es sind also p

und 2p Faktoren des Zahlers und p zweimal Faktor des Nenners. Also
gilt 3p 1 ().
O

Satz 3.7. (Bertrands Postulat) Ist n € N eine beliebige natiirliche Zahl, so
gibt es eine Primzahl p € P, mit der Eigenschaft n < p < 2n.

Beispiel 3.8. Betrachte die Primzahlen

P = {2, 3,5,7,13,23,43,83,163,317,631, 1259, 2503,4001}
= {C]h .- -CJ14}-

Die Aussage folgt aus 2¢,, > Gmi1: Es sein € N mit g, < n < ¢ fiir ein
m € N mit m < 14. Dann gilt:

20m <2n < 2¢mye1 = N < @pmy1 < 2n.

Beweis. Nach 3.4 auf Seite 12 und 3.6 auf der vorherigen Seite gilt die Un-
gleichheitskette

3—23(2:)§ IT2 II » II »

p<V2n \/%<p§§n n<ps2n

Da es nur maximal v/2n + 1 Primzahlen gibt, die kleiner oder gleich v/2n
sind, kann das erste Teilprodukt sehr leicht abgeschétzt werden. Durch 3.3 auf

Seite 10 kann auch das zweite Produkt abgeschétzt werden und es folgt:

2
an < @2n) Vst I p

n<p<2n

Angenommen, es gidbe keine Primzahl zwischen n und 2n. Dann wére das

letzte Produkt Eins und durch Umstellen der Ungleichung erhélt man:

A < (2n)3<1+m> (1)

15



Induktiv l&sst sich zeigen, dass fiir alle a € N gilt: a + 1 < 2%. Daraus ergibt
sich die Ungleichheitskette

on = (V2n)S < (|¥2n] + 1)° < (2“3/%)6 < 96 Vom,

Setzt man dieses Ergebnis in (1) ein, so ergibt sich fiir n > 50:*

221 < (2n)30HV2) < (26W)3+3m

< (2>9/%(18+18\/%) < 920V2nv2n _ 920(2n)2/?

Stellt man die Ungleichung 2" < 2202 pach n um, so erhélt man:

on < 20(2n)*3 = (2n)"® <20
= n <4000.

Damit ldsst sich feststellen, dass es nur moglich ist, fiir eine natiirliche Zahl
50 < n < 4000 keine Primzahl p zu finden, so dass n < p < 2p gilt. Diese Zah-
len wurden jedoch bereits im Beispiel 3.8 auf der vorherigen Seite behandelt.

Also gilt Bertrands Postulat fiir alle natiirlichen Zahlen n € N. O

4In der Ungleichheitskette wird genutzt, dass 18 < 2+/2n ist. Dies ist genau dann der
Fall, wenn 92 < 2n ist, bzw. grob abgeschitzt n > 50 gilt.

16
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