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1 Die Regel von de I'Hospital

1.1 Verallgemeinerter Mittelwertsatz

Satz: Es seien f,g : [a,b] — R stetige Funktionen, die auf (a,b) differenzierbar sind,
wobei ¢'(z) # 0 fiir alle z € (a,b).

Dann ist g(a) # g(b) und es existiert ein ¢ € (a,b) mit

fe) _ f(b)=f(a)
g'(c) — g(b)—g(a)"

Beweis: Als erstes ist zu zeigen, dass g(a) # g(b) ist.
Nach dem 1.MWS existiert ein £ aus (a,b) mit £ M = ¢'(€). Daraus folgt:

g(b) —g(a) = (b—a)g'(§) # 0. Damit ist gezeigt, dass g(a) # g(b) ist.

Als zweites wollen wir zeigen, dass ein ¢ aus (a, b) existiert mit L 8 = EZ; ; (( )) .
Dazu definieren wir eine Hilfsfunktion F'(z) := f(x) — g(b;g((s)) (g(x) — g(a)).
Im Fall x = b ergibt sich: F(b) = f(b) — ]9021(3 f((fj)) ~(g(b) — g(a)) = f(a).

Fiir o = a ist F(a) = f(a) - Z0=14 0 = f(a).

Demzufolge ist F'(a) = F(b ) Es existiert also ein ¢ aus (a,b) mit F’(¢) = 0. Dies liefert

f(e) = ];EZ g((f:)) g'(z) = 0, was dquivalent ist zu

[0 -fa) _ )
o) —gla) = g(o) (Beh.).

1.2 Die Regel von de I'Hospital

N Satz: f, g seien differenzierbar auf (a,b) mit a,b € R und ¢'(x) sei immer #£0.
Auflerdem gelte entweder

(A1) lim f(z) = lim g(z) =0 oder
(A2)x£1£1+g(x) = +o0.
f@) )

Dann ist: lim —= =

, falls der rechte Limes existiert.



Entsprechend gilt die Behauptung fiir x — b—.

. : - [(x)
B : =1
eweis: (a) Sei n Jm 7

Wihle zu beliebig vorgegebenem yg > 7 ein y; mit n < y; < yo und bestimme zu y; ein

E ; <y fur alle z mit a < x < x gilt. (I)

€ [—00,+00).

x1 aus (a,b),
Da f,g differenzierbar in (a,x1), folgt, dass f,g stetig sind auf (a,x1); auBlerdem ist
nach Voraussetzung ¢'(z) immer ungleich Null. Damit kénnen wir fiir ein Intervall
[z,u] C (a,x1)den verallgemeinerten (zweiten) MWS anwenden: Zu x,u € (a,z1) mit

x < u findet man also eine Stelle 4 - mit © < p < u -, fiir die gilt:

f@)=flu) _ f'(w)
g(z)—g(u) g’ (n)

Da p <u <z (vgl(l)) = ]gcgg (( )) <y <y fur alle z,u € (a,z1) mit z < u. (IT)

Gilt nun (A1), dann folgt fiir z — a+ :
fla) = flu) 00— f(u) _ f(u)
v—at g(x) —g(u)  0—g(u)  g(u)

<1 < yo. (III)

Gilt lim+g(x) = t00 (A2), dann bestimme zu einem festen u € (a, 1) ein z2 € (a,u),
r—a
so dass die Abschétzung g(z) = maz(0, g(u)) bzw. g(x) = min(0, g(u)), je nachdem ob

lim g(x) = 400 oder —oo, erfiillt ist.

T—a+
g(z)—g(u)

g immer groBer 0 ist in (a,x1) ( denn im ersten Fall sind

Daraus folgt, dass

Zahler und Nenner positiv,im zweiten Fall sind Z#ahler und Nenner negativ).

Mit (II) folgt dann: 28)=0(0) . ala)ogtw) ) ale)gt)

o [@f) ) g

9(x) ogle)
®%<y1-1—y ggwg—i-fgx; fiir alle z mit a < x < x9.
Fiir 2 — a+ ist dann: lim y, -1 - ylw + M = y; und da y; < yo existiert also
r—a+ g(gj) g(x)

x3 € (a,x2), so dass

% < yo Yz € (a,zp). (IV)

Insgesamt folgt also, dass unter jeder der Annahmen (A1) und (A2) zu jedem yy > 7 ein



x¢ existiert, so dass gilt:

f(x)

—— < yo Yz € (a,x0) .

g9(z)

Da yg beliebig nahe an n gewéhlt werden kann, folgt in jedem Fall:

. f(z)
lim sup —+% <
wat gy

/
b) Im Falle lim f(z) =17 € (—o00,+0o0] findet man analog zu a) zu jedem gy < 7
f

r—at g'(x)
ein Zg, so dass die Abschitzung 7y < % gilt fiir alle = aus (a, o). Daraus folgt wie
oben, dass in jedem Fall lim inf M > n ist.

z—at g(x)
Das heifit, der Limes existiert fiir n € R, sowie n = £o0.



2 Anwendungen der Regel

Der folgende Abschnitt zeigt eine Reihe von Aufgaben, bei denen es niitzlich ist die
Regel von de I'Hospital anzuwenden, um die Grenzwerte der Funktionen zu bestimmen.
Es zeigt sich auflerdem, dass oft eine mehrfache Anwendung der Regel nétig ist, um den

gesuchten Limes zu ermitteln:

Bsp.l : f(z) = e +e™® — 2, g(xr) = 1 — cosz. Betrachte den Limes fiir x — 0 von

f(@)/9(z).
Die Regel von de I'Hospital ldsst sich anwenden - es gilt (A1): lir% flz)=14+1-2=
Tr—

0 und ebenso lir%g(x) =1-1=0

T

T
Also betrachten wir den Grenzwert der Ableitungen lim € 7°  Auf diesen

z—0 sinx
Bruch ldsst sich wiederum die Regel anwenden, Zéhler sowie Nenner laufen ge-

gen 0.
e+e "  1+1

Es ist dann lim 2.
z—0 cosT 1
T
Der Grenzwert der Ableitungen existiert, somit ist lin% fg; =2.
Tr— g €T
vV 14xsinx—cos

Bsp.2 : Gesucht ist der Grenzwert fiir z — 0 von . Wiederum konvergieren

sin?x

Zahler und Nenner gegen Null.

Der Grenzwert der Ableitungen ist:

5 (1/2)(1 4+ zsinz)~/2(sinz + 2 cosz) + sinz
im
a0 sin /2 cos? x/2

Wir haben einen Ausdruck der Form %. Die Regel erneut angewandt ergibt:

. —(1/2)(1 + sinz)"3/2(sinz + xcosx)? 4+ (1 4+ zsinz)~/?(cosz + zsinz + cosx) + 2 cos =
lim ; .
z—0 2[1/2 cos (z/2) cos (x/2) + sin (z/2)1/2(—sin (z/2))]

C0+1(14+0+1)+2

=4
2.1/2+0

Damit ist der gesuchte Grenzwert 4.



Bsp.3 : Im Falle von z -In(1+1/x) fiir x gegen +oo formt man zunichst in einen

In (141/x)

Bruch um; wir betrachten —_=

. Da sowohl Zéhler als auch Nenner gegen Null

konvergieren, wenn x gegen +oo lauft, folgt also bei Anwendung der Regel:

1 1
m ——— (1) —— = 1.
z—lffool—kl/x ( ):1;2 (-1)2
Alsoist lim z-Inl41/x=1.

r—-+00

Mit Hilfe der Regel sind auch einige allgemeine Aussagen bzgl. der Grenzwerte bestimm-

ter Funktionen zu treffen:

i)

i)

Fir lim 6—, a > 0 sind die Bedingungen fiir die Regel von de I’'Hospital erfiillt.

r——+oo I

Es ist 1ir+n ae®” = +oo; der Grenzwert der Ableitung existiert, somit ist der
T—T00
gesuchte Limes also +oc.
axr

Aus dieser Beobachtung kann man schlielen, dass liril 5 = 400 fiir o, 8 > 0,
T—T00 U

@)ﬁ . Mit der ersten Beobachtung

denn der Quotient lésst sich umformen zu (
folgt also sofort, dass der gesuchte Grenzwert +o00 sein muss.

Diese bedeutet, dass egal wie klein man « wahlt, e®* deutlich schneller gegen +o00
konvergiert, als jede noch so grofie Potenz von x.

Fiir jedes Polynom p(z) und o > 0 ist der Grenzwert fiir z gegen +o0o von p(x)e™**

gleich 0. Denn man kann umformen zu £ @) Die Bedingungen fiir de 1'Hospital sind

erfiillt (der Zéhler 1duft hier gegen +00). Nach n 4 1-maligem Differenzieren steht

ntlear Der Grenzwert ist also

im Zahler 0 - im Nenner ein Ausdruck der Form «
0.
Die Folgerung ergibt sich gleichfalls aus i), denn e** im Nenner lduft schneller

gegen +oo als die Potenz von z in Form des Polynoms p.

Auch fiir In z ergeben sich interessante Grenzwertaussagen:

Wendet man die Regel auf 1%’3 fiir z gegen +oo (a0 > 0)an, ergibt sich als Grenz-



. a/x . 1
wert 0. Denn lim / = lim
z—+o0 ax® L 2400 pazr®!

Inz)8
Daraus folgt lim (In2)

r—+oo g%
L
zu (taf)-

Das heifit, ™ konvergiert auch mit sehr kleinem « schneller gegen +oc als eine

=0

= 0 fiir o, 6 > 0, denn wie oben lasst sich umformen

noch so grofle Potenz von In x.

Es folgen zwei weitere Aufgaben, bei denen die Regel von de I’'Hospital und daraus

resultierende Grenzwertaussagen wichtig sind:

Bsp.I)

Bsp.II)

. N, 2 1
Gesucht wird der Grenzwert fiir n — 400 von n*[(1 — -)* — (1 — 2)].
Dazu setze man zunéchst = 1/n und betrachte dementsprechend den Limes fiir

x — 0( es gilt hierbei (A2)).
a(l—z) (-1 +a
2z

. Dies ist ein Ausdruck der

Die Ableitungen ergeben: liH[l)
€Tr—

0
Form o

Die zweite Ableitung liefert:

— D1 = 2)*2(=1)(-1 -1 -1
i 2@ =DA=0 DY) ala=D) s ala=1)
z—0 2 z—0 2 2
Also n?[(1 — 1) — (1 — 2)] — (%) fiir n gegen oo.

Definiere ein Folge b, mit b, := n?[(1 — %)O‘ —(1-9)]
=== -1-7)

n2

ehpr1roe=(1-21)
Da oben gezeigt wurde, dass b, konvergiert, folgt, dass b, beschrankt ist, also

|bp| < C fiir alle n aus N.

Es ist zu zeigen, dass f(z) := e~ V%" (fiir z #£0) , f(0) := 0 auf R beliebig oft
differenzierbar ist und alle Ableitungen im Nullpunkt verschwinden.

Man zeigt durch Induktion, dass f(z) in 0 beliebig oft differenzierbar ist und alle



Ableitungen 0 werden. Auflerhalb von x = 0 ist die Funktion beliebig oft diffe-

renzierbar, weil es sich um eine Verkniipfung zweier differenzierbarer Funktionen

handelt.

Induktionsanfang: Untersuche die erste Ableitung f(M)(x) an der Stelle z = 0 :
0+h) — f(0 —1/h? 1

lim J0+h) = f(0) —lim S = lim —h_— Wir betrachten eine Funktion von

h—0 h h—0 h z—0 el/h

h, die Bedingungen fiir de ’'Hospital sind erfiillt, wir konnen also nach A differen-

zieren:
1

—73 h
}Lir% ﬁ = %ir% 2ol = 0. Die Ableitung an der Stelle z = 0 ist also 0.
— —Fe — e

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte fiir eine beliebiges, aber festes n

aus N.

Induktionsschritt(n — n + 1): Die n-te Ableitungf(™ (z) lisst sich darstellen in
1
22

der Form pn(%)efz mit geeignetem Polynom p,,. Also:

™0+ h) = FM(Q 1\ 52
lim f0+h) = F00) = lim M. Setze nun x = % und betrachte den
h—0 h h—0 h
Limes fiir  gegen +o0:
- pa(w)e® : —a? e 3 : .
lim ———— = lim zp,(z) e ™ . Dies ist aber nach ii)(s.o.) gleich Null, weil
z——+00 l/m T—+00

die Potenz von e wesentlich schneller gegen unendlich geht als die Potenz von z in
Form des Polynoms p,(z).
Es ist also f(t1)(0) =0 q.e.d.



3 Limitationen der Regel

Es ist nicht immer nétig bzw. irrefithrend, die Regel von de I’'Hospital zu verwenden, wie

die folgenden Fille zeigen:

T _ -z

1. Man betrachte lim i. Sowohl Zahler - als auch Nennerfunktion konver-
z—+oo e? 4 e~ %

gieren gegen unendlich (denn e™®

— 0 fir = gegen oo, e — 00).
Die Nennerfunktion ist desweiteren immer ungleich Null. Wendet man nun die
Regel von de ’'Hospital an, erhélt man immer einen Bruch, bei dem Z&hler und

Nenner gegen unendlich konvergieren:

et+e ™
61_67I M

Klammert man jedoch zunéchst sowohl im Zahler als auch im Nenner e* aus, ist

der Grenzwert einfach zu erkennen:

. et —e . 1—e 2 1-0
lim — = lim = =
zoto0 ¥ e %  zotool+e 2 140

1 i laufen Zahler und Nenner gegen Null. Bildet man nun die
z— inx

T cos z)+22(—1) % (= sin T
Ableitung 2 (1/z)+z*(=1) =5 ( (1/z))

Cos T

, sieht man, dass in diesem Fall, wenn x
gegen 0 lauft, kein Grenzwert existiert.

Jedoch zeigt eine Umformung sofort, dass der Grenzwert 0 ist:
z?cos (1/z)

li _— 1 =0.
wlg%) sin z—0 sin T (weos (1/z))
3. Fiir f(z) := z+sinzcosx, g(x) = f(z)es™ ist lim fgxi nicht vorhanden, obwohl
z—o0 g(x
/
2 .
li F@) _ oy cos e e~ "M% existiert und gleich 0 ist. Wo ist

z—o0 g/(x)  x—+oo x +sinxcosz + 2cos
der Fehler?

F@) _ o=sine qas heift, L&) ist fiir 2 — +o0o begrenzt durch ! und e. Die Funk-
9(z) g(x) c

tion divergiert.

f(x) sowie g(x) sind differenzierbar, beide Funktionen konvergieren gegen +oo fiir

xr — +00.



1
infinity

Abbildung 1: f(z)/g(x)

Der Fehler findet sich, wenn man ¢'(z) betrachtet:

infinity

-infinity

Abbildung 2: ¢'(z)

g'(x) = (&% (x + sinx cos x))’

=cosz M ¥(x +sinz cosz) + M ?(1 4 cos? z — sin? )

= eSM% (g cosz + sinz cos?  + 1 + cos? x — sin® x)

— esinz(

x cos ¥ + sinx cos® x + 2 cos? x)
= "7 cosz(x + sinx cosx + 2cos )

An dieser Stelle sieht man, dass ¢'(x) unendlich oft den Wert 0 annimmt, wenn x
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gegen +oo lauft, denn cos z = 0 fiir alle z aus {g + nmw,n € Z}; aber dies bedeutet,
dass die Voraussetzung der Regel von de I'Hospital, nach der ¢’'(z) immer ungleich

0 sein muss, nicht erfiillt ist.
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