Universitat Paderborn SS2005
Warburger Str. 100
33098 Paderborn

Seminararbeit

Der Fundamentalsatz der Algebra

Sabine Naewe

8. April 2005



Fundamentalsatz der Algebra

n
Sei P(z) = > a2" ein nichtkonstantes Polynom n-ten Grades mit ao, ..., a, € C, wobei
k=0
n > 1und a, # 0.
Dann existieren zi,...,2, € C mit P(z) = a,(z — 21) - -+ (2 — 2n).

Die zi,..., 2z, sind genau die Nullstellen von P: Es ist P(z;) = 0 fiir j =1,...,n und

P(z)#0fir z# 2 Vj = 1,...,n.

Beweisstruktur

Der Fundamentalsatz folgt aus drei eigenstéindigen Sétzen, die vorher jeweils einzeln

bewiesen werden miissen.

Satz 1:

n

Sei P(z) = . apz" ein nichtkonstantes Polynom n-ten Grades, wobei ay, ..., a, € C.
k=0

Dann existiert ein zgp € C mit |P(2o)| = inf.cc | P(2)].

Satz 2:

n

Sei P(z) = > ax2z* ein nichtkonstantes Polynom n-ten Grades, wobei aq, .. ., a, € C.
k=0

Ist |P(z0)| > 0 fiir ein zy € C, so existiert ein wy € C mit |P(wo)| < |P(z0)]-

Satz 3:
n

Sei P(z) = Y. ajz" ein nichtkonstantes Polynom n-ten Grades, wobei aq ..., a, € C.
k=0

Wenn ein zy € C mit P(zp) = 0 existiert, dann existieren zi,...,2, € C mit P(z) =

an(z —21) -+ (2 — 2zn).
Wenn diese Sétze bewiesen sind, dann folgt der eigentliche Beweis des Fundamentalsatzes
der Algebra. Dieser wird nun unter der Annahme gefiihrt wird, dass die drei obrigen Sétze

bereits bewiesen sind.

Beweis des Fundamentalsatzes:

Sei P(z) = > axz* ein nichtkonstantes Polynom n-ten Grades, wobei ay, ..., a, € C.
k=0

Dann existiert nach Satz 1 ein zp € C mit |P(zp)| = inf,ec |P(2)].

Es gilt: |P(z0)| >0



Annahme: |P(z)| >0
= Jwy € C mit |P(wo)| < |P(z0)| (Satz 2)
= |P(wp)| < inf |P(2)| mit z € C.
(Widerspruch zur Annahme, da |P(wy)| € {|P(z)| mit z € C})

= |P(20)| = 0 = inf,cc | P(2)]
Damit ist eine komplexe Nullstelle von P(z) gefunden. Nach Satz 3 ist damit der Fun-

damentalsatz der Algebra bewiesen.



Beweis von Satz 1:

Fiir diesen Beweis nutzt man die Tatsache, dass eine stetige Funktion auf einem kom-
pakten Intervall beschrinkt ist und damit sein Infimum annimmt.
Man zeigt als erstes, dass eine geniigend grofle Kreisscheibe zur Betrachtung ausreicht
um das Infimum inf,c¢ |P(z)| zu bestimmen.
Wihle R € [1, 00| so, dass gilt:

R >2n g—;

Dabei ist a,, # 0 nach Voraussetzung.

firi=0,....,n—1

Man wihlt den Betrag von P, da kein Vergleich von komplexen Zahlen moglich ist.
Nun gilt fiir jedes ze C mit |z| > R > 1:

n
P(z) = | 3 apz"]
k=0 X
e
= lapz" + > akzk|
k=0

n—1
= |a,2" + Y apz" (R
k=0

n—1
= |a, 2" + Z ar

= |a,2" + Z e an 2"
= |an2" + anz "Zazn %

= |anz "||1+ E T

> |anz "I(IH—\Z“MD da |a+ b > [a] — 0]
> [anz I(l—ZIWMI) da |36 <2 bf = —[220] = =2 [0]
> Janz"[(1 - Z |22 12175)

k=0

n—1
Z|an2"|(1—];]|3—§| 1) da |[1] <1
n:l
> Jon| (1 3 (2] 1) H=R= <t =1

=T =1- T =1+ (- T
21+ (-H) Y =1- X -1-%4



n—1

:|anz"|(1—];0|ai—kR) da 2| >R>1
nil

> la,z"|(1 — Z%) da R > 2n| 2|
k=0

= |a,2"|(1 — ngy-)

= |an2n|%

= L)z

= |P()| = 15t |n]

Setze Ry := max{R,21%l}

lan]

Dann gilt fiir |z| > Ry:

|P(2)|

)er)

= g

laallz]  dals|>Re>R>1
ol daz| > Ro = max{R,2{2}

2 “lan|

>
>

= |aol
= [P(0)]

Also gilt nun fir |z| > Ry > R > 1:
|P(z)| = |P(0)]

= |P(2)|z12R, 2 |P(0)| = infecc |[P(2)] = infjz<p, [P(2)]

Die Funktion z — |P(2)|,M — R ist auf M = {2z € C | |z| < Ry} stetig, da |P(z)]
reell ist und alle Polynomfunktionen stetig sind. M ist beschrinkt und abgeschlossen, da
2| € 10, Ro].

Nun gilt, dass eine Menge M kompakt ist, wenn M C |J,.; U; und I C N endlich ist.

Nach dem Uberdeckungssatz von Heine-Borel gilt dies auch fiir Teilmengen in R. Gleich-

icl

zeitig kann man beweisen, dass eine Menge M € C kompakt ist, wenn sie abgeschlossen
und beschrankt ist. Dann besitzt jede Folge in M eine in M konvergente Teilfolge.
Diese Uberlegungen nehmen wir nun als gegeben an, da dies erst in der Analysis II
behandelt wird.



PO = {IP(:)] | = € M}
Sei (Yn)nen eine Folge in |P(M)|
Wiéhle z,, € M mit |P(z,)| = y, und betrachte die Folge (z,)nen.
Definition:
Eine Menge M C C ist kompakt, wenn jede Folge in M ein in M konvergente
Teilfolge besitzt.
Da M kompakt ist, 3 2o € M und eine Teilfolge (2, )teny mit
Tn, — o
Da P stetig ist = |P(xn,)| = Yn, — vyo = |P(z0)| € |P(M)]
d.h. (yn)nen besitzt in |P(M)| eine konvergente Teilfolge.
= |P(M)| ist kompakt und nicht leer, da M # ()
z.z. 3 5o € |[P(M)| mit s < sV se|P(M)|
Sei sg :=inf |[P(M)| (Es existiert, da |P(M)| kompakt und damit beschrankt ist.)
z.z. o € |P(M)|
Wihle ein Zahl sy + % mit n € N
= Sg < S+ %
Damit ist so + + kein untere Schranke von |P(M)|
3 s, €|P(M)| mit s, < so+ =
so+= > s, > s =inf|P(M)|
= lim, . Sn = So, da lim,,_, % =0

Da M kompakt und damit abgeschlossen ist = s, € |P(M)|

= Die Funktion z — |P(z)| nimmt ihr Infimum an

= dzy € [0, |R0|] mit
|P(20)| = infj<, | P(2)] = infeec [P(2)]

Damit ist Satz 1 bewiesen.



Beweis von Satz 2

Um den eigentlichen Beweis dieses Satzes zu fiithren, benotigt man drei kurze Lemmata.

Lemma 1:

Behauptung: VK e N demit0<e K <1: VAimit0 < A < ¢
(1—=A"+ KX < 1
wobei n € N

Beweis: Sei K €e N,n e N
Wiéhle ein e mit 0 < e K < 1
0 < KA < Ke <1
KX\ <1

K \vtHi—n <1

KA:f <1

K A\t < \» daXx >0= A" >0
1+ KA < 1+ A7

1 — A" + KA < 1

S T R

Damit ist das Lemma 1 bewiesen. Mit diesem kann man nun Lemma 2 beweisen.

Lemma 2:

Behauptung: [ :[0,1] — C sei eine beschriankte Funktion
= Je>0mit YA €]0,e]: |1 = A"+ A"V < 1

Beweis: Sei f:[0,1] — C eine beschriankte Funktion
=3JK eN: [fQ)|<KVX e [0,1]

Wihle ein e mit 0 <eK <1

Fiir 0 < A < ¢ gilt dann mit Lemma 1:

1= A" AL F)[S L= A" 4 (A + L F(N)]
— 1A 4 A FN)] dal — A" >0
<1-=A" 4+ NP HK



=1 A AP
<1 (Lemma 1)

Damit ist nun Lemma 2 bewiesen. Nun folgt aus diesem Lemma das dritte Lemma.

Lemma3:

Behauptung: Sei P(z) = i a2 ein nichtkonstantes Polynom n-ten Grades , wobei
ag, . . .,a, € C. =

Sei ag # 0

= 3 2y € C und ein € > 0 mit

VAmit 0 <A <e : |P(Az)| < |ao| = |P(0)]

Beweis: P(z) = i apz®
Wir schreiben: =
P(z) =ag + apzF + ...+ a,2"
Hierbei ist k der erste Index nach dem Index 0, fiir den a; # 0. Dieser muss existieren, da
wir eine nichtkonstante Polynomfunktion voraussetzen. Da nach Vorausetzung ay # 0,
gilt:
aP(2) = 1+ a2 + .+ Lag2”
Nun nehmen wir an, dass ag = 1. Dadurch wird das allgemeine Ergebnis nicht verdndert.
= P(z)=1+az" + ...+ a,2"
Jetzt withlen wir ein zp mit 2§ = 2+

Dann gilt fiir alle A:

P(A\zp) = 1+ ap\fzl + . .+ a2y
=1 +ak)\k;—kl + .o Fa N2
=1 =M 4 NN

Bei der letzten Umformung wurde eine geeignete Polynomfunktion f : A — f(A\) ge-
nutzt. Da f als Polynomfunktion stetig und somit auf [0, 1] beschriankt ist, haben wir
die Ausgangsfunktion P so umgeformt, dass das zweite Lemma anwendbar ist.
= Je >0 mit VA €]0,¢]:

1= M NFLF(N)| < 1



PAz) = 1=XM 4+ MHFN)] < 1 = ag = |ag| = |P(0)]

Nun ist auch das dritte Lemma bewiesen, mit welchem man nun den zweiten Satz be-

weisen kann.

Beweis von Satz 2:

Sei P(z) = Y ay2" eine nichtkonstante Polynomfunktion iiber C und gelte P(z) # 0.
k=0

Wir wihlen nun eine geeignete Polynomfunktion @ mit Q(z — z9) = P(z) fiir alle z € C,
indem wir P(z) = P(z — 2o + 2p) ausrechnen.

Dann gilt: Q(0) = Q(zo — z0) = P(20) # 0

= Q(w) = by + bpw® + ... + bw"

mit by = Q(0) # 0 und by # 0, da P nicht konstant ist. Wiirde kein by, # 0 existieren,

wére () konstant und damit auch P.

Nun gilt wegen Lemma 3:
Jdx € Cund ein € > 0 mit V A
|Q(Az)| < |bo| = [Q(0)]
= [Q(Az)| < |Q(0)]
Dann gilt fiir wg := Ax + 2¢ :
[P(wo)| = |Q(wo — 20)| = [QAz] < |Q(0)] = |P(20)]
= |P(wo)| < |P(z0)]

Damit ist der Satz 2 bewiesen.



Beweis von Satz 3:

In diesem Beweis wendet man die Tatsache an, dass aus Satz 1 und Satz 2 folgt, dass ein
Polynom n-ten Grades eine komplexe Nullstelle besitzt. (siehe Beweis des Fundamental-
satzes)

Sei P(z) = Z apz" ein nichtkonstantes Polynom n-ten Grades mit ag ..., a, € C.

=dz€C mlt P(z)=0.
Esgilt : 2= (2 —21) + 2

Dies setzen wir nun in P(z) ein und benutzen dabei (a + b)" = > (})a"b" "

P(z)=ay+a1z+...+a,z"
=ap+ai|(z —21)+ 2] +a(z—21)+ 21+ ... Fan[(z — 21) + 2"

2 n
=a+a(z—zn)tantad O)z—2)3 +.  +a, > (§)(z—z)Fp "
k=0 k=0

2
=ag+ a1(z — 21) +a121 + az2? + ay Z (i) (z—2)f22 " 4. Fane?

n

+a, Y (Z)(z — Zl)kz?_k
k=1

=ag+ a1z + a2 + ..o+ a2+ a1(z — 21)
2 n
azZ(z)(z—Zl)k% F 4 +an2()(2—zl)k?k

n

= P(z) +ai(z — ) +a22() 2o )ka k—|—...—|—ankz::1(k)(z—z1)k ek

= bO + b1(2’ — Zl) + bg(z — 21)2 4+ ...+ an(z _ Zl)n
= an(z — Zl)[bli + b22;_§1 +...+(z— 21)"*1]

Dabei sind by, ..., b,_1 geeignete Elemente aus C und es gilt by = P(z;) = 0.

= P(2) = an(z — 21)P1(2)
Hierbei gilt, dass Py(z) eine Polynomfunktion vom Grad (n — 1) ist.
Es gilt: Pi(2) = (z —z)" ' +... + 2—; =zl
Nun gilt wiederum mit Satz 1 und Satz 2, dass P;(z) eine komplexe Nullstelle besitzt.
Wir wenden nun das gleiche Verfahren wie bei P(z) an und erhalten damit:
Pi(z) = (2 — 22) 3(2)
wobei z5 € C mit Pi(29) =0

10



Hierbei gilt nun, dass P(z) eine Polynomfunktion (n — 2)-ten Grades ist.
= P(2) = an(z — 21)(2 — 22) P2(2)
Nun folgt mit vollstandiger Induktion, dass nach (n—2) Schritten P in n Linearfaktoren

zerfillt und damit genau n komplexe Nullstellen besitzt.

Induktion

Induktionsbehauptung: P zerfillt in n Linearfaktoren

Induktionsvoraussetzung: n =1: P(z) = a9+ a;2
Nach Satz 1 und Satz 2 J3z5 € C mit P(zp) =0

Wir setzen wiederum z = (z — zg) + 2o

P(z) =ag+ a1 [(z = 20) + 20

= ag + CL1(Z — Z(]) + a1 zp

=a (2 —20) [gey + 1+ 7%

=a1 (2 —20) [;5%y + 1+ o225
ay (2 — z0) [225255 + 1]
ar (2 — ) [aPZ(ZOZ)O) 1]
a1 (2 — 20) [m +1]

=a; (z—20) 1

=a; (2 — 20)

Induktionsbehauptung: Die Behauptung sei richtig fiir ein festes n > 1.

n+1

Induktionsschluss: P(z) = E ap2®
Sei 2y die komplexe Nullstelle Von P, die nach Satz 1 und 2 existiert. Dann gilt wegen
obigen Beweis:

n+1
P(z) = Y a2

k=0

= ant1 [(z—20)(bo + ...+ (2 — 20)"]

=ant1 (z—20)(z—21) ... (2 — 2zn)

11



Hierbei sind 2y, ..., 2z, € C die Nullstellen der Polynomfunktion n-ten Grades.
Nun ist mit vollstdndiger Induktion bewiesen, das P in n Linearfaktoren zerfillt und

genau n komplexe Nullstellen besitzt.
Damit ist Satz 3 bewiesen.
Nun sind alle drei Sétze, die zum Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra bendtigt

wurden, bewiesen. Damit sind alle Annahmen fiir den Beweis des Fundamentalsatz der

Algebra bewiesen, so dass nun dieser Beweis giiltig ist.
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