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1 Definitionen

Definition 1 a € C heifst algebraisch, wenn es ein Polynom P mit ganzzahligen
Koeffizienten gibt so daf$ gilt P(a) = 0.

Das eindeutig bestimmte Polynom P, € Q[z] mit P,(a) = 0, minimalem Grad
und Leitkoeffizient 1 heifit das Minimalpolynom von a. Es bezeichne deg(a) :=
deg(P,) =: d den Grad des Minimalpolynoms. Man sagt, « ist algebraisch vom
Grad d.

Eine Funktion f : Q — C auf einer offenen Menge Q2 C C heif$t algebraisch vom
Grad d, wenn es Polynome Py, ..., Py gibt, die nicht alle Null sind, so daf gilt:

Ve e Q: (Pufi+...+ Pif + Py)(z) =0.

Definition 2 Sei a € C algebraisch vom Grad d und aq, ..., a4 die Nullstellen
des Minimalpolynoms von a. Setze

| := max |a;|
3

Definition 3 Sei « algebraisch. Dann bezeichnet den(«) die kleinste natiirliche
Zahl k so daf$ das Minimalpolynom von ka nur ganzzahlige Koeffizienten hat.
Eine algebraische Zahl o mit den(a) = 1 heifit ganz-algebraisch.

Ensprechend heifst k ein gemeinsamer Nenner zweier algebraischer Zahlen o
und 3, wenn sowohl ka als auch kB ganz-algebraisch sind.

Bemerkung: Zu jeder algebraischen Zahl « gibt es eine natiirliche Zahl k so
daB ko ganz-algebraisch ist.!
Beispiel: /2 ist ganz-algebraisch. Jede ganze Zahl ist ganz-algebraisch.

1.1 Zahlkorper

Definition 4 Ein Unterkorper K von C heifit Zahlkorper vom Grad d, wenn K
ein Q-Vektorraum der Dimension d ist.

Sei «v algebraisch vom Grad d. Man kann leicht zeigen, daf 1, a, ..., a? ! iiber Q
linear unabhiingig sind.? Diese Zahlen bilden sogar eine Basis eines Zahlkorpers:
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Definition 5 Sei a algebraisch vom Grad d. Dann ist

d—1
Q) == {Z a; |ag,...,aq-1 € Q}
i=0

ein Zahlkérper vom Grad d.

In einem solchen Zahlkorper K gibt es genau d Automorphismen, die Q invariant
lassen®, d.h. Abbildungen ¢ mit folgenden Eigenschaften:

Ve,y e K,VreQ:
o(x+y) =o(x)+o(y)
ngjy) = o(z)o(y)

Solche Morphismen werden Konjugations-Morphismen genannt. Die ganz-algebraischen
Zahlen des Zahlkorpers K bilden einen Ring und werden mit Ag bezeichnet.

Definition 6 Sei K ein Zahlkérper vom Grad d und o € K. Seien o1,...,04
die Konjugationsmorphismen. Dann heifst

die Norm von «.

Bemerkung: Fiir solche Zahlkérper gilt stets N(a) € Q. Ist a € K ganz-
algebraisch, dann ist N(«a) € Z.1

Beispiel: Die imaginédre Einheit i ist ganz-algebraisch vom Grad 2, denn das
zugehorige Minimalpolynom ist P(x) = 2% + 1. Im Zahlkérper Q(i) gibt es als
Konjugationsmorphismen die Komplexe Konjugation und die Identitéit, so daf§
hier gilt: N(a) = ot = |af?.

Definition 7 « € C heifit transzendent wenn a nicht algebraisch ist, d.h. es
gibt kein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten, welches o als Nullstelle hat.
Entsprechend heifit eine Funktion transzendent, wenn sie nicht algebraisch ist.

2 Einige Lemmata

Lemma 1 (von Siegel) Seien n,m € N, n > m.
Sei A= (Aij)i<icm, 1<j<n € 277" mit
| A maz < A, A €N.

Dann gibt es einen Vektor x = (x1,...,2,) € Z" mit |z|lmaz < (RA)77, 2 #
0, sodaf$ Ax = 0.
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Beweis: Es bezeichne —V; die Summe der negativen Eintrége in der j-ten Zeile
der Matrix A, W; die Summe der positiven Eintréige. Es gilt dann

Vie{l,...,m}: V;+W; <nA.

Sei X € N. Fiir ein z € Z" mit ||z||mee < X setze y = Az. Fiir den j-ten
Eintrag y; in y gilt dann die Abschétzung

-ViX <y; < WX (1)
Die Menge
E:={(x1,...,2,) €Z"|0< ;< X,1<i<n}
hat (X + 1) Elemente. Die Menge

Fo=A{(y1,- - ym) €27 |y = A}

hat wegen (1) héchstens (nAX +1)™ Elemente. N
Wiéhle nun X = |(nA)»-=|. Dann ist wegen X > (nA)»-m —1

(X+1D)"™>nA+1)™ > (nA)™

= (X+1D)">nA™MX +1)™ = nAX +nA)™ > (nAX +1)™.
Daher gilt |E| < |F|; die Abbildung
E—-TF, z— Ax
kann somit nicht injektiv sein. Also
Ja',2" €E: Az’ = A" = A(z' —2") = 0.
(I

Lemma 2 Sei K ein Zahlkorper vom Grad d. Sei A € N und A € AZ™"™ mit
lAllmaz < A und n < dm.
Dann gibt es eine von n und m unabhdingige Schranke M > 0 und ein x € N"

dm

mit ||2||maz < (RMA)7=4m so daff Ax = 0.

Beweis: Sei {w1,...,wy} eine Basis des Ringes Ay als Z-Modul®. Also hat jeder
Eintrag der Matrix A eine eindeutige Darstellung

d
Aij = E QijkWE; Qijk € Z.
k=1

Die Zeilen der Gleichung Az = 0 schreiben sich also als

d

n
E E AjjpWET; = 0.

j=1k=1

Da die wy unabhéngig in Ak sind, ist dies dquivalent zu

Vk‘E {1,7d} Za”kmj :0

j=1
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Nun haben wir ein Gleichungssystem mit dm Gleichungen und n Unbekannten
und ganzzahligen Koeffizienten und wenden daher Lemma 1 an:
Es gibt ein x € Z™ mit

wedm
Vie{l,...,n}: 0 <max|z;| < (n ma}>€<|a¢jk|) , Az =0.
i i.J,

Fiir den Betrag der Koeffizienten a;;; gibt es eine nur vom Ring Ax abhéngige
Schranke M > 0 so daf gilt:

max |agj,| < M max|Aj;].
2%

1,7,
O

Lemma 3 Die Ezponentialfunktion ist transzendent.

Beweis: Angenommen exp sei algebraisch vom Grad d. Seien Py, ..., Py Poly-

nome, P; # 0. Es gelte
Vo e C: Pyz)e® 4 ...+ Py(x) = 0.
Die e-Funktion hat keine Nullstelle, wir teilen die Gleichung durch e4*:
Py(x) = —Py_1(z)e " — ... — Py(x)e™ %,

Betrachten wir nun reelle x und lassen x gegen +oo laufen, so geht die rechte
Seite gegen Null. Dies ist ein Widerspruch zu P, # 0. d

Lemma 4 Sei o algebraisch vom Grad d. Dann gilt
laf = (Ja])'~¥(den(a)) .

Beweis: Setze o = % mit a = den(«). Also ist [ ganz-algebraisch. Es gilt
daher N(8) € Z = |N(0)| > 1. Seien o7y,...,04 die Konjugationsmorphismen

im Korper Q(«). Dann ist

IN()| = |o1(@)...0a(e)]
= Jl(g) ..ad(g)
= |ou(B)...0a(B)|a™?
= [N(B)[a™?
> g%

Es gilt per Definition Vi € {1,...,d} : |o;(a)| < |a|. Also
IN(a)| = |a||oa(a) ... oq(a)] > a™<.

Also o i
lalla] >a™ & Ja| > o] (den(a)) .



Lemma 5 Seien i, j, k € NU{0}. Dann ist die k-te Ableitung

dk o min(k,?) . .
oF (:Hejx) = Z e’ el wobei (2)
r
=0
kY .. ) e
Ckl(l>l(’l,1)(ll+1)jk l. (3)

Beweis: Beweis durch vollstidndige Induktion.
Wir betrachten zunéchst den Ausdruck

d min(k,?) 4 4 min(k,7) , 4 4 .
e Z et lel® = Z ezl + cri (i — Z)x’_l_le”
=0 =0
min(k+1,i)
= Z (e + (i =1+ 1)Ck7171)$iil€j$
1=0

hieraus ergibt sich fiir die cg; die Rekurrenzgleichung

1firl=1
0 sonst

Chp1l =Jeu + (@ =14+ 1)cpi—1; cog= { (4)

Der Induktionsanfang ist korrekt: Nach (3) ist ¢g,0 = 1. Fiir den Induktionschritt
geniigt es die Rekurrenzgleichung (4) zu zeigen. Wir halten fest:

E+1\ . . ‘ b1
ck+17l< ; >z(zl)...(zl+1)]k+1 L

Weiter gilt
Jor + (i =1+ 1)cg -1
— <I;)i(i1)...(il+1)jjkl+ (lfl)i(i1)...(i(ll)+1)(il+1)jk“l

- <(]l€> * (lf1>> (i —1) ... (i — 1+ 1)+

= (k;_l)i(i— 1)... (i =1+ 1)

= Ck+1,

Die ¢y, erfiillen also die Rekurrenzgleichung. 0

3 Der Satz von Hermite-Lindemann

Satz 6 (von Hermite-Lindemann) Sei « # 0 algebraisch. Dann ist e* tran-
szendent.

Beweisidee: Beweis durch Widerspruch. Man betrachtet ein Polynom mit ganz-
zahligen Koeffizienten in den Unbekannten a und e®. Mit Hilfe des Lemmas von
Siegel und Lemma 2 stellt man sicher, dafl betragméfig nicht zu grofie Koeffi-
zienten existieren so dafl alle Ableitungen der Funktion an den Stellen 0 und «



bis zu einem vorgegeben Grad verschwinden.

Da die e-Funktion nicht algebraisch ist (Lemma 3) ist die betrachtete Funktion
nicht die Nullfunktion. Daher gibt es einen Ableitungsgrad so dafl die Hilfsfunk-
tion bei 0 oder « einen von Null verschiedenen Wert annimmt.

Diesen Wert schétzt man mithilfe von Lemma 5 ab und benutzt zuletzt die Un-
gleichung aus Lemma 4 um einen Widerspruch fiir sehr grofien Ableitungsgrad
herzuleiten.

Die Transzendenz von e und 7 folgt dann als einfaches Korollar.

Beweis: Wir definieren zunéchst eine Hilfsfunktion:
EsseineN,p=|2] ¢= \_annJ, a;j € Z. Setze

Inn
F,(z) := ZZaijxieﬂ. (5)

i=0 j=0

Sei nun « algebraisch. Annahme: e® ist ebenfalls algebraisch.
Sei K := Q(o, e*) der von o und e® erzeugte Zahlkérper vom Grad d. Sei a ein
gemeinsamer Nenner von « und e®.
Wir betrachten folgendes Gleichungssystem:
F,(0)=0,...,F""1(0) =0, (6)

n

Fo(a)=0,...,F{"Y(a) = 0. (7)

n

Das Gleichungssystem besteht aus 2n Gleichungen und hat die
(p+1)(¢g+ 1) > nlnn Unbekannten a;;. Nach Lemma 5 haben wir folgende
Formel fiir die k-te Ableitung von F,:

p q min(k,i)
FP @) =>">"ay Y (?)z(z —1). = L )R (8)
i=0 j=0 1=0

Fiir die Gleichungen (6) haben die a;; also ganzzahlige Koeffizienten. Wir kénnen
die restlichen Gleichungen (7) mit geeigneten Potenzen des gemeinsamen Nen-
ners o multiplizieren, so daf die Koeflizienten der a;; ganz-algebraisch werden.
Wir schéiitzen die Koeffizienten ab: Benutze i < p, j < q.

min(k,z)

> ( >i(i—1)...(i—l+1)jkl a‘at~lal el
l ~—~

=0

<p! <q®
p

< > (ij)p!qpcpﬂ; ¢ i=max(jaal, |ae”])

1=0
~ (P
= 92PplgPCOPTY — 9P 9
Plq wegen » (l> 9)
k=0
Wir verwenden p < -, ¢ < Inn, p! < p®, e < n und schitzen (9) weiter

ab:

n

n n n Inn
WPplCPH < 2 (In ) wn (7) crta
Inn
n 2n _n_ p+q
S 2 (111 n) Inn Nlnn C
~—
<en



2 2
en e lnz ln(ln n) eln n h;nn ec(ln n+ h;nn

2 n
2n e2n In(Inn) eC(In n4t-)

IA A

€
e2nIn(In n)+2n+C(In® n+ ) (10)

Nun betrachte die Ungleichung

In’n 1
2 — ] <lIn(l 11

+C( n +1nn>_n(nn) (11)
Die linke Seite ist monoton fallend, die rechte Seite (wenn auch extrem langsam)
wachsend. Daher ist fiir geniigend grofie n die Ungleichung erfiillt. Wir formen
(11) um und erhalten fiir hinreichend grofie n

2n+C (ln2n—|— &) < nln(lnn) (12)

Wir setzen (12) in den Exponenten in (10) ein und erhalten als Abschétzung
fiir (9):
e3n1n(1nn) (13)

(Wieder fiir n geniigend grof}). Nach Lemma 2 gibt es eine ganzzahlige Losung
von (6), (7) mit

0 < Jai;| < (2Mnlnne?’"lnl“")nh‘?’?%dn <em (14)

fiir n geniigend grof3.
Beachte: Die a;; sind nicht alle Null. Weiterhin ist die e-Funktion transzendent
(Lemma 3). Daher ist F, nicht die Nullfunktion. F,, ist analytisch. Daher

Ik eN: FP(0) #0.
Sei m € N derart, daf
Vi<m: FO0) = FO(a) =0 A (F,ﬁ’”)(O) £ 0V F™ () £ 0) .

m ist also die kleinste natiirliche Zahl fiir die F,, an der Stelle 0 oder « einen von
Null verschiedenen Wert annimmt. Dieser Wert sei mit [ bezeichnet. Beachte:

E™(0) € Z, F{™(a) € K.

also ist 3 in jedem Fall algebraisch hochstens vom Grad d.
Wir definieren eine weitere Hilfsfunktion:

xm(z —a)m’

Gp(z) =

Man beachte: F), ist holomorph und hat nach Konstruktion an den Stellen 0
und a m-fache Nullstellen. Daher hat G,, in 0 und « hebbare Singularitéten,
ist also eine zu einer ganzen Funktion holomorph fortsetzbar. Mit Hilfe von G,,
schiitzen wir |3| ab:
Wir unterscheiden Fall 1: 8 = ™ (0) und Fall 2: g = Fr(bm)(a).
Es gilt

2™ (x — a)"Gp(x) = Fy(x).



Wir entwickeln F,, um 0 bzw. « in eine Potenzreihe, dabei fallen die ersten m
Terme weg, da 0 und a m-fache Nullstellen sind:

Fall 1: F,(x) = %xm + Z apz”
h=m-+1
Fall 2: F,(x)= ﬁ(m —a)™ + i a) (z —a)t
S ml W= h

mit irgendwelchen Koeffizientenfolgen (ap) bzw. (a},). Fir G, (z) haben wir
dann:

Fall 1: Gp(z) = %(JL‘ —a) "+ Z ape" " (x —a)™™
h=m-+1
B —m . —m —m
Fall 2: Gn(w) = —(2) ™" + > ap(z— o) (x)
h=m-+1
Setzt man nun 0 bzw. « ein, so erhélt man:
Fall 1: G,(0) = %(—a)_m = [ =G,(0)m! (—a)™
Fall 2: Gp(a)= %a‘m = 3= Gpla)mla™

Wir diirfen (E annehmen, daf§ |a| < %m%. Dabher gilt nach dem Maximumprin-
zip fiir holomorphe Funktionen:

18] < m!|a|™ max, |G ()] (15)

|o|=m?

Dazu schitzen wir zunéchst |F,| in diesem Bereich ab und verwenden (14):

iS]

q

max_|F,(z ZZ (m3) eer3

|z|=m 3 i=0 j=0

2
« L2, 2 im3
als néchstes verwenden wir m3* < m3P, e/™?® < 1™

q < In? m und erhalten

m 2 m 2
max_|Fy(z)| < <%) In“me™ ms3

|e|=m?

Wir formen um und benutzen mlnm < m? = e2In™:

max_|F,(z)] < eXmem eimm
lz|=m3
2
— 2lnm e™ egm—i-m? 1n2m' (16)
Wird m geniigend grof§ gilt 2Inm + %m +m3 In®>m < m und somit kann (16)
fiir hinreichend groBe m mit e>™ abgeschitzt werden. Beachte:

1 2 2 2
|a|§§m37\x|:m3 =z—a>ms —|a.



Wir erhalten dann fiir (15):

e2m

81 < lafmml —— < (17)
m3s™ (mé - |a|)
Mit m! < m™ und |a] < %m% gilt fiir hinreichend grofie m:
18] < |a|m2m62mm*%m <m~%. (18)

Da die ganz-algebraischen Zahlen einen Ring bilden ist fiir 2 € {0, a} die Zahl

ap"’qu(Lm) (2) in jedem Fall ganz-algebraisch, da dann in der Summenformel (8)
nur ganz-algebraische Zahlen vorkommen. Daher gilt

m

den(ﬂ) < GW-HHZ m

Nun schétzen wir noch |3] ab: Wir benutzen folgende Ungleichungen®:

¥7,0 algebraisch: [y + 0] < [7[ + 3], [v3] < 7] 4]
Mit (8) erhalten wir:

P q min(i,m) - )
_ i
BI<Y D al D calal eof.
i=0 j=0 1=0

3mlInlnm

Dies kénnen wir geméf (9) mit e abschétzen.

Beachte: d > 2, daher gilt
aP* > den(f) = a~MPTD < den(B)"% (19)

Ebenso haben wir:

TRl —d)3mInlnm Tat—d
eSmlnlnm > |ﬂ‘ = 6(1 d)3mInl < |ﬁ| ) (20)

Nun benutzen wir die Ungleichung aus Lemma 4 und setzen (18), (19) und (20)
ein:

181 = (1B1)~* (den(8))~*
In|8] = In (([B])' ~*(den(8))~*)

7% Inm >1n (a(p+Q)(1*d)€73mdlnln m)

%lnm <Ilna(p+¢q)(d—1)+3mdlnlnm

b

LS P <(d-1) (ﬂ +1112m) Ina+ 3mdlnlnm
6 Inm

Hier sehen wir: die linke Seite wéchst im wesentlichen wie mInm, die rechte
Seite hingegen wie m Inlnm, was viel langsamer ist. Fiir m — oo fithrt dies auf
einen Widerspruch.

Also koénnen nicht sowohl « als auch e® algebraisch gewesen sein. O

Korollar 7 (Transzendenz von e und 7)) e und 7 sind transzendent.

Beweis: 1 ist algebraisch, also ist nach Satz 6 e! = e transzendent.
Angenommen 7 sei algebraisch, dann ist auch 7 algebraisch. Dann ist nach Satz
6 ¢'™ = —1 transzendent. Widerspruch. Also ist 7 transzendent. (Il
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