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Einleitung

1
a,+ 1 1
a,+ _—

Ein Kettenbruch ist ein Ausdruck der Form ... bzw. 1
a 2 + T a 1 +

ay

Genauer gesagt: Ein (endlicher) Kettenbruch ist eine Funktion, die einer endlichen Folge
a,,d,, ..., aybzw. unendlichen Folge a,, a,, ... von reellen Zahlen, mit a,€R, @,€ER_;i=1 | einen

Wert zuordnet. Dabei werden die @, als die Teilnenner des Kettenbruches bezeichnet. Als
1

[ao,al, ...,aN].':a0+

Vereinfachung der Schreibweise definiert man a,+ T bzw.

ay

la,, a,,...]:=a,+ Dabei ist der Wert eines endlichen Kettenbruchs, der ebenfalls mit

a,
[ao, a,,...,ay| bezeichnet wird, beschrieben durch
1 )
[aN]:aN A [ao’ al Y, aN]:a0+—:[a0, [al s az, e aN]] . Im FOlgenden erd aus
la,,a,,...,ay]
dem Kontext immer klar erkennbar sein ob mit [a,, a,, ..., ay| bzw. [a,, a,, ...| der Kettenbruch

oder sein Wert gemeint ist. Mit den unendlichen Kettenbriichen beschiftige ich mich im Kapitel 2
ndher. An dieser Stelle sei daher nur erwéhnt, dass ein Kettenbruch durchaus unendlich sein kann.
Ein Kettenbruch heiBt einfach, wenn die ¢, ENVYi>1 , sowie a,€Z .

Beispiel:
M234]=14—L —qp L gL 41,134
1 13 13 13
3+— —
4 4

In dieser Arbeit werde ich mich hauptséchlich mit den Eigenschaften einfacher Kettenbriiche
beschéftigen, auch wenn ich zunéchst einen wichtigen Satz fiir Kettenbriiche mit reellen
Teilnennern beweisen werde.

Kapitel 1 wird zeigen, dass sich rationale Zahlen als Kettenbruch darstellen lassen.

In Kapitel 2 werde ich mich mit unendlichen Kettenbriichen beschéftigen. Dabei werde ich zeigen,
dass sich jede irrationale Zahl in eindeutiger Weise durch einen unendlichen Kettenbruch darstellen
1af3t.

In Kapitel 3 werde die Vorteile der Kettenbruchdarstellung gegeniiber anderen Entwicklungen, wie
z.B. Dezimalbriichen aufzeigen und die reellen Zahlen charakterisieren, deren
Kettenbruchentwicklung periodisch ist.

Zunéchst jedoch der angekiindigte wichtige Satz iiber Kettenbriiche mit reellen Teilnennern.

Satz 1:
Sei (an),,e.N eine Folge von positiven reellen Zahlen und a¢,€R .
Die Folge (2,),cn, sei definiert durch p,=a,,; p,=a,ay+1; p,=a,p, \+p,, n=2.



Die Folge (qn)nelNO sei definiert durch ¢,=1,9,=a,,;9,=a,q,_,+q, , n=2.
Dann gilt: lay, ay, ..., an]Z% .

Beweis:
Idee: Vollstdndige Induktion

Fiir % und % ist die Behauptung klar. Sei die Behauptung nun richtig fiir Kettenbriiche, mit n
0 1

:& anpn71+pn72

Teilnennern, also [a,,a,, ..., a,] =——————— fiir beliebiege a,€R ., .
qn a}lqn—1+qn—2
1 an+a pn71+p1172
. 1
Dann ist aber [a,, a,,...,a,,a,,,|=|a,, a,,...,a,+ |= -
n+1 1
(an+ )qn—l+qn—2
an+1
pn—l
an pn—1+ +pn—2 + + +
— an+1 :an+l(anpn—l pn—2) pn—lzan+1pn pn—lzpn+l .
qnfl an+l(anqnfl+qn72)+qn71 an+] Qn+qn71 qn+l
anqn71+ +qn72
an+l
Die Behauptung ist damit per Induktion bewiesen. q.e.d
lay, ay, ..., a,] heiBt der n te Nidherungsbruch von [a,, a,,...,a,,...,ay].

Im Laufe dieses Proseminars werden die Folgen (p,) und (¢g,) immer wieder benotigt werden. Wenn
daher im folgenden von (p,) und (g,) die Rede ist, sind damit immer die oben definierten Folgen
gemeint.

Lemma 2:
Die Folgen ( p,) und (g,) erfiillen fiir n>1 die Gleichungen
i) pnqn—l_pn—lqn:(_l)n71 )
. . _1 n—1
if) P, P 1:( ) )
Qn qnfl qnfl qn

Beweis:
Idee: Vollstdndige Induktion

i) Es gilt p,q,— poq,=a,a,+1—aya,=1=(—1)".

Sei nun fiir ein festes n> 1 die Gleichung p,q, ,—p,_,q,=(—1)""" richtig.

Dann ist p,19,~ Pudus1=(dyss Pyt Do) 4= Pl @190+ 40 1) = D1 40— P
=Py Gyr= P q,)=—(=1)"""=(=1)".

11) Folgt direkt aus 1) g.e.d

Kapitel 1: Die Darstellung rationaler Zahlen durch endliche Kettenbriiche
Wie aus Satz 1 zu erkennen ist, stellt jeder einfache endliche Kettenbruch eine rationale Zahl dar.
Ziel dieses Kapitels ist es zu zeigen, dass umgekehrt auch jede rationale Zahl durch einen einfachen



endlichen Kettenbruch dargestellt werden kann. Dabei kann man aber sofort anmerken, dass die
Darstellung einer rationalen Zahl als einfacher endlicher Kettenbruch nicht eindeutig ist. Denn es
gilt: [a,, a,,...,a,]=ay,a,,...,a,—1,1], wenn a,#1 .

4
Im ersten Beispiel ist [ 1,2,3 ,4]2—32[ 1,2,3,3,1].

Allerdings wird sich in Satz 5 zeigen, dass dies auch die einzige mogliche Variation ist.

Man bezeichnet a,’:=|a,,a,,,, ..., ay] als den n -ten vollstiindigen Quotienten des Kettenbruches

la,, a,,...,a,, .. ]

Korollar 3:
Sei xE€R durch den Kettenbruch [a,,a,, ..., ay| dargestellt. Dann gilt:

:M fiir alle fiir die die vorkommenden Groflen definiert sind.

! n ’

an qn—1+qn—2
Beweis: Folgt aus Definition und Satz 1. q.ed
Lemma 4:
Es sei [ao, Ay, e,y ..., aN] ein einfacher Kettenbruch.
i) Wenn a,#1, dannist VO<n<N:a,=|a,’].
ii) Wenn a,,=1, dann ist VO<n<N-2:a,=|a,'|und ay_,=|a,_,'|-1=a,_,'—1.
Beweis:

Idee: Beniitze die Definitionen um die Ungleichung a,<a,'<a,+1 zu zeigen.

1) Fiir N =0 ist die Behauptung trivial. Daher betrachte ich den Fall N >0 . Dann gilt

1 ’ fiir ) < ;< 1 Es ist aber a. '>1 und daher a,<a,'<a,+1-
n+1

Daraus folgt die Behauptung.
i1) Flir n< N —2 geht der Beweis vollkommen analog zu 1). Fiir a,_, gilt aber:

'
a, =a, +
n "4

, 1
ay.'=ay t—=ay +1-
ay
Daraus folgt die Behauptung g.e.d

Die Kettenbriiche [@,, a,, ..., ay ] und [b,,b,, ..., by | heiBen identisch, wenn VO<n<N :a,=b, .

Satz 5:
Stellen zwei einfache Kettenbriiche |4, a,,...,ay|und [b,,b,, ..., b,, | dieselbe Zahl x dar, und
ist ay>1Ab,,>1, dann ist N=M und die Kettenbriiche sind identisch.

Beweis:
Idee: Beniitze Lemma 2, Korollar 3, Lemma 4 und Vollstindige Induktion.

) 1 1
Nach Lemma 4 ist @,=| x|=b, . Damit ist a0+ =x=a,+ b — und damit a,'=b, "und nach
1
Lemma 4 a,=b, . Seien nun die ersten n Teilnenner der Kettenbriiche gleich fiir ein festes n>2 .
Dann ist x=[a,,a,,...,a,_,,a,'|=la,,a,,...,a,_;,b,"] und damit nach Korollar 3



@ PorFPus_ _ba Pua P
a,'q,.1+4q,, b,"q, 1 %G,
Also folgt: (a,"—b," ) (P, 19, 2= Py-29.-1)=0.
Nach Lemma 2 ist aber p, ¢, ,—P,-»9,-,=(—1)"#0 und damit a,"=b,". Wieder nach Lemma 4
ist deshalb a,=b, .
Damit ist automatisch N =M . Wire namlich z.B. N> M , hitte man 0=[a,,,,, ..., ay], also

a,.1=0, was im Widerspruch zu den Definitionen steht. g.ed

Bemerkung 6: Der ,,Kettenbruchalgorithmus*

Es sei xER beliebig gewihlt und a,=|x] . Dann gibt es ein &,€[0,1[ mit x=a,+¢,.

1 ,
Wenn ¢,#0 , dann setze man 4, :5— und a,=|a,’].
0
Dann gibt es wiederum ein ¢, €[0,1[ mita,'=a,+¢, .
1 :
Wenn ¢,#0 ,dann setze man a, Zé—undaIZ[al |.
1

Dieser Algorithmus wird als Kettenbruchalgorithmus bezeichnet. Er ldsst sich fortsetzen, solange
¢,#0 . Gibt es jedoch ein N €N mit £, =0 bricht der Algorithmus ab und es ist

1 , , :

x=a0+7=[a0, a,'|1=lay, a,,a,')=...=lay, a,,...,ay], wobei a,€Z und V n€N:a,€N Dann
1

ist x rational und wird durch einen einfachen Kettenbruch dargestellt.

Satz 7:
Jede rationale Zahl kann durch einen einfachen endlichen Kettenbruch dargestellt werden.

Beweis:
Idee: Wende den Kettenbruchalgorithmus an.
Sei x€Q eine beliebige rationale Zahl. Wenn x€Z | ist die Behauptung trivial. Wenn x&Z , dann
h
gibtes h,k,€Z , ky>1, mit x= T vollsténdig gekiirzt. Definiere wie im Kettenbruchalgorithmus
0
a,=|x|.&=x—[x]
h
2k—=a0+§02h=a0k0+é‘0k0
0

Wihle nun k,:=¢k,, . Damit ist wegen h=a k,+&,k,und h,a,€Z, k€N klar, dass k€N .

. 1 _k :
Der Kettenbruchalgorithmus liefert also, wenn ¢, #0 nun ein a,':= 5— :k_o und damit
0 1

. Ky

a, €N, & €[0,1] mit k—=al—l-§1 )
1
Fiihrt man den Kettenbruchalgorithmus weiter fort, erhdlt man die Gleichungskette
xziza +ﬁ=a +L=a +;=
kO ’ k() ‘ 0 + kO ‘ + k2
ky “ k,

Man beachte hierbei, daf fiir jedes n>1 gilt: k,.=¢,_ k,_, . Wegen 0=, <1 folgt daraus die
Ungleichung k,<k,_, .

Weil aber immer & ,E€IN gibt es ein N €IN mit £, ,=0 und damit £, =0 ,womit der
Kettenbruchalgorithmus nach endlich vielen Schritten abbricht und es gilt x=[a,,a,,...,ay]|. qe.d



Kapitel 2: Konvergenz unendlicher einfacher Kettenbriiche
Nach Kapitel 1 kann man sich jetzt fragen, welchen Sinn Kettenbriiche iiberhaupt machen, da man
rationale Zahlen doch viel einfacher als echten Bruch zweier ganzer Zahlen schreiben kann. Daher
betrachte ich nun die Frage, ob man auch irrationale Zahlen durch Kettenbriiche darstellen kann,
und wie sich unendliche Kettenbriiche verhalten. Dieses Kapitel wird zeigen, dass unendliche
einfache Kettenbriiche tatsichlich sinnvolle Konstruktionen sind, da sich irrationale Zahlen durch
deren Néherungsbriiche approximieren lassen. Dazu werde ich mich 6fters auf die in der Einleitung
beschriebenen Folgen (p,),en und (g,),<n beziehen.

Beispiel:
Gelivaoi= s 02200240 o —[12.2,..]
V2+1 V2+1 242-1 1
V2+1
Es sei (@,),cn eine Folge in IN und ¢,€Z . Dann ist Vn€N: x,:=[a,,a,, ..., a,| eine rationale Zahl,

die durch einen einfachen Kettenbruch dargestellt wird. Wenn die Folge (x,), e fir n— 00 gegen
einen Wert x €R konvergiert, sagt man, dass der unendliche einfache Kettenbruch [a,,a,,a,, ...]
gegen x konvergiert und schreibt x=[a,, a,,a,, ...| . In diesem Fall sagt man, x ist der Wert des
Kettenbruches [a,, a,,a,, ...] oder x wird durch den Kettenbruch |a,, a,,a,, ...] dargestellt. Um zu
zeigen, dal} alle unendlichen einfachen Kettenbriiche konvergieren, bendtige ich zunéchst einige

Aussagen liber die Folge der Ndherungsbriiche (xn)nelN:(%) )
n [n€eN

Lemma 8:

Sei (x,),cn die Folge der Niherungsbriiche eines einfachen Kettenbruches. Dann ist die
Teilfolge (x5,),en der geraden Niaherungsbriiche streng monoton wachsend, und die Teilfolge
<x2n+l)ne|N der ungeraden Niherungsbriiche streng monoton fallend.

Bewels:

Idee: Bestimme Sign(&— Pns

qn qn72

mit Lemma 2.

Aus den Definitionen und Lemma 2 folgt:

pn qn—2_pn—2 qn:<anpn—1+pn—2)Qn—2_pn—2(an qn—l +qn—2):an(pn—1 qn—2_pn—2qn—1):an(_l)n
Also ist:

&_pn—ZZ an(_l)n .
qn qn—Z qn—2qn

n

Pu_ Pua_4,(=1)

qn qn—Z Qn—Z qn
n€IN und negativ flir ungerade n€IN . Daraus folgt die Behauptung. g.e.d

Weil aber die ¢, und die a,, fiir jedes n€IN positiv sind, ist positiv fiir gerade

Lemma 9:
Jeder ungerade Niherungsbruch ist grofier als jeder gerade.

Beweis:
Idee: Fiihre die Annahme, die Behauptung sei falsch, mit Lemma 8 auf einen Widerspruch.



Angenommen, die Behauptung wiire falsch, dann gibt es m, #€IN mit x,,,,,<x,,. O.B.d.A gilt, da3
m> u . Dann sagt Lemma 8, daf} auch x,,,,,<x,,,, also x,,,—X,,,,,=0.
(_ l )2 m—1

2m+192m
Dieser Wiederspruch zeigt Lemma 9. g.e.d

Aus Lemma 2 folgt aber, dass x,,—x,,.,= <0.

Satz 10:
Jeder einfache unendliche Kettenbruch konvergiert gegen eine irrationale Zahl x€R\Q .

Beweis:
Porn Pan-i

an q2 n—1
Zunéchst sicht man aus der Definition von (¢,),c sofort , daB ¥V n€Ng,>n .

&_pZn—l| (=1 1 1

< <—
920 92n-1 | 9209201

n

mit Lemma 2 ab und zeige dann, daf3 (2—) konvergiert.

Idee: Schiitze

n

Es ist nach Lemma 2

" 2n(2n—1) n’

4,
eine Zahl x €RR konvergiert. Wire x rational, dann wiirde sie nach Satz 7 durch einen endlichen
einfachen Kettenbruch dargestellt werden. Also ist x irrational. g.e.d

Mit Lemma 8 und Lemma 9 erhélt man daraus, dass &) eine Cauchyfolge ist und damit gegen

Bemerkung 11:

Der Kettenbruchalgorithmus aus Bemerkung 6 kann auch auf jede irrationale Zahl x€R\Q
angewendet werden. In diesem Fall bricht aber der Kettenbruchalgorithmus niemals ab und
es entsteht ein unendlicher einfacher Kettenbruch der gegen x konvergiert.

Es ist nur noch zu zeigen, dass der mit dem Kettenbruchalgorithmus aus einer Zahl xR\ Q
entwickelte Kettenbruch auch wirklich gegen x konvergiert.

Der Kettenbruchalgorithmus fiihrt auf die Gleichung x=[a,, a,, ..., a,, a,.,’] mit passend
gewihlten Teilnennern. Dies ist ein endlicher Kettenbruch, und nach Korollar 3 gilt damit:

an+l ’pn+pn71

x:’—’
an+l Qn+qn—l
n n n— - n— n 1 1
und damit x_p_:‘ P4 l, LR ; <
qn qn(an-H qn+qn—l) qn(an-H qn+qn—1) qn

Analog zu den endlichen einfachen Kettenbriichen nennt man a, '=la,,a,,,,...| den n -ten
vollstiindigen Quotienten des unendlichen Kettenbruches x =la,,a,,..].

Korollar 12:
Wird eine irrationale Zahl x R\ Q durch einen unendlichen einfachen Kettenbruch
dargestellt, so ist diese Darstellung eindeutig.

Beweis:
Sei x€R\Q@ durch den unendlichen einfachen Kettenbruch [a,, a,, ... | dargestellt. Dann ist

1 1
x=a,'=a,2t—und a, =a,+ - firneN.
al ai1+l



1 1
Weil aber fiir alle n€N gilt, daB «,,,'=a,,,+——>a,,,>0 ist > . >0 . Daraus folgt aber,
n+2 n+1

dass a,=|x|und VneN:a,=|a,’].

Damit sind @, und a, " durch x=a, ' eindeutig bestimmt, sowie @, und a,.,, 'durch a,’ eindeutig
bestimmt. Durch eine einfache Induktion erhélt man jetzt, dass alle Teilnenner eindeutig bestimmt
sind. q.e.d

Aus Bemerkung 11 und Korollar 12 erhdlt man nun:
Satz 13:

Jede irrationale Zahl kann auf genau eine Art als unendlicher einfacher Kettenbruch
dargestellt werden.

Beweis:
Nach Bemerkung 11 kann jede irrationale Zahl x €R durch einen Kettenbruchdargestellt werden,
der gegen x konvergiert. Nach Korollar 12 ist diese Darstellung eindeutig. g.e.d

Als Zusammenfassung von Kapitel 1 und 2 erhélt man nun:

Satz 14:

Jede rationale Zahl kann auf genau zwei Arten als endlicher einfacher Kettenbruch
dargestellt werden. Jede irrationale Zahl kann in eindeutiger Weise als unendlicher einfacher
Kettenbruch dargestellt werden. q.e.d

Kapitel 3: Periodische einfache Kettenbriiche und das Gesetz der besten Ndherung
Betrachtet man das Beispiel am Anfang von Kapitel 2, so stellt man fest, da3 sich offenbar einige
Zahlen als Kettenbruch mit sich wiederholenden Zahlenfolgen darstellen lassen. Dieses Kapitel
wird zeigen, welche Arten von Zahlen diese Eigenschaft haben.

Ein unendlicher Kettenbruch mit einer sich wiederholenden Zahlenfolge wird periodischer
Kettenbruch genannt. Genauer gesagt: Ein unendlicher Kettenbruch [a,, @, ...] heifit genau dann
periodisch, wenn es k, LEN gibt, mit V/>L:a,=a,,,.

Die Zahlenfolge a;,a;,,,...,a; ., wird als Periode des Kettenbruches bezeichnet. Den
Kettenbruch schreibt man auch so: (@, @,,...,a@;_,, @, -, Ar1) .
Lemma 15:
Konvergiert ein einfacher Kettenbruch gegen einen Wert x€IR , dann gilt fiir jedes n>1 :
) Pa 1
i) |[X— 7 < —2 )
. Y
ii) Jie]-L,1[mitx——=—.
9. q,

Beweis:
Idee: Beniitze Lemma 2 und die Definitionen fiir (P),en und (q,),en -

an+1 ’pn_l_pn—l

1) Es gilt x= -
an+1 qn+qn—l



und darmt x__n :‘_ pnqn—l_pn—IQn — 1 <i

n qn(an+1 ,qn—i_QHfl) qn(an+1 ,qn—i_qnfl) QE
i1) Folgt direkt aus 1). q.ed
Satz 16:

Eine irrationale Zahl x lisst sich genau dann als periodischer Kettenbruch schreiben, wenn x
die Lésung einer Gleichung der Form ay’+by+c=0mita,b,c€Z,a#0 ist.

Beweis:

Idee:

i)Betrachte die letzten Ndherungsbriiche der Periode.

ii)Fiihre die Gleichung ay’+by+c=0 auf A a, “+Ba '+ C,=0. Zeige dann, dass

n n

(4,).(B,).(C,) beschrinkte Folgen sind und finde so konstante Teilfolgen (4,),(B,),(C, ), was
dann aufarlza,,z,' a, 1 =4, ., ﬁ)hrt

Sei x durch einen periodischen Kettenbruch mit der Periode @, ,a, ,,,...,a,,,_, darstellbar. Dann ist
a,'der L 'te vollstindige Quotient des Kettenbruchs und
a,'=la,,a,,\,....,a;  ,a,,a,.,, .. |=la,a,,,...a, ., ,a,']. OB.dA gelte k=2 .
! rr
Wihlt man nun £ - und P — als die beiden letzten Néherungsbriiche von
p! p!!
la,,apiisia,ya,'], also _,:[aL’ Apypsees @pipp] und ?:[ap Apirs s @pyg ], dann
] pfa !+pfl
1sta; ’:% , bzw.
q a,+q
q!aL!2+(q!r_pr)aLr_p/!:
AuBerdem:
_aL,pol+pL72 , _ ' ' _
X=— exa;, g, txXq, ,=a;, p TP, L,eXa; pTa 4, =P, Xq,,
a, q; t4q,
— X
©aL'=pL_2 dp-2X
-1 X~ Pr

Setzt man dieses in die obige Gleichung ein, erhélt man
(pLz_Qsz)z "+(q _p,)puz_‘hfzx_
(q1x—piy) g1 X~ Pr

dann ist (pL_z—qL_zx)zq’-i-(q"—p')(pL_z—qL_zx)*(qL_1x—PL_l)—P”(qL—1x_PL—1)2:0
Also3a,b,c€Z mit ax’+bx+c=0

!

p!IZO

Sei nun x eine Losung einer Gleichung der Form ay’+by+c=0mita,b,c€Z,a#0
]: pnflan !+pn72

p , dann erhilt man durch Einsetzen:
qn—l an + qn—2

Wenn x irrational ist und x=[a,, a,,...,a

A,a,”+B a,'+C,=0mit

A,=ap, \+bp, \q, +cq, ,,
anzapn—lpn—2+b(pn—lqn—2+pn—2qn—l)+2CQn—lQn—2 D
Cn:api—2+bpn—2qn—2+CQE—2 .

Nun einige Rechnungen zu diesen Folgen:



: : : . Py .
Nach Lemma 15 gibt es fiir jedes n>1 ein A€]-1,1[ mit X ———=— . Daher kann man p, schreiben

n n

j'I’l
als: p,=xq,+—.
A )
a(xq,+=") +bq,(xq,+—)+cq,
q q

Damit ist |4

n+1‘:

n n
2

/1 2
(ax’+bx+c)qi+2ax ), +a—=+bl,

A
=12 ax A,+a—5+b A,|<2|ax|+|a|+[p| -

n

q,
Cn+1‘<2|ax|+|a|+|b| fiirn>2.

q
Weiter ist wegen C,,., =4, auch
Aullerdem:
B i+1 =

4a’p.p,_+4abpip, q, +4abp,p. q,+8acp, P, 14,9,
2 2 2

+0 pigs \A2D D010+ Pr g+ ADe D, g, g+ Abep,  qiq,  TAC g g
und
4An+lcn+1:

4a’ p,p, +4abp,p, \q, +4acp,q, \+4abp,p, q,+4b p,p, 14,4,
+4bcp,q,q, \+4acp, q, +4bcp, q,q, 4 q,q, .

Damit hat man:

Bi+1_4An+1Cn+1:

b’ pudy \—2b"p,p, 14,4, ,+b" Py —4acp,q, +8acp,p, 4,9, ,—4 q,q, =
(b’—4ac)(p,q, \— P, 149, =b"—4ac.

Damit ist:
B, =b—4ac+44,,,C,, <|p’~4ad+44,, C, |<|p’~4ac|l+4(2|ax|+|a|+p])* .

(4,),(B,),(C,) sind damit beschriinkte Folgen, haben also jeweils eine konvergente Teilfolge.
Weil (A”) ,(B ,1), (Cn) aber Folgen in Z sind, gibt es auch eine streng monoton wachsende Folge
(7,),enin IN fiir die die Teilfolgen (4, ),(B,),(C, ) konstant sind. Dann gilt aber:
A.a,”+B,a,'+C,=A4,a,"+B,a,'+C,=4,a,"+B,a,'+C,=0
=A,a,"+B,a, '+C,=A4,a,"+B, a, '+C,=4,a,"+B, a,'+C,=0
Weil eine quadratische Gleichung aber hochstens zwei unterschiedliche Losungen haben kann,
miissen zwei der 4@, 'gleich sein. O.B.d.A. gelte @, '=a, '.
Dann ist nach Korollar 11 aber @, =a, ;a, ,,=a, ,,,... und der Kettenbruch damit periodisch.

g.e.d

Es sei x€R\Q eine irrationale Zahl. Ein Bruch % mit A€Z , BEIN heilit beste Ndherung von x ,

. Lo ' Al .
wenn jeder andere Bruch B mit (x— B < X~ 5] einen grofleren Nenner hat.
Lemma 17:
Konvergiert ein einfacher Kettenbruch gegen einen Wert x€IR , dann gilt fiir jedes n>1 :
i) qnx_pn<qn—1x_pn—l‘7

ii) sign(q,x—p,)#sign(q,  x—p,_,).

10



Beweis:
qnfl x_pnfl

Idee: Beniitze Korollar 3 und Lemma 9 um die Gleichung a,, 'Z—W zu erhalten und
folgere daraus die Behauptungen.

an+l,pn+pn71 . ’
Aus x=—"—"—"—aus Korollar 3 erhdlt man a, ., '(¢,x—p,)=—(q,_, x—p,_,) .

an+1 q,,+q,,,1

Wire nun (¢, x— p,)=0, dann wire damit auch x — Pu_y , aber dann wire x durch einen endlichen

n

Kettenbruch dargestellt und damit rational. Daher kann man aus a,,,'(¢,x—p,)=—(q,_,x—p,_,)

— X— n— . ] .
die Gleichung a,, , ':_% erhalten. Weil aber a,,,">1, folgen daraus beide

Behauptungen. q.ed

Satz 18: ,,Gesetz der besten Niherung*
Sei x€R\Q eine irrationale Zahl und durch den Kettenbruch [a,, a,, ...] dargestellt. Dann ist

jeder Niherungsbruch [a,,a,, ..., an]zﬁ fiir n>1 eine beste Niherung von x .
Beweis:
Idee: Zeige zundchst die Ungleichung Ox—P|=|q, , x—pn_l|> q,X—p,| , und fiihre damit die

Annahme, die Behauptung sei falsch, auf einen Widerspruch.

. n . . . . P . n . .
Sei Ln ein beliebiger Ndherungsbruch und — ein von Ln verschiedener Bruch mit

q, ) q,
PEZ,0eN,0<q,.

Nun betrachte ich die Gleichungen M p,+N p, \=Pund M q,+N q, =0
Zunichst ist zu zeigen, dass es iiberhaupt M , N €R gibt, die beide Gleichungen erfiillen.

Dazu zeige ich, dass die Matrix (f;” f;”l den Rang 2 hat. Das folgt aber aus Lemma 2 i1), denn:
n n—1
Angenommen, die Zeilenvektoren der Matrix f;” f;”l) wiren linear abhingig, dann gibt es ein
n n—1
. _ _ pn _ 1 _ pnfl . . .
r€ERmitrp,=q, Nrp,_=q,_,< q__7_ p was im Widerspruch zu Lemma 2 ii) steht.
n n—1
P
Durch elementare Zeilenumformung erhélt man aus der Matrix P Py Q) , die Matritzen
Qn qnfl
P.4, Pu-14, Pq, Pudn-17 P14, 0 Pq,,=0p,
O pnqnfl_pnflqn Qpn_Pqn qnpnfl qn*lpnfl Qpnf]

Weil nach Lemma 2 aber p,q,_,— p,_,9,==*1, erhilt man daraus

pnqn pnflqn Pqn il O Pqnfl_Qpnfl
O il Qpn_PQn qnpnfl qnflpnfl Qpnfl

Also sind M =%(Pq, ,—Qp, )JEZund N=%(Q p,—Pq,)EZ.

und
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P M n n P n . . .
Wire nun N =0, dann erhilt man —= Pn_ P . Da aber — von Pu verschieden sein soll, ist

Mg, q, 0 q,
N0 .

Wenn N >0, dann folgt aus M ¢,+N ¢g,_,=Qund, 0<0<g, dass M <0.
Wenn N <0, dann folgt aus M q,+N g,_,=Qund, 0<Q0<gq, dass M >0.

Nun fiihren die Gleichungen M p,+N p, ,=Pund M ¢q,+ N q,_,=Q auf die Gleichung
Ox—P=M(q,x—p,)+N(q,_,x—p,,).

Mit sign(M )#sign(N ) aus obiger Uberlegung, sowie sign(q,x— p,)#sign(q,_,x—p,_,) aus
Lemma 17 ii), hat man jetzt:
M(q,x—p,)<0=2N(q,,x—p,,)VM(q,x—p,)=20<N(q,_,x—p,,).

Dabher gilt: |0Ox—P|=|M (¢,x—p,)|+|N (q,_,x— p,_,)| und dann, wegen N €Z\ {0} auch
|0x—P|=|(q,_,x—p,_,)| und mit Lemma 17 i) auch |0x—P|>|(g,x—p,)

Nun nehme ich an, es sei Ln keine beste Naherung. D.h. Es gibt einen von Ln verschiedenen Bruch

n ql’l
P n
— mit [x——|< x—p— und 0<Q0=gq,
Q q,
N P P, . . .
Dann erhélt man aber Q x—é <¢g,|x——| und damit |QX—P|S|X q,— P, , was im Widerspruch zu
obiger Uberlegung steht. q.ed

12



Zusammenfassung

1
© layl=ay Alag,ay, ... ayl=a,+ ]Z[ao,[al,az,...,aN]]

la,,a,,..,ay
. Ein Kettenbruch hei3t einfach, wenn die ¢,EINV i>1 , sowie a,€Z .

- laya,,.., a,] heiBt der n'te Niherungsbruch von a, a,, ..., a,, ..., ay] .

- Die Folge (pn)nelNO sei definiert durch p,=a,, p,=a,a,+1;p,=a,p,_,+p,., n=2.
- Die Folge (Qn)nEINO sei definiert durch ¢,=1,9,=a,,9,=a,9,_,+q,., n=2.

. Man bezeichnet a,’:=|a,,a,,,, ..., ay] als den n -ten vollstindigen Quotienten des
Kettenbruches (g, a,,...,a,,...,ay].
. Die Kettenbriiche [a,, @,, ..., ay|und [by, b, ..., by | heiBen identisch, wenn VO<n<N :a,=b, .

-+ Essei x€IR\Q eine irrationale Zahl. Ein Bruch % mit A€EZ, BEIN heif}t beste Ndherung von

!

B !

!

X—— X_é
B'

B

x , wenn jeder andere Bruch mit < einen grofleren Nenner hat.

Satz 1:
Sei (a,),cn eine Folge von positiven reellen Zahlen und a,€R .
Die Folge (Pn)new0 sei definiert durch p,=a,; p,=a,a,+1,p,=a,p,_,+p,., n=2,
Die Folge (qn)newu sei definiert durch ¢,=1,¢9,=al;q,=a,q,_,+tq,., n=2.
_ P
q,

Dann gilt: (¢, a,,...,a,]

Lemma 2:

Die Folgen ( p,) und (g,) erfiillen fiir n>1 die Gleichungen
i) pnqnfl_pn71Qn:(_1)n719

.o pn pizfl_(_l)’171

i) ————="—"7".

q, 4,1 9.-14,

Korollar 3:
Sei x€R durch den Kettenbruch [ao, a,..,a N] dargestellt. Dann gilt:

_an’pn71+pn72
Xx=————=

aq +q fiir alle n , fiir die die vorkommenden Grofien definiert sind.
n n—1 n—=2

Lemma 4:Es sei [ao, a,..,a,, ...,aN] ein einfacher Kettenbruch.
i) Wenn a,#1,dannist VO<n<N:a,=|a,’].

ii) Wenn a, =1, dann ist Y0<n<N-2:a,=|la,'|und ay_,=|lay_,'|—-1=a,_,'—1.
Satz 5:
Stellen zwei einfache Kettenbriiche |4, a,,...,ay|und [b,, b,, ..., b,,] dieselbe Zahl x dar, und

ist ay>1Ab,,>1, dann ist N=M und die Kettenbriiche sind identisch.

Satz 7:
Jede rationale Zahl kann durch einen einfachen endlichen Kettenbruch dargestellt werden.
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Lemma 8:

Sei (x,),cn die Folge der Niherungsbriiche eines einfachen Kettenbruches. Dann ist die
Teilfolge (x,,),cn der geraden Naherungsbriiche streng monoton wachsend, und die Teilfolge
(x2n+1),,e.N der ungeraden Niherungsbriiche streng monoton fallend.

Lemma 9:
Jeder ungerade Niherungsbruch ist grofier als jeder gerade.

Satz 10:
Jeder einfache unendliche Kettenbruch konvergiert gegen eine irrationale Zahl x€R\Q .

Bemerkung 11:

Der Kettenbruchalgorithmus aus Bemerkung 6 kann auch auf jede irrationale Zahl x€R\Q
angewendet werden. In diesem Fall bricht aber der Kettenbruchalgorithmus niemals ab und
es entsteht ein unendlicher einfacher Kettenbruch der gegen x konvergiert.

Korollar 12:
Wird eine irrationale Zahl xR\ Q durch einen unendlichen einfachen Kettenbruch
dargestellt, so ist diese Darstellung eindeutig.

Satz 13:
Jede irrationale Zahl kann auf genau eine Art als unendlicher einfacher Kettenbruch
dargestellt werden.

Satz 14:

Jede rationale Zahl kann auf genau zwei Arten als endlicher einfacher Kettenbruch
dargestellt werden. Jede irrationale Zahl kann in eindeutiger Weise als unendlicher einfacher
Kettenbruch dargestellt werden.

Lemma 15:
Konvergiert ein einfacher Kettenbruch gegen einen Wert x€IR , dann gilt fiir jedes n>1 :
. Dyl 1
i |x— 7. < 7
. . Pn_ A
ii) Fiel- L[ mitx——=—.
q” qn
Satz 16:

Eine irrationale Zahl x lisst sich genau dann als periodischer Kettenbruch schreiben, wenn x
die Losung einer Gleichung der Form ay’+by+c=0mita,b,c€Z,a#0 ist.

Lemma 17:
Konvergiert ein einfacher Kettenbruch gegen einen Wert x€IR , dann gilt fiir jedes n>1 :
i) qn‘x_pn<qnflx_pn71‘ .

ii) Sign(qnx_pn);é'sz.gn(qn—lx_pn_l) .

Satz 18: ,,Gesetz der besten Niherung*
Sei x€R\Q eine irrationale Zahl und durch den Kettenbruch [a,, a,, ... dargestellt. Dann ist
Py

n

jeder Niherungsbruch la,,a,, ..., an]=( ) fiir n>1 eine Beste Ndaherung von x .
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